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Extremos Locais e Globais

Nesta se¢do o problema é encontrar os extremos de fun¢des de mais de uma variavel. Considere a
funcéo definida por:

[ x2+y2]
2

fix.vl=xzye

A funcéo pode ser definida pelo Maple V pelo seguinte comando.

> f 1= (Xy) -> x*y*exp(-(x2+y"2)/2);

Ff=lxyj—=xye
Para ter uma ideia dos valores extremos podemos plotar o grafico. Esta fungéo se comporta como
> plot3d(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3,style =patch,orientation=[70,65],

> axes=FRAMED);



Parece que temos um extremo em cada quadrante. Existe um minimo no segundo e no quarto
quadrante e um maximo no primeiro e no terceiro quadrante. Um desenho com curvas de nivel pode
ser util para encontrar uma localizacao aproximada dos pontos criticos.

> with(plots):

> contourplot(f(x,y),x=-3..3,y=-3..3);
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Para encontrar a localizagédo exata dos pontos criticos de f precisamos determinar as primeiras
derivada.

> fx = diff(f(x,y),x);

2 2
fx=ye —-x ye
A expressdo J,,  pode ser simplificada.

> fx := factor(fx);

2
fx=—ve (x—Ti(x+1)
Faremos 0 mesmo para a derivada com relacéo y.

> fy := factor(diff(f(x,y),y));

H=—xe * -+

Os pontos criticos sao 0s pontos onde ./, e fy se anulam simultaneamente.

> SOL := solve({fx=0,fy=0},{x,y});

SOL={x=0,y=0},{y=1x=1}, {y=-1,x=1}, {x=-1,y=1}, {x=-1,y=-1}
Segue que existem cinco pontos criticos:
(0,0), (1,1), (1,-1), (-1,1), e (-1,-1).

Inspecionando o desenho feito acima vemos que os pontos (1,1) e (-1,-1) sdo pontos de maximo, e 0s
pontos (-1,1), (1,-1) sdo de minimo. Finalmente, o desenho também sugere que (0,0) é um ponto de
sela.

Para ver melhor o desenho, vamos ver cada ponto critico mais de perto. Primeiro checamos na
vizinhanca de (0,0).

> plot3d(f(x,y),x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1,orientation = [70,65],

> style=patchcontour);



>

De fato este desenho evidencia que o ponto (0,0) é um ponto de sela. Agora checamos a vizinhanca de
(1,1) que antes parecia ser de maximo.

> plot3d(f(x,y),x=0.9..1.1,y=0.9..1.1,0orientation = [70,65],

> style=patchcontour);
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Desta maneira podemos obter uma evidencia clara plotando uma vizinhanga dos outros pontos
criticos. Mas o melhor criterio eum um criterio analitico para caracterizar pontos criticos.

Lembramos que se (a,b) € um ponto critico de f
b=f e b, (e b) =, (e b)2

entdo

1.Se & >0ef, (2. 2) >0, (ab)éum minimo.
2.%e & >0ef. (@) <0, (ab)éum maximo.
3.Se & <0, entdo (a,b) é um ponto de sela.

4.Se & =0, tudo pode acontecer.

> fxx := factor(diff(f(x,y),x,x));

fxx=xye (=3+x7)

> fxy := factor(diff(f(x,y),x,y));



fxy=e : v—1Div+Dix-13{x+1)

> fyy := factor(diff(f(x,y),y,y));
12 13
2" T 5
By =zxye (—3+y)

> Delta := factor(fxx*fyy-fxy”2);
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Agora vamos aplicar o teste usando o ponto critico (0,0):

)f
= (—5x2y2+y4x2+x4y2+1—2x2+y4—2y£+x4)

> eval(subs(x=0,y=0,Delta));

-1
Assim £ <0 no ponto (0,0) e este ponto é um ponto de sela.
Agora checar os valores de /- e £ no ponto (1,1).

> subs(x=1,y=1,[fxx,Delta]);

! ! 2}
e Vs ™)

Como o numero e é positivo, o resultado significa que 7, <0,e & >0em (1,1), 0 que prova que
(1,1) é um ponto onde 0 maximo ocorre. Podemos usar 0 €*@# para aproximar os valores.
> evalf(™);
[- 7357588824, 5413411332
A seguir verificamos o ponto critico (-1,1).

> subs(x=-1,y=1,[fxx,Delta));

2
29('1),4(9('1)) }

Assim (-1,1) € um minimo.



Finalmente para (-1,-1) e (1,-1).

> subs(x=-1,y=-1,[fxx,Delta]);subs(x=1,y=-1,[fxx,Delta]);

2
[—2 e(_lj,él (E{_U] }

()]
23(_ ),4(9(' ))

Voce pode concluir que (-1,-1) é um maximo e (1,-1) é um minimo.
O seguinte segmento do Maple VV mostra como obter os valores de f(x,y), usamos 0 comando zip :

> zip(f,[1,-1,-1,1],[1,1,-1,-1]);

-1 -1 -1) (-1

[e ,—e ] ,—e ]
Os valores extemos aproximados séo:
> evalf(*,3);

[.368, -.368, 36k, - 368]

Resumo:; =»e

(ab) (e &) A Conclusdo flx.»]

(0,0) 0 Negativo Ponto de sela 0

(1,1) Negativo Positivo Maximo .368
(-1,1) Positivo Positivo Minimo -.368
(-1,-1) Negativo Positivo Maximo .368
(1,-1) Positivo Positivo Minimo -.368

Exercicios



Determine e classifique todos os pontos criticos das seguintes func@es de duas varidveis. Se um
extremo € absoluto entdo explique porque.

1. f{x,y}:xy—xz—yz—Ex—Ey+4

X3 3
2. fiix,y)=?+ 9y  —4dxy

(-2 x)
3. flx.yi=e cos(y)

4. f{x,y}:xy+2x—]n(x2y} COex 0=y



