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Célculo Diferencial e Integral: um KIT de sobrevivéncia
This woksheet is in Portuguese language.

Prof. Doherty Andrade

Transformada de Laplace
Nesta woksheet esta todo o material visto em aula sobre transformada de Laplace.

Use-0 como uma revisdo, mas nao esqueca de lapis e papel.
Transformada de Laplace

Teorema (Existencia da Transformada de Laplace) Se fi£) é de ordem exponencial,

entdo sua transformada de Laplace Lfizi=Fis) ¢ dada por

o

F(S]:J fi:z)e(_m.:fz
0

A integral definindo F(s)  existe nos pontos T<¢

Teorema (Linearidade da Transformada de Laplace) Sejam fif} e aiil
tendo transformada de Laplace dadas por Fis) e G(s)  respectivamente. Se @ e

& sio constantes, entdo Liafiz)+&2(f))=aF(s)+& Gis)

Teorema (Unicidade da Transformada de Laplace) Sejam 1flf) e &if)

tendo Transformada de Laplace dadas por F(s}) e G{#) | respectivamente. Se
F(s)=Gis)  entdo f£)=gls)

Para trabalhar com Transformada de Laplace no Maple, vocé precisa carregar os procedimentos
"Laplace transform" .



Faca isto com

> with(inttrans):

Exemplo 1 Determine a transformada de Laplace da funcéo degrau unitario.
f{ﬁ) =1 se 0=t < T

f{ﬁ):[:' se falll o

> ci='e = Fi=TR gi=g =t = T =TT
fo:=t->1:
g :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T)):
F :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T=0..c)):
"For0<=t<=c, f(t) =f0(t);
Int(f(t)*exp(-s*t),t) = 9(1);
"F(s) =7, Int(f(t)*exp(-s*t),t=0..c) = F(s);
"F(s) " = simplify(F(s));

Fopl==f==¢ fit) =1

(—si)
Jﬁ:zje(_mdz:—e—

4 (—c &)
{—st) e
F{s)=,Jf{ﬁ)e di = — +—
s 5
0
(¢ 5)
e _
Frg) =—

Veja o gréafico de f.

> f:=x -> piecewise(x>0,1);#tomei c=0 aqui

F=x =S ptecewize(0 <x, 1)

> with(plots):

> plot(f(x),x=-2..4,y=0..2);



1.6
1.2

¥ g3
0.4

¢
Exemplo2  Determine a transformada de Laplace de  fi¢)= é'(a :
> a="at = =R gy s = =TT
fO :=t -> exp(a*t):
f(t) " = fO(t);
g :=proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))
end:
Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);
"F(s) ~ = subs(T=t, int(fo(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));
F :=s->-subs(S=s, g(0,9)):
F(s) " =F(s);
s =o'
J opy o@D
fit)e dt =
o — &
(af—si)
Fig) = lim -
= o — 5




(0 (a=5)

e 1
Fs) =

o — &

Fle) =——

> f(t) " = exp(a*t);
"F(s) " = laplace(exp(a*t), t, s);
j =
e = -2+ =

Exemplo 3 Determine a transformada de Laplace de (£} = sinh(a £)

(i) (-at)
e -e

Como f{£) = simh(at) = > , usamos que
(@) 1 (—at) 1
L = L =
I(E ) 8= ¢ E(E ) &+
> L:="L"

“f(t) * = sinh(a*t);

f(t) * = (exp(a*t)-exp(-a*t))/2;

L1 :=laplace( exp(a*t), t, s):

L2 :=laplace(exp(-a*t), t, s):
L(exp(a*t)) = L1;

L(exp(-a*t)) = L2; "7

“F(s) = (L(exp(a*t)) - L(exp(-a*1)))/2;
"F(s) = (L1-L2)/2;

"F(s) " = simplify((L1 - L2)/2);

Jt&) = sinh(e 2)

(at)

7 =%e —%e(_“)

() 1
=] =
—t+ &

L(



—it i 1
(et 1

L(E ol s
Feo) =éL(eEazj)—%L(e(_a£)j
sy 11 11
(S)_E—az+3_23+a
Fo) =-

(la—s)is+a)
Podemos verificar este resultado usando as rotinas do Maple.

> f(t) © = sinh(a*t);
“F(s) * = laplace(sinh(a*t), t, s);

Ji&) = sinh(a 1)

="

g — ik

Exemplo 4 Determine a trasnformada de Laplace de  fifi=:

> a="a =" F="FgiEg s = T =T
fo:=t->t:
f(t) " =f0(t);
g :=proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))
end:
Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);
"F(s) ~ = subs(T=t, int(fo(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));
F :=s->-subs(S=s, g(0,9)):
F(s) " =F(s);

Jt) =1
(—=t)

2

=

in(.ﬁ)e(_szjd.ﬁ:— e (s2+1]



1
Fiz) =—2

=
Podemos verificar este resultado usando as rotinas do pacote Transformada de Laplace.

> f(t) "=t
"F(s) " = laplace(t, t, S);

7 =1

1
Fiz) =—2

=

Exemplo5 Determine a transformada de Laplace de  fi)=cos{&£)

> a="a =" R =R =g s s = T =T
fO :=t -> cos(b*t):
f(t) " =f0(t);
g :=proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))
end:
Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);
"F(s) ~ = subs(T=t, int(fo(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) ~ = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));
F :=s->-subs(S=s, g(0,9)):

F(s) " =F(s);
JE) =cos(d )
(—s¢) :
(—st) e (—scos(b )+ Eanlb i)
Jf[.ﬁ] e di =
.'32+E:'2
(—51) (—s1)
F) = lm _se cos(bﬁ}+be sm(b.ﬁ}+ g

fF—oo 52+E;12 32+E:'2 52+E;'2



(—500) (—s00)
-z e cosiboo)l+be stn(boo) 4+ 2
"9 = R
g +4&
Fig) =
g +b2

Verfique este resultado usando as rotinas do Maple.

> f(t) * = cos(b*t);
"F(s) " = laplace(cos(b*t), t, s);

Jit) =cos(b i)

Frg) = >
g+ b

ER-E )

32+9

Exemplo 6  Determine a transformada inversade F(s)=

> =" F='Fosi=s =t
FO :=s->(3*s + 6)/(s"2 + 9):
F(s) " =F0(s);
"F(s) * = expand(FO0(s));

246

Ffs) =
s +9

&

g
Figl =73 +
52+9 32+9

Atransformada F(s) & uma combinacéo linear .

> Fl:=s/(s"2 +9):
F2 :=3/(s"2 +9):
F[1](s) = F1;
FI2](s) = F2;
"F(s) =7, 3*F[1](s) + 2*F[2](s) = 3*F1 + 2*F2;

=

32+9

NOE




FE(S:I = >
s+ 5

&

g
Feil= 3 F +2F =3 +
©=.3Fy(s)+2 Fale) =3~ .
s +5 549

Alinversade Fqls) ¢ cos(3f)  eainversade fols) ¢ =m{3:)

> f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f[1](t) , " = L"™-1 (F1(s)) " =f1;
f[2](t) , " = L"™-1 (F2(s)) ~ =12;
F(2), =L (Fifg)) = cos(31)
Jolt), = L1 (F2{5)) = sn(3 ¢)
Portanto f{f:l = Bfllifjl + Elezf:l = 3 COSI:B i:l + 2 S]Illi3 f)

> f(t) =, 3H[LI(L) + 2*F[2](1) = 3*FL + 2*F2;

Fe) =, 3F1(6) + 275(2) = 3 cos(3£) + 2 sin(3 £)
Podemos verificar isto usando os procedimentos do Maple.

> "F(s) = (3*s+6)/(s"2+9);
“f(t) " = invlaplace((3*s + 6)/(s"2 + 9), s, t);

Ir4+6

Ffs) =
s +9

i) =3 cos(38)+ 2 sin(3£)
Transformada de Laplace de derivadas e integrais
Teorema (Derivadade f(t)) Seja ff) e S%  continuasem 0=¢

e de ordem exponencial. Entdo, L{/t)=sF(s)-£0) | onde LUAL)=F(s)

Teorema (Integracdo de f(t)) Seja ff) e F%)  continuaspara U=¢

Fis)
e de ordem exponencial . Entfo, L(jﬁf)df)=TS . onde L{f(£))=F(s)



Carregue os procedimentos para transformada de Laplace. Faca isto com.

> with(inttrans):

2
Exemplo 1 Determine  L{ces() )

> "t tsEst =t TE"T
t-> cos(t)’\2

=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):
f(t) =f(t);

(0) " =1(0);

(1) " =f1(D);

f:
f:
f1

Ft) = vos(s)°
A0 =1
FiE) =—2 cos(E) sin(s)

. 2
Use que Lisin({zz))= T
s +4

> LDf:=-2/(s"2 + 4):
LDf="L(f'(t)) ;
egn := LDf =s*F(s) - f(0): eqn;
sol := solve(egn, F(s)):
"Resolva para F(s).’;

"F(s) " =sol;
sol := simplify(sol):
"F(s) " =sol;
2
-5 - L ey
g +4

2
B =sFla1-1
g +4

Fesalva para Fiz)



Verifique isto usando as rotinas para Laplace

> *f(t) © = cos(t)"2;
“F(s) * = laplace(cos(t)2, t, S);

Ft) = vos(s)°

Figl = laplace(cos(.sz, £, 8]

Surpresa, o Maple NAO pode calcular!

Exemplo 2 Use o teorema acima apra determinar  L{f{£))  onde
2
(@ L)

2
Como Ji)=2¢ o L{Z2f)=—
=
> F="Fs=s =t
t->t"2:
=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):
f(t) " =1(Y);
(1) " =f1(t);
LDf := laplace(f1(t), t, s):
"L(f'(t)) = LDf;
Lf := LDf/s:
"F(s) = L(f'(t))/s " =Lf;

f
f
f

f) =
71 =21
L T — i
¢ ==

=

Fig) = L tMe = 2z

=

Verifique isto com as rotinas do Maple para Laplace.



> f(t) = th2;
‘F(s) " = laplace(t™2, t, 5);

A =
U
) = E
0 L&)
, 2 2.5
Como J =3¢ e Li3i7)= 3
=
> =" Fi="Frosi ="t ="t
f:=t->t"3:
fl :=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):
f(t) = 1(0);
() T =f1(D);
LDf := laplace(f1(t), t, s):
“L(f '(t)) " = LDf;
Lf := LDf/s:
"F(s) = L(F'(t))/s " = Lf;
=t
F =34
L T — i
() = 3

Fig) = L tMe = %

=
Verifique isto com as rotinas do Maple.
> f(t) T =t13;
"F(s) " = laplace(t"3, t, S);

Ay =t

&
Fiz) =—4



Exemplo 3  Resolver o seguinte problema de valor inicial
¥y =0  com wUI=Z e »y=3

> s='st ="t Y =Y Ysi="Ys

y0 :=2:
yl:=3:
F:=0:

¥ + y(t) = 07

¥(0) =y0, y'(0) =y,

eqn := sM2*Y(s) - s*y0 -yl + Y(s) = F: egn;
sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);
¥+ ot} =0
¥ =2, yY =3
SEY(s)—23—3+Y(s)=D
2e+3
e =

s +1

g , 1
Usando que L(COS(f)):E— e L(sm(;)):g—
s +1 g +1

vamos determinar a solugdo que é uma combinacéo linear de cos(t) e sin(t) .

> F1:=s/(s"2+1):
F2 :=1/(s"2+1):
Y(s) " =2*F1 + 3*F2;
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) T = 2*f1 + 3*f2;

3

g
e =2 > +
s +1 =2 +1

FiE) = 2 cos(E)+ 2 sinlf)
Podemos usar o Maple para determinar diretamente a inversa.

> Y(s) = Y(s);
“f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);
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¥s) =

s +1

FiE) = 2 cos(E)+ 3 sinlf)

Exemplo 4 Resolva o problema de valor inicial
YU Y- =0 com ¥UI=1 e yih=4

> §:='s": S:='St ="t Y=Y

y0 :=1:
yl:=4:
F:=0:

YU + Y - 2y = 0

y(0) =Yy0," y'(0) =yl

eqn := s"2*Y(s) - s*y0 - y1 + s*Y(s) - y0 - 2*Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) * = convert(Y(s), parfrac, s);

Y Y- =0

) =1, y{h =4

32 T(el—eg—-0+s¥(s)-2%(a)=10

g+5
Vgl =
g +s5-2
v 2
=- +
® s+2 s-1
CONES Loty ]
Usando que Lf{e y=T5 e Mel="T7

a solucéo é combinag&o linear .

> F1:=1/(st2):
F2 :=1/(s-1):
Y(s)  =-F1+2*F2;
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =-fl + 2*f2;



2

¥ig) = - +
® s+2 s-1
-2
) = L TE g
Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.
> Y(s) =Y(s);
“f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);
s+ 5
=
5 4+s—2
-2
) IR P

Teoremas de Deslocamento

Teorema (deslocamento na variavel s) Se Fisi  éatransformada de Laplace de flf} |

(@)
entio Lle  H&))=Fls—a)

Teorema (deslocamento na variavel t) Se Fis}  éatransformada de Laplacede i) |

(-as)
e 0=a | entio LU (OFi-a))=e  F(s)

Carregue o pacote de transformacdes para trabalhar com o Maple.

> with(inttrans):
laplace(t,t,s):

(at)
Exemplo 1 Calcule Lt" e )

2l

. .
Usando que L{¢ )= —(H PRI fazemos o deslocamento.
oy

> a="a" f="" Fi="Foni="n" s =t t=t
f:=t->t™n:
F :=s-> n!/s™(n+1):
“formulas dadas: ;
() " =1(1);



F(s) " =F(s);

“deslocamento na variavel s para obter:;
(1) = f(t)*exp(a*t);

F(s) " = F(s-a);

Jormulas dadas:

fe) =¢"
zl
=m0
=

deslocamenta na variavel & para obtar:

1o _ E(ﬂ £)
) !
o =
(_a+5)[n + 1)

Podemos verificar isto com o Maple.

> assume(A,positive);
assume(N,positive);
"Por exemplo, comece com:;
f(t) " =t"™n;
L :=laplace(t™N, t, s):
"F(s) " =subs(N="n",L);
"Deslocamento na variavel s para obter:’;
f(t) T = t™n*exp(a*t);
LS := laplace(t*"N*exp(A*t), t, s):
"F(s) " =subs({A="a",N="n"},LS);;

For exemplo, comece com:

="
INENE
Frs) =
.'E.‘l:'g &=

Deslocamenta na varidavel ¢ para abiar:

n o laf)

fith =" e



IR

Fg) =
{—a+ .S‘:IH (—a+s)

Exemplo2 Resolva o PVI

Y ty@=Ug(e)  com y0I=0 ¢ y{@=0

> s='s SES = Y=Y Y=Y
y0 :=0:
yl:=0:
F := laplace(Heaviside(t-Pi), t, s):
yU() + y(t) = UPI(t);
y(0) =y0, y'(0) =y,
eqn := sM2*Y(s) - s*y0 -yl + Y(s) = F: egn;
sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):
Y(s) = Y(s);
1/(s*(s"2+1)) = convert(1/(s*(s"2+1)), parfrac, s);
"Y(s) " = exp(-Pi*s)/s - exp(-Pi*s)*s/(s"2+1);

YUy ) = URi)
yth =0, y{h =0

(-7 s)
e

% T(s) + T(a) = ———
=

(~T &)
e
ng) =———
sis +1)
1 _l g
3(32+1} 32+1

(-7 &) (-7 s)
e e

Useque L{Tn()) =" e L{U_(¢)cos(i—m])=

g+ 1

> F1 :=exp(-Pi*s)/s:
F2 := exp(-Pi*s)*s/(s"2+1):




f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
Y(s) =F1-F2;

f(t) " =f1-2;

(-ms)  (-Ts)
e e
) ==~

)

.5'2 +1
Fi2) = Heawtside(z — 1) + Heawaide(f — 70 cos(2)
Podemos verificar isto usando o Maple.
> ODE :=diff(y(t),t$2)+y(t) = Heaviside(t-Pi):
ICs :={y(0)=0, D(y)(0)=0}:
‘D.E. "~=O0ODE;
1.C.'s " =ICs;

dsolve(DE, y(t), method=laplace);
dsolve({ODE} union ICs, y(t), method=laplace);

(e )
DLE = o v | |+ vt = Heawviside(s — 1)

LC% = (D)0 =0,y0)=0}

Error, (in dsolve) invalid arguments
y(£) = Heawside( — ) + Heawiside(f — 70) cos(f)
Invertendo a Transformada de Laplace

> with(inttrans):
laplace(t,t,s):

33 —ds41
Exemplo 1 Determine a transrformada inversa de Li£)= 3
sis—13
> si='st Y=Y
Y :=5->(5"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(s) =Y(s);
33 —ds+1
=3
s{e—1)

VVamos usar fragOes parciais para decompor a expressao de Y(s) em faotres mais simples .



> =" YI="Y
Y :=5->(5"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(s) =Y(s);
"Y(s) * = convert(Y(s),parfrac,s);

53—4s+1

Hiz) =
gls— 1)3

1 2 1 2
Fg) =——- + S
o

s-1)° (s-1)°

Usamos a tabela de transformada de Laplace para procurar a inversa e obtemos a solugéo:

fey=-1-¢2el+sel+2ef

Podemos usar 0 Maple para conferir.

> "F(s) "= (s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3);
f(t) * = invlaplace((s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3), s, t);

33—4s+1

g(s— 1)3

Fie) =

s =—1-t2el el 428

Se

Exemplo 2 Determine a transformada inversade  Fls)= > >
(5% +4) (s°+9)

> si='st Y=Y
Y :=s->5*s/((s"2+4)*(s"2+9)):
Y(s) = Y(s);

¥ =5
(s +4) (s +9)

Podemos usar o Maple para converter em fracOes parciais.

> s:="s" Y=Y
Y :=s->5%s/((s"2+4)*(s"2+9)):
Y(8) =Y(s);

"Y(s) * = convert(Y(s),parfrac,s);



¥ =5
(s +4) (s +9)

=

g
sl = 5 -
s +4 =749

Use a tabela de transformadad e Laplace para determinar a inversa:

wil=cos(28)—cos(2E)

33+332—s+1

Exemplo 3 Determine a transformada inversade  Y(s)= > o
sis+ 117 (a7 + 1

Em fracoes parciais temos

> si='st Y=Y
Y (=5 ->(s"3+3*s"2-s+1)/(s*(s+1)"2*(s"N2+1)):
Y(s) =Y(s);

"Y(s) * = convert(Y(s),parfrac,s);

.5‘3+3.5'2—.5'+1

Yig) =
s(s+1)2 (32+1]

) 1 2 2 s+ 1
gl == - +

+1)° SHL 24y

Usando uma tabela de transformada de Laplace temos que a resposta é:

y(t)=1-2¢ AP cos(£) + sin(£)



