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Resumo: Nestas notas apresentamos em detalhes a demonstragao do Teore-
ma de Radon-Nikodym e exibimos exemplos em que as hipdteses do teorema
nao podem ser enfraquecidas. Como aplicacdo apresentamos o Teorema de
Representacao de Riesz.

0.1 Introducao

Por (X, X) denotamos um espago mensuravel, isto é, um conjunto X munido
de uma o-algebra X. Lembramos que uma carga sobre um espago mensuravel
(X, X) é uma fungao real A definida sobre a o-dlgebra X tal que

A0) =0
(0) - S

para qualquer sequéncia de subconjuntos disjuntos (E,) de X.

Se A é uma carga sobre X, entao um conjunto P € X ¢é dito ser positivo

com relacao a A se
AMENP)>0,VE € X.

Analogamente, um conjunto N € X é dito ser negativo com relagao a A
se
AMENN)<0,VE e X

Um conjunto M € X é dito ser nulo com relacao a A se

AENM)=0,YE € X.
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O seguinte resultado estabelece a relagao entre conjuntos positivos e ne-
gativos com uma carga .

Teorema 1 (Decomposicao de Hahn) Se A ¢ uma carga sobre X, entdo
existem conjuntos P e N em X, com X = PUN, e PON = tal que P €
positivo e N € negativo com respeito a .

Seja A uma carga sobre X. O Teorema da Decomposicao de Hahn garante
a existéncia de um conjunto P e um conjunto N mensuraveis, chamados
positivo e negativo, respectivamente. A variacao positiva AT e a variacao
negativa A\~ de A sao definidas por

AN(E)=XNENP)
A (E) = —AENN),
para todo F € X.
A variacao total de A é a medida |A| definida por
A(E) = AT(E) = A (E),

para todo F € X.
O Teorema de Decomposigao de Jordan, afirma que toda carga ¢ diferenga
de duas medidas.

Teorema 2 (Decomposicao de Jordan) Se A € uma carga sobre X, entdo
A € a diferenca de duas medidas finitas sobre X. Em particular, X € a difer-
enca de A\t e A\7. Além disso, se X = u — v onde u, v sao medidas finitas
sobre X, entao

u(E) = \7(E), e v(E) =M (E),

para todo E em X.

0.2 A demonstracao do Teorema de RN

Sejam A e p duas medidas sobre X. Dizemos que A é absolutamente continua
com relacdo a u se, u(E) = 0 implica que A(F) = 0. Neste caso, escrevemos
AL .

Uma carga A é absolutamente continua com relagao a uma carga p quando
a variagao total |A| for absolutamente continua com relagao a variagao total

|1l
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Teorema 3 (Radon-Nikodym) Sejam A\ e p medidas o-finitas definidas
sobre X. Suponha X absolutamente continua com relacdo a p. Entao, existe
uma fungao f € M*(X,X) tal que

ME) = /Ef($)dpd, VE € X. (2.1)

Além disso, a func¢ao f € unicamente determinada a menos de um conjunto
de p-medida nula.

Demonstracao: Vamos mostrar primeiramente que o resultado vale sob as
hipéteses que A (X) e p (X) s@o finitas.

Se ¢ > 0, seja P(c), N(c) a decomposicao de Hahn de X para a carga
A —cp. Se k € N, considere os conjuntos mensuraveis

A1 =N(c), A =N(E+1)e)\ [ A4,

J=1

E claro que os conjuntos Ag, k € N, sao disjuntos e que

k k

U N(jc) = U A;.
Segue que . -
Ay = N(ke) \ U N(je) = N(ke) N U P(jc).

Assim, se F é um subconjunto mensuravel de A, entdo £ C N(kc) e
E C P((k—1)c), dai

(k= 1Dep(E) < ME) < kep(E). (2.2)
Defina B por
B=X\J4;=)PGo)
j=1 j=1
assim B C P(kc) para todo k € N. Isto implica que
0 < kep(B) < AMB) < ANX) < o0,

para todo k € N, dai u(B) = 0. Como A < pu, obtemos que A\(B) = 0.
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Seja f. definida por

(k—1)c, sex € Ay
0,sex € B.

foe) = {

Se /' é um conjunto mensuravel arbitrario, entao £ é a uniao dos con-
juntos disjuntos £ N B, EN Ay, k € N, segue de (2.2) que

[ gutn < xE) < [ Gt < [ g en),

Aplicando a construcao anterior para ¢ = 27", n € N, obtemos uma
sequéncia de funcoes, denotadas por f,, tais que

[E fudit < A(E) < /E Fuddpt + 27" (), (2.3)

para todo n € N.
Seja m > n. Observemos que

[ dudn <AE) < [ fudpr 27n(),
E E

[ dndu < NE) < [ s 20,
E E

de onde obtemos que

/E(fn - fm)du' < 27"u(X),

para todo E € X.
Se considerarmos os conjuntos onde o integrando é positivo e negativo, e
combinando, deduzimos que

[E o — fol dpt < 277 u(X)

sempre que m > n € N.
Assim, a sequéncia (f,,) converge na medida para uma fungao f. Como
fn € M™, segue que f € M*. Além disso,

/Efndu—/Efdu‘s/E|fn—f|dus/\fn—f|du,
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donde concluimos, de (2.3), que

NE) =tim [ fudu= [ fn

para todo E € X. Isto completa a demonstragao da existéncia da fungao no
caso onde ambas, A\ e i, sao medidas o-finitas.

Afirmamos que f é unicamente determinada, a menos de um conjunto de
medida nula. De fato, suponha que f,h € M* e que

NE) = [ g | han

para todo F € X.
Sejam
By ={x: f(z) > h(z)}

Ey ={x: f(z) <h(z)}
Logo, podemos concluir que f(z) = h(x) quase sempre na medida .

Suponhamos agora que A e u sdo o-finitas e seja (X,,) uma sequéncia
crescente de conjuntos em X tal que

AMX,) < oo, p(X,) < oo.

Aplicamos o argumento anterior para obtermos uma funcao h, em M™ que
é nula para x € X,,, tal que se E é um subconjunto mensuravel de X,,, entao

MD=AMW

Se n < m, entao X,, C X,, e segue que

/hnd,u:/hmd;z
E E

para qualquer subconjunto £ de X,,. Da unicidade de h,,, segue que h,(x) =
hm(z) para quase todo x em X,,, sempre que m > n.

Seja f, = sup{hi, ..., h,}, assim (f,,) é uma sequéncia mondtona crescente
em M*, eseja f=1limf, SeF € X, entao

Mmeg_éﬁmL

Como (E N X,) é uma sequéncia crescente de conjuntos com unidao £,
segue do Teorema da Convergéncia Mono6tona que

AME) =limANENX,) = lim/Efnd,u = /Efdu.

A unicidade da f é estabelecida como anteriormente. O
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0.3 Exemplos

Nesta secao apresentaremos situagoes que provam que as hipoteses do Teo-
rema de Radon Nikodym nao podem ser retiradas.

1. Seja X = [0,1] e seja X os subconjuntos de Borel de X. Se p é a
medida de contagem sobre X e A é a medida de Lebesgue sobre X, entao A é
uma medida finita e A < p, mas o Teorema Radon-Nikodym ¢ falso.

Temos A finita e A < p. Mas nao existe f tal que

A0.1) = [ fdu.
[0,1]

De fato, suponha que exista, logo
0=M() = | sdn= [ fidn= St = £
desse modo, f(x) = 0 para todo = € [0, 1]. Portanto,

1= A(0,1]) = / 0yt = 0.
[0,1]
Contradigao!

2. Seja X um subconjunto nao enumeravel e X a familia de todos os
subconjuntos E de X tais que F ou X \ E é enumeravel. Seja u(FE) igual ao
nimero de elementos de E se E é finito, e igual +00 caso contrario, e seja
A(E) = 0 se E ¢é enumerdavel, e igual a 400 se E é ndo enumeravel. Entao
A < p, mas o Teorema de Radon-Nikodym é falso.

Temos que A < pu pois se u(E) = 0 entao £ = O, logo A(F) = 0. Mas
nao existe f definida em [0, 1] com valores em [0, co] mensuravel tal que

AE) = / fdp.
E
De fato, suponha que o teorema seja verdadeiro e tome p({x}) = 1, logo
M =0= [ sdn= [ findn= futta)) = 1)
Logo f(z) = 0, para todo x € X. Portanto

oo:A(X):/Odu:O.

Contradigao!
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0.4 Aplicacao: Teorema de Representacao de
Riesz

Nesta secao apresentaremos uma aplicacao do Teorema de Radon Nikodym.

Um funcional linear em LP(X,X, i) é uma aplicagdo G : L? — R tal que
G(af +bg) = aG(f) +bG(g),

para todo a,b € Re f,g € LP.
Um funcional linear G ¢é limitado se existe uma constante M tal que

[GHI < M| flp,

para todo f € L*.
Neste caso, a norma de um funcional linear limitado G é definida como

Gl = sup{|G(A)|; f € L7, [Ifll, < 1}.

Dado g € L% onde g = 1sep =00eq = z% caso contrario, pode-
mos definir um funcional linear limitado sobre LP. Basta definir o seguinte

funcional

Wﬁz/mw,

para todo f € LP.

E facil ver que G é um funcional linear. A limitacio de G é uma conse-
quéncia da desigualdade de Holder e ||G|| = ||g]l4-

O Teorema de Representacao de Riesz diz que todos os funcionais lineares
limitados sobre LP sao desta forma.

Teorema 4 (Representagao de Riesz para L') . Se (X,X ) é um es-

paco de medida o-finita e G é um funcional linear limitado sobre L' (X, X, 1)
entao existe g € L>®(X, X, u) tal que

Wﬁz/mm
Além disso, ||G|| = |9l c-
Demonstragao: Vamos supor primeiramente u(X) < oo e que G é posi-

tivo. Defina A(F) = G(xg) para todo £ € X. Claramente \(0)) = 0. Se
(En) é uma sequéncia crescente em X e F = UE, entao (x(g,}) converge
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pontualmente para x(gj. Como p(E) < oo, entdo X{E,} converge para x{g}
em L;. Como

0 <ME) = A(En) = Glxqry) — Gxe.})
= Gxgey — x¢z.y) < IGlllIxey — xee)
segue que A é uma medida.
Além disso, se M € X e u(M) =0, entdo A(M) = 0. Assim, A < p.
Aplicando o Teorema de Radon- Nikodym, obtemos uma funcao real nao
negativa mensuravel sobre X tal que

G(xpy) = ME) = /X{E}ng

para todo E € X.
Da linearidade de G segue que

W@—/ww

para toda funcao simples X-mensuréavel ¢.
Se f é uma fungio nao negativa em L', seja (¢, ) uma sequéncia crescente

de funcoes simples convergindo quase sempre em L! para f. Da limitacao de
G, temos que

G(f) = im G(en).
Além disso, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue
que

mﬁ=MJ¢Mm=/mw

para toda f € L! .

Suponha agora que u é apenas o-finita. Entao existe uma sequéncia
crescente de conjuntos mensuraveis de medida finita (F},) tal que X = UF,.
Como anteriormente, temos que existem func¢oes nao negativas g, tais que

G(fxr,) = /fXannd,ua

para toda f em L'. Se m < n ja vimos que g,,(z) = g,(), para quase todo
x € F,,. Assim, obtemos uma funcao g que representa G.

Se G é um funcional linear limitado arbitrario sobre L', podemos escr-
ever G = G" — G~, onde G e G~ sdo funcionais lineares positivos limita-
dos. Aplicando o mesmo procedimento para G* e G, obtemos funcoes nao
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negativas mensurdveis g* e g~ que representam G e G, respectivamente.
Considerando g = g — g, obtemos a representagao

mﬁ=/mm

para todo f € L.
Para mostrar a igualdade da norma, seja f € L' e ¢ > 1. Seja

E. = {z;]g(x)] > |G|}
Defina

[ %1 se £ g(a) > ]
fe(z) = {O, ser € E,.

Entao, podemos verificar que
cllGllu(Ee) < G(fe) < [|Gllp(E).
O que é possivel, apenas se |G| = 0 ou u(E.) = 0. Se G # 0, entao

l9(2)| < G = [lglloe-

O

O Teorema de representacao de Riesz vale para funcionais definidos sobre
espacos LP.

Teorema 5 (Representagao de Riesz para [P, 1 < p < oo) . Se (X, X, )

€ um espaco de medida o-finita e G € um funcional linear limitado sobre
LP(X,X, ), entao existe g € LU X, X, u) tal que

ﬂﬁz/mw,

onde L+ 1 =1. Além disso, |G|| = |lg],-
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