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Resumo

Nestas notas apresentamos, sob um ponto de vista informal e introdutorio,
alguns topicos de Légica, tendo em vista a disciplina Matemdtica Discre-
ta oferecida aos calouros dos cursos Ciéncias da Computacdo e Informética
da UEM. Nao ha pré-requisito formal para a leitura e acreditamos que ela
também possa ser utilizada em outras disciplinas, como por exemplo, Funda-
mentos da Matematica, pois a apostila nao enfatiza aplicagées, simplesmente
expoe nocoes da teoria com intuito de o aluno procurar posteriormente uti-

lizd-los em seu cotidiano.

Algumas questoes sdo imprescindiveis ndo sé para cientistas: uso corre-
to de conectivos 1égicos (quase todos os dias pessoas geram ambiguidades
de comunicacao devido ao uso incorreto de “ou”, “todos ”, inclusive em al-
goritmos); discernir argumentos validos e também verificar se as conclusées

obtidas sao realmente validas.

Com intuito de tamém procurar despertar interesse, algumas relacoes
superficiais entre Légica, Computacao, Matemad tica sdo comentadas de tal
modo que a omissao da leitura nestes pontos nao acarretard prejuizo no

entendimento.
Comentaremos brevemente algumas aplicagoes da Légica a Computacao.

Nao é raro algoritmos apresentarem erros de sintaxe e légicos. A com-
pilacdo pode detectar erros do primeiro tipo, mas nao impede que ainda
persistam erros 16gicos, os quais geram gasto de tempo de recursos humanos
(custos) na busca das falhas. Portanto, ndo é dificil inferir a grande utilidade
de um algoritmo que realize a seguinte tarefa: decidir se programas entram

em “loop infinito ” ou nao. No entanto, é impossivel construir tal algoritmo.



Este resultado implica que h4 limites reais na teoria da computagdo. Resul-
tados desta natureza sdo encontrados em Computabilidade, uma 4rea entre

a Computacao e Logica.

O mecanismo de funcionamento dos circuitos eletrénicos encontrados nos
computadores (“hardware”) é regida pela Légica de Boole. Quando Boole
concebeu esta teoria, ele acreditava equivocadamente que ela serviria apenas

a fins estritamente tedricos.

Computabilidade, Inteligéncia Artificial, Redes Neurais, Hardware, ou
mesmo desenvolvimento de algoritmos, sdo dreas de pesquisa em Compu-

tacdo que utilizam recursos l6gicos em grau variado de complexidade.

Um dos objetivos destas nots é propiciar subsidios teéricos de 14gica para
que o aluno possa usa-los como ferramenta de trabalho, por exemplo: evitar
(e se for o caso, reconhecer mais rapidamente) erros usuais cometidos em

programacao ou mesmo em demonstracées matematicas.
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Capitulo 1

Loégica Proposicional

1.1 Proposicoes

A Légica proposicional estuda relagoes 16gicas entre objetos chamados proposicoes,
os quais podem usualmente (nem sempre) ser interpretados como sentengas

da Lingua Portuguesa.

Por sua vez, sentencas podem ser de vérios tipos:  declarativas (afir-
magdes), interrogativas, modais (por exemplo, “ parece que o carro do Zé é

4

vermelho”), performdticas (ou de comandos) (por exemplo, o termo “ go to

” do Pascal.)

Vamos nos preocupar aqui apenas com as sentencas declarativas, simples-

mente porque estas sao suficientes para o estudo da Matematica.

A principio, podemos ter a impressdo de que toda sentenga declarativa

é falsa ou verdadeira. Vamos analisar a frase seguinte: “ Esta sentenca é

[N

falsa”. Se ela é verdadeira, o conteiido da frase se cumpre, ou seja, ela

[N

falsa!. Resta o caso dela ser falsa, assim o seu conteudo “Esta sentenca

falsa ” falha, assim ela é verdadeira, !



Y

Esta “ingénua ” sentenca é o paradoxo de Eubulides de Mileto, longe

de ser uma simples banalidade do pensamento, estd ligado a um dos teore-
mas mais profundos do pensamento 16gico-matematico, o célebre teorema de

Godel, formulado em 1936.

Para evitarmos situagoes deste tipo, vamos considerar apena sentencas

declarativas “bem-comportadas ”.

Definicao 1.1 Proposicdo é uma sentenca declarativa que é verdadeira ou

falsa, mas ndo ambas.

Dada uma proposicao, ela pode assumir um dos valores: ela é verdadeira

(V) ou ela é falsa (F). Assim, adotaremos dois principios :

Principio de nao contradicao: Uma proposicao nao pode ser verdadeira,

e falsa ao mesmo tempo

Principio do terceiro excluido: Toda proposicao é verdadeira ou falsa,
nao ha terceira possibilidade.

Exemplo 1.2 Vejamos alguns exemplos de proposicées:

(a) A lua é feita de queijo.

(b) 4 é um nimero primo.

(c) 3+3 = 6.

(d) 4 é nimero positivo e 3 é par.

(e) Choveu no Brasil em 12 de abril de 1523.

(f) 4 é niimero positivo ou 3 é par.



(g) A Terra gira em torno do Sol.

As afirmagoes (a), (b), (d) sdo proposicoes falsas, enquanto (c), (f), (g) sdo
verdadeiras. Embora (e) seja uma proposic¢do, pois esta sentenga é verdadeira

ou nao, nao temos como determinar seu valor-verdade.

Exemplo 1.3 As seguintes sentencas nao sao proposicées: (a) z=38, (b)

Vocé estd bem ?, (¢) Vi embora !

O primeiro item representa uma sentenca declarativa mas ndo uma proposicao,
pois seu valor-verdade depende do valor atribuido a z (estudaremos tais sen-

tengas no célculo de predicados). Os casos restantes nem sdo declaragoes.

Adotaremos letras maitsculas: P,Q, R, S, ... para representacido de proposicoes.
Por exemplo, podemos denotar por P a proposicao “4 é nimero positivo”, ou
simplesmente, P : “4 > (7. Caso nao seja especificado, P pode representara

uma, proposicao qualquer.

1.2 Conectivos légicos

Proposic¢oes podem ser combinadas coerentemente através de conectivos 1égicos,
gerando sentencas mais ricas. Alguns dos conectivos que estudaremos sdo:
negacao ~, conjuncao légica A, disjuncao légica V. Nas formas PAQ, PV (Q,
P, () sao chamados operandos e os conectivos V, A, sdo chamados operadores

16gicos .

Operadores légicos ou conectivos légicos efetuam operagoes sobre as
proposi¢oes do mesmo modo que adicao € um operacao sobre os nimeros, ou
que a intersecdo é operacao sobre os conjuntos. Quando um operador légico

é usado para construir uma nova proposicao, seu valor-verdade depende da



natureza dos operadores 16gicos usados e do valor-verdade das proposi¢oes
originalmente dadas. Discutiremos agora como os operadores légicos afetam
o valor-verdade das proposicoes. Veremos que os significados dos operadores

16gicos nem sempre coincidem com aqueles usados na nossa lingua.

1.2.1 O operador negacao: ~

Denotando por P: “4 é positivo”, a proposicdo ~ P pode ser interpretada
por: “nao é o caso de 4 ser positivo”, ou ainda, “nfo é verdade que 4 é posi-
tivo”, ou em linguaguem matemaitica, “4 < 0”. Sabemos que P é verdadeira
e também que a sua negacdo, ~ P, é falsa. Para o caso geral, quando P
representa uma proposicao qualquer, o valor de ~ P assume valor diferente

de P. Este fato pode ser representado através da seguinte tabela-verdade:

P|~P
F

1.2.2 O operador conjuncao: A

Representa intuitivamente o papel andlogo ao conectivo “e” da Lingua Por-
tuguesa. O item (d) do exemplo 1.2 pode ser representado por P A @, onde
P:“ >0"e@: “3é par’. Neste caso, sabemos que P A @ é falsa, pois
falha a proposicao (). Em analogia ao conectivo “e”, para o caso geral, PA(Q)

serd verdadeiro desde que ambas as componentes P e () sejam verdadeiras.



O valor-verdade de P A () segue a tabela:

QP

M| <<
H < | 9| <
ol < | >

1.2.3 O operador disjuncao: V

Funciona como o conectivo “ou”. Considerando as mesmas proposi¢oes aci-
ma, a proposi¢do PV(@ simboliza o item f) do Exemplo 1.2, cujo valor-verdade
é determinado pelo de P, pois ) falha. No caso geral, para PV () ser ver-
dadeira, basta que tenhamos pelo menos uma das componentes valida. O

valor-verdade de PV @) segue a tabela:

Q| PVQ

H << | Y
o< | s <

Hi<|<|I<|<

Observacao 1.4 Em algumas situacdes cotidianas, o “ou” da Lingua Por-
tuguesa funciona com sentido de “ou exclusivo”, cujo significado difere do
usado aqui. Um exemplo do “ou exclusivo” seque: num supermercado, a mde
diz “ Filho, escolha sorvete ou chocolate. O dinheiro ndo dd para comprar

0s dois. ”

Esta dificil decisdo imposta ao garoto acontece (é verdadeira) desde que
escolha uma e apenas uma das opcdes. “ Zé € paulista ou paranaense” exem-

plifica outra situacdo do mesmo tipo.



Para o nosso propésito, PV() é verdadeiro também quando ambas as proposicoes

originais o sao

1.2.4 O operador condicional: =

Notagdo: P = @ ( P: antecedente ou hipdtese, Q): consequente ou con-

clus@o).

Ilustremos inicialmente uma interpretacdo do conectivo = através da

sentenca:
“Se Gustavo ganhar na préxima loteria, pagard um churrasco.”

Definindo-se P: “Gustavo ganha na préxima loteria” e @:“Gustavo paga

churrasco”. P = () representa a promessa de Gustavo.

Vamos analisar quando a promessa serd cumprida. Primeiro caso : di-
gamos que ele ganhe (P é V). Pode acontecer de ele pagar o churrasco (@
é V), cumprindo a promessa (P = @ é V). Por outro lado, Gustavo pode
néo pagé-lo, descumprindo a promessa (P = @ é F). Segundo caso: digamos
que Gustavo ndo ganhe (P é F). Neste caso, independente de pagar ou néo
um churrasco, (@ é V ou F), a promessa ndo foi descumprida (P = @ é V).
Observe que a 1unica possibilidade de P = () ser falsa é quando P é V e ()
é¢ F . No6s esperamos que tal operacao funcione de maneira similar ao mo-
delo acima, desta forma, quando P e () assumirem proposicoes arbitrarias,

P = () sera regida pela tabela seguinte:

P Q|P=Q
VIV \Y
VI|F F
F |V \Y
F|F A%




A proposicao P = ) pode ser lida de varios modos: “se P, entao Q”;
“P é suficiente para @)”; “@Q) é necessirio para P”; “Q) se P ”; “Q segue de

P7; “ @ desde que P ”; “Q é consequéncia de P 7.

Em Portugués, o uso do condicional estabece uma relacao de causa e
efeito, ou relacdo de “heranca ” entre a hipdtese e a conclusdo. Assim, “se eu
cair no lago, ficarei molhado ” relaciona uma causa a seu efeito. O condicional
“se eu sou homem, entdo sou mortal” caracteriza uma propriedade intrinsica

a raca humana.

Entretanto, no condicional 16gica P = (), a hipétese P nao precisa estar
relacionada a conclusdo (). Isto pode causar alguma estranheza e confusio.
Por exemplo, se P:“laranjas sdo pretas” e ():“a Terra é plana ”, P = ()
representa a sentenca “se laranjas sao pretas, entdao a Terra é plana”, que é
destituido de “sentido” na Lingua Portuguesa. Como P é falso, pela tabela
verdade, P = () é verdadeira, mesmo nio existindo alguma relagao de causa

e efeito entre as proposicoes envolvidas .

1.2.5 O operador bicondicional : &

E definido pela composicio de operacoes: (P = Q) A (Q = P). Assim, sua

tabela fica:
P Q|PeqQ
V|V \Y%
V| F F
F |V F
F|F \Y%
Note que P < @ vale quando P e Q possuem o mesmo valor.

Algumas leituras mais usuais de P < @) sao: “P é causa e consequéncia

de Q7 “P é condicao necessaria e sufiente para Q) 7: “P se e somente se (7.
b b



Exemplo 1.5 Retornemos ao caso ja visto: P:“Gustavo ganha na prorima

»

loteria ” e Q:“paga churrasco”. Colocamos abaizo algumas férmulas com

respectivo sentido:

P = Q): “Se Gustavo ganhar na proxima loteria, pagard um churrasco. ”

Q = P: “Se Gustavo pagar churrasco, entdo ele ganhou na loteria. ”

P & Q): “Gustavo pagard um churrasco se e apenas se ganhar na loteria.”

As trés sentencas sdo todas distintas e para elucidar melhor as diferencas,
vamos considerd-las vélidas, caso a caso. A primeira sentenca, a promessa,
inclui a possibilidade dele ndo ganhar na loteria, mas pagar o churrasco com
outro recurso. No entanto, a segunda sentenca () = P nao permite tal
possibilidade. Finalmente, a terceira diz que a tunica forma dele pagar o

churrasco é ganhando na loteria.

Exemplo 1.6 Outra ilustracdo de P < Q: considere T um triangulo de
lados a > b > ¢ e defina P:“T é tridngulo retangulo” e Q: “a> =b*>+c% . O
classico Teorema de Pitdgoras com sua reciproca afirma que “T € triangulo

2

retangulo se e somente se a®> = b? + 2”7, ou ainda, P & @ acontece.

1.3 Tabelas verdades

Um fato de importancia fundamental: o valor-verdade de proposi¢oes com-
postas obtidas via combinacao de conectivos estd completamente determina-
do pelos valores das proposicoés componentes e pela natureza dos conectivos

envolvidos.

Exemplo 1.7 Vamos construir a tabela verdade da formula (PV ~ Q) = Q.
Iniciamos exibindo as colunas de P e (). Observe que hd quatro linhas de

valores, pots hd 4 possibilidades de combinar os valores de P e (). Na seqgunda



etapa, construimos a coluna relativa a ~ Q). Em sequida, a etapa 3 combina os
valores das colunas de P e da coluna ~ @) usando o conectivo V. Finalmente,
a dltima coluna construida serd combinada com a coluna @ via andlise do

condicional. A tabela abaizo esquematiza 08 n08s0s raciocinios:

PlQ|~Q|PV~Q|(PV~Q)=Q
V|V| F 14 14
VIF| V 14 F
F|V| F F 14
F|F| V 14 F
11| 2 3 y

onde a dltima linha denota as estapas da construcdo. Em particular, quando
P e @ sdo verdadeiras, entdo a formula acima € V (primeira linha); e quando

P éVeQ éF, entdo a proposicao € F; e assim em diante.

Exemplo 1.8 Vamos determinar a tabela verdade de S =(PAQ)V ~(P=
Q). Na forma de tabela, fica

PlQ|(P=Q)|~(P=Q)|PANQ|S
ViV V F V V
VI F F V F V
F|Vv V F F F
F|F V F F F
1|1 2 3 3 4

Os valores-verdades da coluna S na etapa 5 é determinado segundo as colunas

de ~(P= Q) e de (PAQ) através da andlise da tabela do V.



Exemplo 1.9 A tabela verdade da proposicio R=(PAQ)V (~ (PV Q))

PAQ |~ (PV Q)

Nl Y < <

Q
v
F
>
F
1

<
Lol ||y

o |mlm oD

Comentaério: A tabela verdade de uma férmula composta por n proposicoes
originais (at6micas) possui 2" linhas e um exercicio da lista apresenta su-
perficialmente um método de simular computacionalmente a construcao de
tabelas verdade. Existe um algoritmo “rdpido” 7 Esta problema continua
em aberto e acredita-se que este problema seja “intratavel algoritmicamente”.
Descobrir um programa “eficaz ” que realize tal tarefa estd relaciona com o

célebre problema P=NP, o principal problema em computacao tedrica.

Notagao: Faremos uso de sinais: ( ); [ |,{ } para evitar ambiguidades,
como por exemplo em P A Q) V R, que pode gerar confusdo, pois ha duas
distintas interpretagdes, a saber: (P AQ®)V R ou ainda P A (QV R). Faga as

respectivas tabelas verdades para verificar a diferenca.

1.4 Tautologias

Lembrando a promessa de Gustavo: P = @, ela assume ambos os valores
verdades: V e F, dependendo dos valores tomados em P e em (). Mas vejamos

um caso curioso:

Exemplo 1.10 Analisemos a proposicio [ PA(P = Q) | = Q.



Primeiro método: Andlogo ao caso anterior, via construcao da tabela :

P|Q|(P=Q) |PA(P=Q) | [PA(P=Q)] = Q.
F|F Vv F A%
F|V Vv F A%
VI|IF F F Vv
VIV A% A% A%
11 2 3 4

Segundo método: Para evitarmos a elaboragao da tabela acima, vamos

proceder de forma indireta. Conside, a principio, onde a nossa proposicao
poderia receber valor F. Analisando a tabela do condicional, o tinico caso seria
quando: PA(P = Q) for V e @ for F. Analogamente, para PA (P = Q) ser
V, teriamos obrigatoriamente que P é Ve P = () é V. Mas para P = () se
cumprir, terfamos: ou P é F (contrariando resultado prévio na linha acima)
ou P é Ve éV (novamente contrariando resultado prévio). Ou seja, ndo

h4 possibilidade alguma da proposicao ser falsa.

Em contraste com a promessa de Gustavo, a proposicao acima sempre é
verdadeira (ver a coluna do passo 4), independente dos valores de P e Q).

Isto motiva a definicao :

Definicao 1.11 Uma tautologia € uma proposicdo que assume sempre valor
verdade V, independente dos valores verdade das proposi¢ées que a compde.

Por outro lado, uma contradicdo € uma proposicao sempre falsa.

Um economista que disser “a inflacdo sobe ou ndo sobe” (PV ~ P) corre
o risco de ser acusado de incompetente, mas nao de mentiroso. Independente
do significado atribuido a P, PV ~ P sempre é tautologia, enquanto que

PA ~ P ilustra uma contradicao.

E através das tautologias que podemos simplificar expressoes légicas e

criar regras de inferéncias ( veremos mais tarde este conceito).



Observe que se C é contradigdo entdao ~ C é tautologia. Além disto, se

T representa uma tautologia, entdo ~ T denota uma contradicao.
Elencamos uma pequena lista de tautologias e respectivos nomes:

Lista 1: tautologias

1. P= (PVQ) adi¢do

2. (PANQ)=P simplificagdo

3. [ PAN(P=Q)=0Q modus ponens

4. (P==QQN~Q|=~P modus tollens

5. [~PA(PVQ)]=Q silogismo disjuntivo
6. (P=Q)AN(Q=R)=(P=R) silogismo hipotético
7. (P=Q)=[(Q@=R)= (P=R)
8.[(P=QAN(R=S9)]=[(PAR)=(QAS)]

9. ([P Q)N Q< R)=(P<R)

Verificar as tautologias acima

Em computagio, dois programas distintos podem executar a mesma tare-
fa, ambos utilizando tempos préximos na execugio e mesmo gasto de memoria.
Neste caso, é natural dizer que eles sdo programas equivalentes. A expressao
algébrica (z — 1).(z + 1) equivale a z* — 1. Assim como na dlgebra, seria de
grande interesse se pudessemos simplificar expressoes légicas. Para atingir

tal objetivo, definimos o conceito de equivaléncia légica .

Definicao 1.12 Duas proposicies P e Q) sio equivalentes (equivaléncia ldgica:
notacgo: P = @) se ambas possuem a mesma tabela verdade, ou seja, P €
V quando e apenas quando QQ € V. Ou ainda, P = () se e somente se P&(Q)

for tautologia. Neste caso, dizemos P e ) formam uma tdentidade logica.



Por exemplo, ~ (~ P) e P sdo claramente equivalentes. As férmulas

~ (PVQ) e (~ P)A(~ Q) ilustram outro exemplo importante de identidade

légica.

Exemplo 1.13 P = @ = (~ P)V Q. (O uso aqui dos parénteses €
desnecessdrio, mas foram usados por motivo de clareza. Em outros casos

serd ignorado.) De fato,

PlQ|P=Q) |~PvQ|(P=Qe~PVQ.
FI|F| Vv 14 14
FlV| Vv 14 14
V|F| F F 14
viv| v 14 14
11 2 2 3

Repare que as colunas 2 coincidem em todas as linhas. Como comentamos,
P=Q=~PVQ, pois (P = Q) &~ PV Q ¢ uma tautologia (ver coluna
da etapa 3).

Verifique as seguintes identidades 16gicas.

Lista 2: identidades légicas



1.P=(PVP) idempoténcia de V

2.P=(PAP) idemponténcia de.......
3.(PVQ)=(QVP) comutatividade de.......
4 (PANQ)=(QAP) comutatividade de....
5(PVQ)V R =[PV (QV R)] associatividade de....
6. ([PAQ)AR]|=(PA(QAR)] associatividade de...
7.~ (PAQ)=(~PV~Q) Lei de De Morgan

8.~ (PVQ)=(~PA~Q) Lei de De Morgan

9. PANQVR))=[(PANQ)V (PAR)] | distrib. de A sobre V
10.[PV(QAR)|=[(PVQ)A(PVR) | distrib. de V sobre A

11.P =~ (~ P) dupla negagio
12(P=Q)=(~P)VQ implicac¢do
13.(PeQ)=(P=Q)AN(Q=P). equivaléncia
14[(PAQ)= R|=[P=(Q = R) exportagao
15[(P= Q)A (P =~ Q) =~ P absurdo
16.(P=Q)=(~Q =~ P) contra-positiva

Observacao 1.14 1: Note que = é uma relacdo de equivaléncia, ou seja, €

reflexiva, simétrica e transitiva.

2: A operacdo bicondicional foi definida através dos conectivos = e A. Por
sua vez, o condicional (regra 12 acima, exemplo 1.13) pode ser definida via

~ eV.

Pela lei de De Morgan (ver 7, lista acima), ~ (P A Q) = (~ PV ~ Q).
Ora, como elas sdo equivalentes, suas respectivas negacoes também o sao:
~ (~ (PAQ)) =~ (~ PV ~ Q). Por outro lado, (regra 11- lista 2), a
primeira proposicao é equivalente a P A (). Por 1ltimo, pela transitividade

de= PAQ=~](~P)V(~ Q)] Assim, obtemos A a partir de V e ~.



Logo, estas duas ultimas operacoes sao suficientes para construirmos to-

dos os conectivos vistos.

As identidades acima podem ser usadas para simplificar uma, proposicdo
dada. Por exemplo, vamos determinar uma férmula equivalente a: T = (P A
Q) = (~ PV Q) sem usar o conectivo A . Temos que: PAQ=~(~ PV ~ Q)
e também que ~ P A Q=~(~~PV ~ @) (feitos na observagdo anterior).
Substituindo ambas as formas acima em T, obtemos: T=~(~ PV ~ Q) =~

(~~PV ~ @), e usando regras 3 e 12, T=~(P = Q) =~ (Q = P).

1.5 Inferéncia

Em nosso cotidiano estamos acostumados a “tirar certas conclusées”, partin-
do de informacoes fornecidas. Por exemplo, quando alguém diz: “ A recessao
se agravou com a intervencao do FMI”, inferimos mentalmente que essa pes-
soa nos prestou uma informacao que se traduziria de modo mais completo

nesta forma:

Se FMI ajudar o Brasil, a recessdo aumenta.

O FMI ajudou o Brasil

A recessdo se agravou.

Admitimos que as duas informagcoes escritas sobre o traco horizontal sido
verdadeiras: a primeira, porque a ela nos habituamos através de experiéncias
e constatacoes; a segunda porque a informagcao nos foi explicitamente forneci-
da. Nossa conclusao e legitima - a conclusao é verdadeira e nao pode deixar

de ser verdadeira.

Vejamos de que maneira o raciocinio se apresenta, usando enunciados



simbélicos:

Como P e P = (@) sdo verdadeiros, e lembrando que (PAP= Q) = @
é uma tautologia, obtemos que a nossa conclusao @) é verdadeira, Nosso
raciocinio foi legitimo, nao passamos de informacoes verdadeiras para con-

clusoes que poderiam, eventualmente, mostrar-se falsas.

Vamos alterar os significados das proposi¢ées acima, assumindo a vali-
dade da promessa de Gustavo (podemos considerd-la verdadeira, digamos,
conhecendo a personlidade dele). Até aqui ndo podemos concluir nada. No
entanto, se ele ganhar na loteria (P se cumpre), entdo agora sim podemos
concluir que o churrasco serd realizado (@ é V). Ambas as situagdes sdo
representadas pelo mesmo esquema acima. E plausivel entdo admitirmos
que o argumento P=- ) e P entao () sempre se verifica, independente dos

significados atribuidos.

A deducdo pretende assegurar-nos a verdade da conclusdo, quando parti-
mos de informacoes verdadeiras. Ela nos da garantias de que a verdade foi

preservada.

De um modo geral, aquilo que nos baseamos em raciocinios e inferéncias
e assumidos verdadeiros sao as premissas, o ponto a que chegamos é a con-

clusdo. A colecio de sentencas que “traduzem” o pensamento é o argumento.

Adotaremos uma forma padronizada para escrever os argumentos , colo-
cando as premissas Ay, A, ..., A,_1 (proposi¢bes que ji sabemos ser ver-
dadeiras, ou nos foi dado, ou simplesmente assumidas verdadeiras) sobre
um traco horizontal e, em seguida, a conclusao A,. Assim, podemos também

escrever o argumento como



(1.5.1)

Ou aind a na formas:

Al; AQ, ey An—l F An

Dado argumento acima, podemos associd-la ao condicional: A; A AsA ... A

A,_1 = A,

Teorema 1.15 O argumanto acima € legitimo se e somente se o condicional

associado (Ay N Aa A ... N Ap_1) = A, € tautoldgico.

Prova Se o argumento é legitimo(sempre obtemos verdades), entdo im-
pede que as premissas sejam V e a conclusao F de modo que o condicional
associado s6 toma valores V, sendo, pois, tautolégico. Reciprocamente, sendo
o condicional acima tautoldgico, é facil verificar que o argumento € legitimo.

O

Uma lista de argumentos legitimos, que nos ajudam a obter conclusdes,
ja foi elencada na lista de tautologias, que passamos a chamé-las regras de

inferéncia (ver lista 1 acima).



Exemplos de regras: (todas obtidas via tautologias: lista 1)

1) £ adicao 2) PAQ . simplificagdo
(PVQ) p
P=Q P=Q
3) P . modus ponens: MP. 4) ~@Q . modus tollens: MT.
Q ~P
PV Q) P=qQ
5) ~ P . silogismo disjuntivo: SD 6) Q = R . silogismo hipotético: SH
Q P=R

Exemplo 1.16 Considere as premissas: “Se o dia estiver quente, irei nadar
?, “Se eu for nadar, ndo estudarei ” Logo, podemos concluir que : “Se o dia

estiver quente, ndo estudarei.” Aqui usamos a regra 6 (silogismo disjuntivo),

R

onde P,() e R denotam respectivamente as sentencas: “ o dia estd quente ”;

“eu vou nadar ”, “ nao vou estudar ”. Note que a conclusiéo P = R ¢ uma
sentenca condicional. Se incluirmos a premissa P, através de MP obtemos a

conclusao R. Todo o argumento pode ser esquematizado abaizo:

1 P=(@Q premissa 1

2 Q=R premissa 2

3 P premissa 3(adicionada na segunda parte)

4 P = R primeira conclusdo (linhas 1, 2, SH)

5 R conclusdo da segunda parte (linhas 8, 4, MP)

Observe que a primeira conclusio (linha 4) foi usada como premissa, pois jd

faz parte do nosso repertorio de informacoes vilidas.

Observacao 1.17 Note que o significado atribuido a cada proposicdo € ir-
relevante para a concluséo. Em outras palavras, sempre que tivermos as 3

premissas anteriores, poderemos concluir a validades de R .



Iustremos uma aplicacao do calculo proposicional.

Exemplo 1.18 Imagine Fldvio, um quimico, na sequinte erperiéncia e con-

statou os fatos:

- Flavio notou que o papel de tornasol ficou vermelho ao ser posto em

acido.
- Verificou que ficou azul ao ser posto em solucao alcalina.

- Agora, Flavio estd colocando o papel em solucdo alcalina ou acida.

- Ele observou que o papel nao ficou azul.

- Concluiu que o papel ficou vermelho.

O argumento pode ser colocado na forma:
A=V:B=>Z;AVB;~ZFV

onde : A: dcido, B: base, V: vermelho, Z: azul. As premissas sao verdadeiras,

pois sao fatos da experiéncia. Podemos enumera-las

A=V Premissa
B=7Z Premissa
AV B Premissa

-~ W N

~ 7 . Premissa

Aplicamos Modus Tollens ( MT) nas linhas 2 e 3 e obtemos a conclusdo
exibida na linha 5.

5 ~B  (3,2,MT)

deixando explicito entre parénteses as premissas (linha 2 e 3) usadas e a regra
de inferéncia em questdo (no caso, MT). Portanto a conclusio da linha 5 é

verdadeira e podemos usa-la agora como uma nova premissa. Agora, usando



silogismo disjuntivo ( SD) nas linhas 4 e 5, obtemos a concluséo:
6. A  (4,55D)

Finalmente, usando Modus Ponens nas linhas 1 e 6, chegamos a conclusao
desejada:

7. V. (1,6,MP)

ou seja, realmente estd certa a conjectura de Flavio.

Exemplo 1.19 Vamos analisar o argumento: “ Se estudo ou se eu sou um
génio, entdo eu passarei nesta discipling. Se eu passar nesta disciplina, entdo
estarer automaticamente inscrito na prozima disciplina. Portanto, se eu nao

estiver inscrito na proxima disciplina, eu ndo sou um génio.”

Tomando-se: S: “ eu estudo ” ; G: “ eu sou génio ” ; P: “ eu passarei
na disciplina ”; A: “ eu estarei inscrito na préxima disciplina ”, o argumento

fica:

(SVG)= P;P= At~ A=~ G

Vamos verificar o argumento, como no exemplo anterior.

1. (SVG) =P Premissa

2. P=A Premissa

Inicialmente incluiremos uma premissa (linha 3) que jé faz parte do nosso

conhecimento, e o argumento segue:

3. G = (GVS) adigdo ( regra)

4. G=(SVG) 3e comutatividade

5. G=P 4,1 e silogismo hipotético
6. G=A 5,2e silogismo hipotético
7.

~A=~G Ge contra-positiva,



portanto, o argumento é legitimo.

Definicao 1.20 Fuldcias ou sofismas sao arqumentos que resultam de in-

feréncias incorretas.

Exemplo 1.21 Considere o raciocinio:

“Se o réu é culpado, ele ficard nervoso quando interrogado
O réu estava muito nervoso quando foi interrogado com a rep-

Portanto, o réu é culpado.”
resentacdo na forma:

P=Q;QFP.

Tal argumento nao é correto porque a conclusao P pode ser falsa, embora
P = @ e Q) sejam vilidos, basta verificar que condicional associado [(P =

Q) A Q] = P ndo é tautologia, caracterizando uma faldcia

Exemplo 1.22 Vejamos outro exemplo de sofisma:

“Se o réu tinha as mdos cobertas de sangue, entdo ele € o0 assassino
O réu estava impecdvel.

Portanto, o réu € inocente.”

Este argumento ignora a esperteza do criminoso, que lava as maos ime-

diatamente apds cometer um crime.



Lista de Exercicios

1. Sejam as proposicoes P : “Estd chovendo, @ : “O sol estd brilhando e

R: “h& nuvens no céu ”. Traduza sentencas abaixo em notacao légica:

a) “choverd se o sol brilhar ou se o céu estiver com nuvens”

b) “se estd chovendo, entdo hd nuvens no céu. ”

”

d) “o sol brilha quando e apenas quando o céu fica sem nuvens.
2. Utilizando o exercicio anterior, determine significados para as proposicoes:

(@) PAQ)=R, (b) ~P&(QVR), () ~({PVQ)AR.

3. Detemine os valores:

(a) se 24+2=4 entdo 2+4 =8, (b) se 24+2=5 entdo 2+4 =8,
(c) se 242=4 entdo 2+4 =6, (d) se 24+2=5 entdo 2+4 =6.

4. Suponha que P = (@ seja falso. E possivel determinar os valores-

verdade de: (a) PAQ, (b) PVQ, (c) Q= P7?

5. Assuma que “Zé é uma menina” e que “Zé tem dez anos ” sdo sentencas
falsas. Quais das seguintes sao vélidas ?
(a) Se Zé tem dez anos entéo Zé é menina, .
(b) Zé tem dez anos se e somente se é menina.
(c) Zé néo é uma menina com dez anos.

6. Suponha que “ Zé nao é baixo” seja falso e que assuma vélidas as
sentencgas:

“Zé ou Maria tém dez anos ” e

“ se Maria tem dez anos, entdao Zé nao é baixo ”.
Quais das seguintes sentencas sao verdadeiras?

(a) Zé ndo é baixo.



10.

11.

12.

(b) Maria tem dez anos.
(c) Zé tem dez anos.

(d) Ou Zé ou Maria ndo tém dez anos.
* O que realiza o programa abaixo (em psedo-Pascal) ?

1:=1;, j5:=1
while (1 <2and j <5)ori+j=>5do
begini:=4+2,j:=j+1end

* Quantas vezes o comando z := z + 1 serd executado no programa

abaixo?
1:=12:=-1

while (¢ >0 and z < 5) or i =3 do

beginz:=x+1, t:=z+1 end
Construa tabelas-verdade para:

(a) ~(PAQ), (b) R=~(PAQ)
(€) ~(PAQ), (d) (P=Q)=(PV ~R)

Prove ou disprove as proposi¢des abaixo: (Note que basta uma linha

ser F para falhar uma tautologia. )
(@) @=P)=(PAQ), (b) (PA~Q)=(P=Q)
Verifique as leis de absorgdo:
(a) [PV(PAQ) =P, (b) [PA(PVQ)=P.

Denote por I: “uma dada matriz é inversivel ” e por D: “seu determi-
nante é diferente de zero ”. Considerando valida a proposicao [ = D,

quais da sentengas abaixo sdo consequéncias da assercdo feita? (ndo



é necessario conhecimento de Algebra Linear e observe a posicdo do

para):

a) “para uma matriz ter inversa basta que seu determinante seja ndo nulo ”

b) “para seu determinante ser ndo nulo é suficiente que a matriz seja inversivel ”
¢) “para seu determinante ser nulo é necessirio que a matriz na o seja inversivel ”
d) “uma matriz tem inversa se e apenas se seu determinante é ndo nulo ”

e) “uma matriz tem determinante zero se ela néo é inversivel.”

13. Em Célculo, a seguinte assercao vale: “uma funcao diferencidvel é
continua”. Andlogo ao exercicio anterior, quais das sentencas seguem

da assercdo feita? (nao é necessirio conhecimento de célculo)

a) “uma funcdo é diferencidvel apenas se é continua.”

b) “uma funcdo é continua apenas se é diferencid vel.”

c) “ser diferencidvel é condigdo necessdria para que seja continua.”
d) “ser diferencidvel é condigdo suficiente para que seja continua.”

e) “a funcdo é diferencidvel se e somente se é continua.”

14. O conectivo “ou exclusivo ” acontece apenas se uma das duas clausulas
componentes for verdadiro. Denote tal conectivo por ®.
(a) Fazer as tabelas-verdade de: P@Q, P® P, (P® Q) ® R.
(b) Mostre que P @ @ equivale a (PVQ)A ~ (PAQ)ea~ (P& Q).

15. * Vdrios livros apresentam as notagoes: w(P) = 1se P valee w(P) =0
quando ela é falsa. Tais notacgoes facilitam a simulacdo de tabelas-
verdade no computador, por exemplo: se w(P) = z e w(Q) = y, a
tabela da conjuncdo pode ser simulada pela funcdo fx : {0,1}x{0,1} —
{0,1} onde fa(z,y) = z.y, ou ainda w(P A Q) = w(P).w(Q). Verifique

tal afirmacao:

(a) analogamente, crie fungdes: f., fv, f=, fo, fo que representem
os outros conectivos. (dica: determine-as caso a caso, ou observe

as relagOes entre os conectivos)



16.

17.

18.

19.

(b) através destas fungdes, crie fungdes representativas de: ~ (PVQ),
(PAQ)A ~ Q, (PVQ) = R. (Este exercicio ilustra o fato de que

a construcdo de tabelas-verdade é um problema compativel.)

O operador Sheffer é definido pela tabela:

P|Q|PiQ
V|iV| F
VIF| V
F|V]| V
F|F A%

Mostre que ~ P =P 1 Peque PVQ = (P P) (@ Q). Usando
apenas o operador Sheffer, encontre porposi¢ées equivalentes a outros

conectivos. (Este operador consegue gerar sozinho todos os outros)

Numa acariacao da CPI do “pao de queijo ”, as seguintes informacoes
ocorreram: (a) A diz que B mente. (b) B diz que C mente. (c¢) C diz
que A e B mentem. Se o conjunto de sentencas nido é contraditério,

quem estd falando a verdade?

Verifique que sdo védlidos os argumentosi~ (P V @), (P A QA ~ @,
(PVQ)=R

(a) P=~Q, @ ~P=(RAS)F RAS
(b G=H, ~G=~~F, ~HF F

(c
(d) (~R)=S, R=T, S=(PAQ), ~TF @

)
)
) ~QVS, ~85 [~(RAS)|=QF R

)

Legitime o argumanto: “Se eu ndo especifico as condicoes iniciais, meu
programa nao roda. Se eu cometo ‘loop infinito ’, meu programa nao
termina. Se o programa nao roda ou se ele ndo termina, entao o pro-

grama falha. Logo, se o programa nao falha, entdo eu especifiquei as

condigoes iniciais e nao cometi ‘loop ’.”



Capitulo 2

Légica de Predicados

2.1 Predicados

A Légica proposicional nao é suficientemente poderosa para englobar todas
as afirmacoes necessarias em matematica. Nés também precisamos lidar com
expressoes do tipo

x>0, z4+y=20, z>y.

que nao sao proposicées. De fato, a andlise da primeira mostra que ela nao
assume valor V, pois “z > 07 falha quando z = 0 e também nao pode ser F,
pois pois “z > 07 vale quando z = 1 . Sentencas andlogoa ocorrem também

na nossa lingua: “Ela vive em Maringa” pode ser formulada como
x vive em Marings

onde x é varidvel e “vive em Maringd ” é um predicado.

Diciondrios apresentam as seguintes defingoes do vocabulo predicado: “atrib-

uto ou propriedade caracteristica de alguma coisa”’, “termo da oracao no qual
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se enuncia um fato ou se diz alguma coisa do sujeito”, por exemplo:

(1) « estuda légica ”

(2) « é maior que zero. ”

Note que tais predicados nao assumem valores verdade. Para torna-los sen-
tencas completas (declarativas), é necessdrio especificar o sujeito, por exem-
plo:

(1) “ Alexandre estuda légica ”

”

(2) “ Dois é maior que zero.

Vamos nos fixar no segundo exemplo. Com a variagdo do sujeito na

oragao, digamos:

“ Dois é maior que zero. ”

“ Cinco negativo é maior que zero. ”

obtemos, neste caso, distintas proposigdes (cada sujeito forma uma proposicio).

A fim de estudarmos esta classe de proposicoes, podemos denotar o pred-

icado “é maior que zero”, “> 0” por P, associado a um jeito genérico x:

P(z): “z > 0"

Assim, as duas tltimas proposigoes ficam: P(2) e P(—5). Note que P(x)

nao assume valor V ou F quando o sujeito x ndo estéd especificado.

Observacao 2.1 Com a variacdo do sujeito x, podemos obter novas proposicoes
P(z). Em outras palavras, um predicado pode ser visto como uma fungdo P

que leva determinado sujeito x a uma proposicio P(z).



2.2 Quantificadores

Repare agora nas sentencas
Alguém vive em Maringa.
Todos os nlimeros sao maiores que zero

As palavras grifadas indicam, de maneira ébvia, a idéia de quantidade.

O interesse do cdlcudo de predicados consiste em “quantificar ” os predica-
dos, obtendo-se e estudando-se, como ja comentamos, classes de proposicoes.
Ao invés de isolarmos proposi¢oes P(1), P(2), ..., estaremos interessado no
estudo simultdneo de toda a classe de proposi¢bes P(z) obtidas através de
um dado predicado P. Para tanto, a nossa estratégia serd quantificar os pre-
dicados e as formas mais comuns envolvem dois quantificadores: universal
(para todos) e existencial (existe algum) denotados por V e 3, respectiva-
mente. Daqui em diante, P(z) denota um predicado com varidvel z como

argumento.

2.2.1 Operador universal: V

Se P(z) é um predicado com varidvel z como argumento, entdo a proposicio:
“Para todo valor de z , a afirmagdo P(x)é verdadeira”,

denotada simbolicamnte por

VzP(x)

estd associada ao predicado cuja a varidvel z foi quantificada universalmente.

O operador Yz P(z) checa se todas as proposi¢bes P(z) se verificam na

medida que variamos .

Retornemos ao nosso predicado P(z) : “z > 0”. Se dissermos: “qual-

quer z numero natural, x > 0 ” é agora sim uma proposi¢cao verdadeira,



pois P(1), P(2), P(3),... so todas verdadeiras. No entanto, se dissermos,
”qualquer z nimero inteiro, x > 0 ” é uma proposicao falsa, pois, digamos,
P(—1) falha. Repare que basta encontrar apenas um P(z) falso, onde z é

convenientemente escolhido, para que Yz P(z) receba valor F.

Assim, é necessario também especificar em qual universo do discurso U,
universo a qual z pode assumir valores, para que a operacao fique bem defini-
da. No primeiro e segundo caso acima, I/ coincide com o conjunto dos natu-

rais e inteiros, respectivamente.

Dizer que Yz P(z) é falso no universo U significa que existe algum z, € U

que invalida P(zg).

2.2.2 O operador existencial: 4

A frase “para algum z, P(z)” simplifica:

“Existe pelo menos um valor de z para o qual a afirmagdo P(x) é verdadeira”

foi quantificada existencialmente e podemos denoté-la simbolicamente por

JzP(x).

Note que JzP(x) busca, dentro do universo U se hd algum sujeito tal
que torne a sentenca (relativa ao sujeito) verdadeira. Se tal elemento for

encontrado, 3z P(z) recebe valor V, caso contrario, receberd F.

2.2.3 Uso de quantificadores

Denote por C uma classe de proposi¢ées. Dado o universo U, um predicado

P pode ser visto como uma funcao que leva cada sujeito x de U em uma



proposi¢do P(z): simbolicamente

P:U—-=C
z — P(x)

Exemplo 2.2 Seja U o conjunto dos nimeros naturais e P(x) o predicado
“t? = 1”. EntaoVzP(x) € falso porque P(3) é falso. Por outro lado, 3z P(x)
¢ verdadeiro porque pelo menos uma das proposicies P(z) se verifica, embora

exista apenas uma proposicdo vdlida, quando x = 1.

Exemplo 2.3 Se o universo é os inteiros, entdo:

]

Ta ¢v,
|éF, Vz[x+2=2]¢éF, Vzlz<z+1] V.

T
T

vz

z=3 [z+2=2]¢éV, Tzlz<z+1] €YV,
z=3

Exemplo 2.4 Para os numeros naturais como o universo de discurso, seja

»

Q(z) o predicado “z* + x + 41 € primo

Assim, 3zQ(x) vale, pois Q(1) vale. Inspec¢des para z = 1,2, 3, ..., mostram
que Q(1),Q(2),Q(3),... sd0 vélidos, levando-nos a tentagdo de considerar
VzQ(z) também verdadiro. (Convém alertar aqui que este procedimento
pouco cuidadoso pode gerar erros). Embora Q(1), Q(2), ..., Q(39) sejam todos
verdadeiros, (J(40) é falso. Por outro lado, se o universo fosse Y ={1,2,...30},

ambas JzP(x) e VzQ(z) seriam vélidas.

Assim como utilizamos os conectivos 16gicos em proposigoes, podemos op-
era-los também em predicados, formando sentencas mais complexas. Aprovei-
tando o exemplo acima, ~ @(n) representa o predicado “n? + n + 41 néo é
primo ”. Aplicando os conectivos légicos ja conhecidos, podemos criar as
proposicoes: Vz [P(z) = Q(z)], 3z [P(z) A Q(z)] e etc. Tente determinar os

respectivos valores verdade.



Muitas propriedades, axiomas, resultados da matemaética podem ser ex-

pressos em termos de predicados

Exemplo 2.5 Considere P uma propriedade e os naturais como universo de

discurso, a tautologia sequinte

[P(1) AVEK[P(k) = P(k+1)]] = VzP(x)
recebe o nome de Principio de Inducdo.

Comentario: Quando o universo do discurso é finito, digamos U =
{1,2,...,n}, as proposi¢oes VzP(x) e xP(z) podem ser simuladas via pro-
cedimentos computacionais. De fato, vamos determinar o valor verdade
de 3zP(z), onde P é um predicado fixado. Precisamos assumir que todos
P(i),1 < i < n, séo decidiveis computacionalmente, digamos que ji exista
uma func¢do computacional booleana f (que depende de P) que determina o

valor verdade f(P(i)) para cada proposicdo P(i), ou seja, f(P(i)) = “true”

se P(i) é verdadeira, e “false” caso contririo.

O procedimento abaixo estd em “pseudo-Pacal”. DadosU = {1,2,...,n}

e predicado P,
P : o vetor de comprimento n: {P[1], P[2],..., P[n]}
b: varidvel booleana, ¢ contador
Begin: b:= false, 1 :=0
While b = false and 7 < n do
i:=1+1,b:= f(P[i])
Write (b); End.

Note que o valor verdade de 3zP(x) coincide com a varidvel booleana b.



Definicao 2.6 Como P(z) se tranforma em proposicdo na medida que atribuimos
valores especificos para x, dizemos entdo que x € varidvel livre, pois o valor
verdade fica dependendo de x. No entanto, quando o valor verdade de VzP(x)

nao depende de x, e assim dizemos que x € varidvel ligada.

2.3 Predicado com mais de uma variavel

A utilizacdo de predicados na légica engloba situacées bem mais abrangentes,
por exemplo, predicado “vive em Maringd” pode ser generalizado por P(z,y) :
“x vive na cidade y”, fazendo com que tal sentenca dependa de duas varidveis:

z(sujeito) e y(cidade em questdo).

Analogamente, podemos considerar predicados que dependam de uma ou

mais variaveis e utilizar quantificadores para cada uma delas.

Exemplo 2.7 Considere os numeros naturais como o universo de discurso
U para ambas varidveis e P(x,y) o predicado "x < y ”. Note que ele assume
agora o papel de uma funcdo: P: U x U — C: (z,y) — P(z,y). Ambas as
varidveis x e y estdo, no sentido que o valor verdade de P(z,y) depende de
ambas as varidveis x e y. Na sentenca Iz P(x,y), x € varidvel ligada, mas y
é livre, de modo que ela nao assume valor verdade. O predicado 3xP(x,y),
“existe um x tal que x < y 7, se transforma em proposicdo na medida que
atribuimos valores especificos para y, por exemplo: JxP(z,1) é F, Az P(z,2)
é V (pois x = 1 satisfaz a sentenca), e assim por diante. Agora o valor-
verdade de JyP(z,y) ndo depende de x (x estd ligada) mas depende de y,
ou seja, apresenta y como varidvel livre e pode ser pensada como um novo
predicado que apenas depende de y. Desta forma, podemos quantificar tal
varidvel, tranformando finalmente numa proposicdo. Se quantificamos com

o operador universal, a proposiciao Vy3IzP(z,y) é F, pois xP(z,1) é F. Por



outro lado, com o operador existencial, JyFzP(x,y) é V (desde que Az P(z,2)
¢ V, basta tomar y = 2).

Num predicado P(z,y) com duas varidveis, hd oito modos de quantifica-

lo:

VaVy, Vrdy, YyVz, Vydz
dxVy, dxdy, JyVz, Jydx

Uma questao natural é saber se os quantificadores podem ser comuta-
dos, ou seja, se a ordem deles importa no enunciado. Para responder esta

pergunta, vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 2.8 Fste exemplo ilustra a importancia da ordem dos quantifi-
cadores. Considere P(z,y) o predicado : “y € mde de z”. Para a varidvel
x, seja o universo do discurso a populacdo mundial que estd viva; e inclua
as pessoas falecidas no universo da varidvel y. Apresentamos alguns modos

de quantificd-la sequido com a respectiva interpretacao e valor-verdade:

(1) VeIyP(z,y) “ qualquer pessoa tem uma mée ” (V)

(2) YV P(z,y)  alguma pessoa é mie de todo mundo ” (F)
(3) VyFzP(z,y) * todo mundo é uma méae. ” (F)

(4) 32VyP(z,y) “ uma pessoa é filho de todo mundo ” (F)

Note que as frase (1) e (2) apresentam enunciados e até valores distintos,
embora a unica diferenca das férmulas seja a ordem dos quantificadores.
Analogamente, vale para as frases (3) e (4); refletindo a importincia da

ordem dos quantificadores.

Exemplo 2.9 Considere o universo de x e y o0s naturais e o predicado

P(z,y): “y>2%"



(a) Para determinar a proposi¢do Vz(3yP(z,y)), inicialmente consideramos
o predicado interno JyP(z,y), onde y estd ligada e x livre. Assim,
tal expressao pode ser vista como um predicado na varidvel = e entao,
atribuindo valores para z, obtemos: JyP(1l,y) é V (pois para y = 3,
torna P(1,3) valida), JyP(2,y) é V (pois 5 > 4) e assim por diante.
O caso geral Vz3yP(z,y) : “ para todo nimero z, existe um nimero y

maior que 2*” é V (basta tomar y = 2% 4+ 1).

(b) Se invertermos o ordem dos quantificadores, IyVz(P(z,y), lido “ existe
um numero y maior que todas as poténcias na base 2” é F. De fato,

¢ 7

o predicado interno Vz P(z,y), que significa “ para todo z, y > 2%7, é
sempre F para todo y, basta tomar z = y e da’ i obtemos y > 2° que

éF.

Exemplo 2.10 Muitas propriedades matemdticas podem ser expressa em
termos de predicados. Vejamos formulacdes l6gicas de algumas propriedades

dos numeros reais:

VaVyVz [z.(y + 2) = 2y + z2] | o produto é distributivo

vV [z + y = 7] existe elemento neutro para a soma

Vedy [z +y = 0] todo nimero real tem oposto

Ve[zr #0= (y =zy=1)] | todo real diferente de zero possui inverso

2.4 Calculo de predicados

No céalculo proposicional, podemos criar proposi¢ées novas combinando conec-
ticos 16gicos sobre proposi¢oes mais simples. Tautologias nos permitem criar
regras de equivaléncia entre proposicoes, as quais sao usadas na simplificagao

de expressoes légicas. Ha também regras de inferéncias.

Utilizaremos os recursos ja vistos em légica proposicional para estudarmos

a légica de predicados.



Nos préximos comentarios, denotamos por P e () duas proposigoes quais-

quer e P(z) e Q(z) dois predicados quaisquer, ambos com varidvel livre z.

1. Assim como fizemos com as proposicoes, podemos criar naturalmente

novos predicados via conectivos légicos, a saber:

~ P(z), P(z)AQ(x), P(z) v Q(z),
P(z) = Q(z),  P(z) & Qz).

2. Algumas identidades légicas: (=) para predicados também podem ser

“importadas ” do calculo proposicional. Citamos:

Proposicoes Predicados
P =~~ P, P(z) =~n~ P(z),
P=Q=~PVvQ@ , P(z)=Q(z)=~Pz)VQ(z).

3. Lembramos que os predicados quantificados em todas as varidveis (por
exemplo: VzP(x),3zVyR(z,y)) sdo transformados em proposigdes e

podem ser estudadas como tais.

H4 também tautologias préprias nos predicados. Citamos alguns casos
particulares. Dizer que “Todas as bolas sdo brancas ” tem o mesmo signifi-
cado de “N&o hé bola de outra cor ”. Em notagdo légica, Ve P(z) =~ 3z ~
P(z), onde P(z) denota o predicado “ser bola branca ”. Analogamente, diz-
er que “Nem todas as bolas sdo brancas tem o mesmo significado de “H4
uma bola de outra cor”, ou simbolicamente: ~ VzP(z) = dz ~ P(z). A
substituicdo do predicado ndo invalidaria a equivaléncia légica. Acabamos
de ilustrar relagoes entre os quantificadores. Devido a sua importancia, es-

tudaremos tautologias desta natureza isoladamente.



Teorema 2.11 As tautologias sdo vdlidas:

1
2
3
4

) ~VzP(z) < Jz (~ P(z))
) ~ JzP(z) & Vz (~ P(z))
) VzP(z) <~ 3z (~ P(x))
) dzP(z) & ~Vz(~ P(x))

Prova: Vamos considerar a primeira delas. Devemos lembrar que
~ VzP(z) = 3z (~ P(z)) se e somente se ~ VzP(z) & Jz (~ P(x)) é tau-
tologia. Assim, basta verificar que as proposigdes ~ VzP(x) e Jz (~ P(z))
assumem sempre o mesmo valor- verdade. De fato, se ~ VzP(x) é V, entéo
VzP(z) é F, ou seja, existe pelo menos um z tal que P(z) é falso, ou equiva-
lentemente, existe pelo menos um z tal que ~ P(z) é V, e esta tltima frase
pode ser interpretada por 3z ~ P(z). As outras podem ser obtidas a partir

da primeira ou via argumentos como acima. O

Observacao 2.12 Seja P um predicado com universo de discurso formado

pelos elementos 1 e 2. Aplicando a tautologia (1) acima, temos:
~ (P(1) AP(2)) =~VzP(z) =3z (~ P(z)) =~ P(1)V ~ P(2)

Note que assim obtemos novamente a lei de De Morgan (veja as regras). Por

esta razdo, as regras acima sao chamadas Leis De Morgan generalizadas.

A regra (8) acima afirma que podemos obter o quantificado 3 partindo
do quantificador ¥ e da negacdo ~ . Enguanto a regra (4) afirma resultado
andlogo para o quantificador V . Desta forma, basta um quantificador (e o0s

conectivos l6gicos) para gerar todas as férmulas na légica de predicados.

As regras (1) e (2) sio utilizadas para o cdlculo da negagdo de um quan-

tificador. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.13 Digamos que um estudante, quando estd aprendendo equacdes



literais, acredita na validade da sequinte lei:
Vo [(z+1)* = 2® + 1]

Nos podemos alertar ao estudante que a let € falsa mostrando que sua negacdo
¢ verdadeira, ou seja, que 3z [(x + 1)? # z* + 1] se cumpre, basta tomar ou

=1, ouzr =2

Exemplo 2.14 A negacao de VaVy (z < y = 2% < 3?) fica:
~ ViVy(z<y=22<y?)] = Az ~ W<y=r<y?)] = 2y ~
(z<y=2*<y?). Mas como ~ (P=Q) =~ (~PVQ) = P\~ Q, o
dltimo predicado é equivalente a : ~ (z <y=1><y*’)= (z < y) A (z* >

y*). Portanto, a negagdo desejada fica: Az3y ((z < y) A (22 > y?)).

Exemplo 2.15 Vejamos uma ilustracdo das propriedades acima no ambito
do cdlculo. O limite im,_,, f(z) = L pode ser reformulado em ldgica de
predicados pela proposi¢io: VeddVz (0 < |z —a| < d = |f(z) — L| <¢). As
vezes, precisamos determinar que lim, ,, f(z) # L. Tentar determinar a
negacdo do limite diretamente pode causar confusao, pois tal formula envolve
trés quantificadores. O uso do teorema pode ser muito util, como por exemplo

neste caso. Assim, lim,_,, f(z) # L € equivalente a :

~ [VeddVz (0 < |z —a| < 6 = |f(z) — L| < ¢)]
e~ [V (0 < |z —a| <d=|f(z)— L| <ée)]
FeVo ~ V2 (0 < |z —a| < 0= |f(z) — L| < ¢)]
FeVoTr ~ [(0< |z —a| < d = |f(z) — L| < g)]
FeVoTr ~ [~ (0 < |z —a| < 8) V (|f(z) — L| < ¢)
FeVoFz [(0 < |z —a| <A~ (|f(z) - L| <e)] =
FeVoFz [(0 < |z —a| <) A|f(z) — L| > €]

™

—

Comentario: O célebre problema de Fermat, resolvido em 1995, depois de

mais de 300 anos de incessantes pesquisas (durante este tempo, tal probema



era a mais famosa conjectura em aberto em toda a matemdtica), consistia

“simplesmente ” decidir o valor verdade da proposicao abaixo:
Jp>332IyIz (2" + y" = 2"),

onde o universo do discurso compreende os nimeros naturais positivos. A

resposta para este problema é nao.

Se tentdssemos procurar uma solucao do sistema via busca computacional,
e se fosse encontrada, a proposicao seria verdadeira. Como a resposta é falsa,

significa que o programa jamais chegaria ao final.

Outros exemplos de tautologias no cdlculo de predicados sdo:

Teorema 2.16 Mais Tautologias:

Observacao 2.17 Qutra forma de quantificacdo € “existe um e apenas um”
elemento do universo do discurso que torna o predicado verdadeiro. FEste
quantificador é representado por A!. Tente expressd-lo em funcdo dos outros

conectivos e quantificadores.

2.5 Inferéncias

Andlogo ao calculo proposicional, podemos também realizar argumentos na
l6gica de predicados. No entanto, regras adicionais de inferéncia, que estao
fora do nosso objetivo, sdo necessarias para provar afirmacées envolvendo

predicados e quantificadores.



J4 vimos regras de inferéncia (proposicionais) com intuito de concluir re-
sultados verdadeiros através de argumentos legitimos. Veremos alguns casos

simples de regras de inferéncia em predicados:

2.5.1 Exemplificagcao universal: EU

Vamos supor o enunciado verdadeiro: “Todos somos mortais” (premissa).
Considerando o predicados M(z):“z é mortal ”, com x no universo dos hu-
manos, o enunciado fica: Yz M (z). Como assumimos verdadeira tal proposigio,
na medida que atribuimos sujeitos especificos, inferimos legitimamante as

sentencgas:

M(Sécrates) : “ Sécrates é mortal. ”

M(Kafka) : “ Kafka é mortal. ”
que sao verdadeiras, e assim por diante. Portanto, parece plausivel assumir
como legitimo o argumento (regra): o que vale para todos deve valer para
um sujeito particular. No enunciado acima, se vale VxM (x), entdo vale para

M(c) (conclusdo), onde ¢ é um sujeito particular.
A regra de exemplificacdo universal pode ser resumida na forma:

VzP(x)
P(c).

onde P é um predicado qualquer e ¢ é um sujeito escolhido do discurso. Note

que esta regra elimina o quantificador universal.

2.5.2 Generalizacao universal: GU

A segunda regra de inferéncia, denominada generalizacdo universal, permite
a quantificacdo de uma afirmagdo. Se mostramos que P(c) vale para todo

¢ do universo de discurso, entdo podemos concluir que VzP(z). O esquema



abaixo representa tal argumento (regra):

P(z)
VzP(x)

Note que esta regra inclui o quantificador V.

2.5.3 Exemplificacao existencial: EE

Tal regra formaliza o argumento: se P(z) vale para algum z, entdo P(c)
vale para algum sujeito ¢ convenientemente escolhido. A terceira regra de

inferéncia chamada de exemplificacdo existencial é simbolizada por :.

Az P(x)

P(c)

2.5.4 Generalizacao existencial: GE

Esta tltima diz: se P(c) vale para algum sujeito, entio deve valer 3z P(x) .

A generelizacdo existencial pode ser representada por

P(c)
JzP(z)

Observacao 2.18 Nestas regras, ou hd inclusao ou eliminacdo de quantifi-

cadores.

2.5.5 Uso das regras

A deducdo no calculo de predicados é feita usualmente utilizando-se os seguintes

passos:



1. eliminando quantificadores (regras 1 e 3)

2. “ raciocinando ”

como no cdlculo proposicional (isto é, aplicando as
conhecidas regras de inferéncia do cédlculo proposicional - modus po-

nens, silogismos, etc).

3. Introduzindo quantificadores (regras 2 e 4)

Vejamos exemplos:

Exemplo 2.19 Consideremos a situacdo:

“Toda crinca tém direito a educdo”

“ Zequinha é uma crinca ”

“ Logo, Zequinha tem direito a edugao ”

Se C(z) denota: "z é cringa”, D(z): “ z tem direito & educdo” e z

representa Zequinha, temos:

1. Vz[C(z) = D(z)] premissa

2 C(z) premissa.

3. C(z) = D(z) 1. exemplif. universal: EU
4 D(z) 2,3 e modus ponens

O argumento é legitimo.

Exemplo 2.20 “Sdcrates é mortal. Logo, alguém é mortal ”: Se M(z) de-

nota “x € mortal ” e s denota Sdcrates, temos:
1. M(s) premissa

2 JzM(z) GE

Exemplo 2.21 “Todos os ladrées sdo espertos, Artur ndo € esperto. Por-

tanto, ele ndo € ladrao”. Predicados: L ser ladrao, E ser esperto, a denota



Arthur.

1 Vz[L(z) = E(z)] premissa

2  ~ E(a) Premissa

3  L{a)= E(a) 1. EU

4 ~ L(a) 2,83 Modus Tollens

2.6 Conexoes entre légica e teoria dos con-

juntos

Vamos interpretar o argumento “ todos os ganhadores do prémio Nobel sao
criativos, Saramago! ganhou este prémio; logo, Saramago é criativo ” na
Optica da teoria dos conjuntos. Seja U o universo das pessoas e os predicados
A ser prémio Nobel, B ser criativo. Defina o conjunto dos prémios Nobel
A={z €U / A(z)} e o das pessoas criativas B = { z € U / B(z)}. Observe
agora que o argumento acima:Vz [A(z) = B(z)] e A(s) logo B(s) , onde s

denota Saramago tem o mesmo significado de: A C Be s € A, logo s € B.

Dado um predicado A, selecionar todos os sujeitos  do universo U tais
que satisfagam a setenca A(z) induz a “criacdo” de um conjunto A ={ z € U
/ A(z) é verdadeiro}, ou simplesmente A ={ z € U / A(x)}. Note que A(z)

representa a cldusula para a escolha de z.

Certamente A é subconjunto de U. Mais ainda, A = U se A(z) é satisfeita
para todo z, ou seja VzA(z) é verdadeira. Por outro lado, A = @ quando
sempre falha A(x),ou seja IzA(z) é falso. Assim, acabamos de verificar as

relacoes :

1Saramago: escritor portugués.



Proposicao 2.22 Em vista das notacdes acima, temos as equivaléncias:
(1) A=U VzA(z) éV
(2) A=0 3FzA(x) éF

Y

As “coincidéncias ” ndo param por ai. Vamos aprofundar a nossa ligago
entre légica e conjuntos. Vimos operacoes légicas e também operagoes sobre
conjuntos. Elencamos abaixo uma lista de algumas conexdes. Para os nossos
propositos, além de A, inclua os predicados B e C e seus respectivos conjuntos
induzidos: B={z el / B(z)} eC={zelU /C(zx)}. O simbolo s denota

um sujeito particular de .

Proposicao 2.23 Sao vdlidas as conexdes:

(3) s € A%(complementar de A) A(s) é F

(4) s€AUB A(s)V B(s) éV

(5) se€eANnB A(s)ADB(s) ¢V

(6) ACB Vz [A(z) = B(z)]

(7) A C B seesomente se B°C A° Vz[A(z) = B(z)] = Vz [~ B(z) =~ A(z)]

Muitas outra conexoes podem ser obtidas, por exemplo a transitividade
de Cé traduzido para a transitividade da implicacdo em predicados, ou seja,
“se ACBeBCC entdo ACC 7 é equivalente a “se Vz [A(z) = B(z)] e
Vz [B(z) = C(z)]entdo Vz [A(z) = B(z)] ”.

Resultagos da teoria dos conjuntos podem ser obtidos através de apli-

cacoes da inferéncias légicas.

Exemplo 2.24 O resultado “se s € AUB es ¢ B entgo s € A” é uma
simples consequéncia do silogismo disjuntivo: “se A(s)V B(s) e ~ B(s) logo

A(s).



Em outras situacoes, o uso de conjuntos facilita o entendimento de alguns

enunciados légicos:

Exemplo 2.25 Vamos verificar se € sempre vdlida o tmplicacdo:
[(FzA(x)) A (FzB(z))] = Fz [A(z) A B(z)]
Pelas linhas (2) e (5), este resultado € equivalente a

se A#D e B #0 entido AN B #0

Tome, por exemplo, A o conjunto dos nimeros pares e B os impares. Entdo
o resultado acima ndo se verifica e, por consequéncia, a implicacdo também

nao.

As veses, fica mais facil interpretar os argumentos através de resultados
ja conhecidos da teoria dos conjuntos. Talvez o exemplo abaixo convenca o

leitor.

Exemplo 2.26 Dadas as premissas:

»

(1) “ minhas panelas sao as dnicas coisas feitas de lata que possuo 7,

»

(2) “acho todos seu presentes muito dteis ”,

(8) “Nenhuma das minhas panelas tem a menor utilidade ”.

Encontre uma conclusdo.
Resolugao: Seja U o conjunto de todas as coisas que possuo, A o conjunto
das feitas de lata, B minhas panelas, C minhas coisas iteis e D as que foram
presentes seus. Entao (1),(2),(3) se traduzem como A=B, DC C,BNC = ().
Mas BND C BNC , pois DC C. Assim BN D =0 e portanto AND =0,

ou seja, “nenhum dos presentes que vocé me deu € feito de lata. ”



Lista de Exercicios

1. Se S(z,y, 2) denota o predicado: “z +y = 2", P(z,y,2) : “z.y = 2"
e L(z,y) denota “z < y”; e o universo do discurso é o conjunto dos

naturais, expresse as frases usando predicados acima:

(a) Para todo z e y, existe z tal que z +y = 2.
(b) Nenhum z é menor do que zero.

)

)

(c) Existe elemento neutro da adigéo.

(d) Existe um tnico elemento neutro da adigéo.
)
)

e) Para todo z, z.y = y para todo y.

(
(f) Existe um z tal que z.y = y para todo y.

2. Determine quais das seguintes proposi¢oes sao verdadeiras se o universo

é os inteiros
VzIy[zy = 0] VoIy[zy = 1]

yVzlzy = 1] yVz[zy = z]
3. Andlogo ao exemplo das notas, simule computacionalmente os predica-

dos:

(a) Yz P(z) (P(z) um vetor com entradas boolenas de comprimento
20 ).

(b) VzyP(z,y). (P(z,y) um “array”-matriz 10x30 com entradas boole-
nas, digamos, 1 <z <10e 1 <y < 30.

1 ”

4. Outra forma de quantificar é “ existe um apenas um ” elemento do
discurso que torna o predicado P verdadeiro, denotado por 3lzP(x).

Tente expressi-lo em funcao dos outros conectivos e quantificadores.

5. Quando VzP(x) é falso, entdo existe um sujeito zy tal que P(zy) ndo
vale. Nesta caso dizemos que zy € um contra-exemplo da proposicao P.

Encontre contra-exemplos das proposices abaixo:



10.

11.

(a) “ Todos os primos sdo impares ”: Vz[z é primo = z é impar]
(b) “ Todos inteiro é soma de 2 quadrados ”
(c) “ Todos inteiro é soma de 3 quadrados ”

Utilizando os predicados: a\b “a divive b”, a = b “ a igual a b ”, exiba

Y

o predicado P(z):“ z é primo ” em notagdo légica. Como fica a sua

negagdo sem usar |?

Expresse a sentenca “ ndo existe o maior primo ” ( use predicado P do

exercicio acima e o predicado “ maior que: >.

Seja T'(a,b,c) o predicado “a, b, c sdo lados de um tridngulo retdngulo,

enuncie o teorem de Pitdgoras (pode usar também o predicado < ).

Universo: inteiros. Para cada uma das afirmacgoes abaixo, encontre um

predicado P que torna a implicacio falsa

(a) VzIyP(z,y) = yVzP(x,y)

(b) YWz P(z,y) = VzIyP(x,y)
Mostre que as afirmacoes nao sao validas:

dz [P(z) = Q(z)] & [FzP(z) = 3z2Q(z)]
Ve [P(z) = Q(z)] & [VzP(z)= VzQ(z)]

Inferir: “ Todos os gatichos gostam de contar estérias. Todos os conta-
dores de estérias sao interessantes. O escritor Verissimo é gatcho. Logo,
alguém é gaucho e interessante ” ( G ser gaticho, C: contar estérias, I

: interessante, V: Verissimo) .
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