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Resumo: O Algoritmo de Leverrier-Faddeev fornece uma alternativa ao calculo do polindmio

caracteristico de uma matriz, sem a utilizacdo de determinantes. Esta é uma alternativa
computacionalmente interessante, entre outras razdes, devido a redugdo no nimero de cdlculos
quando comparado aos métodos computacionais para o cdlculo de determinantes.

1. Introducao

Um polinomio p(t) = a,t" + at" "' +...+a, ,t + a, determina uma fungio do conjunto das
matrizes quadradas. Dada uma matriz quadrada A de ordem 7, temos a matriz

p(A)=a,A" +a, A" +...4+a, A+al.

O polinomio caracteristico de uma matriz quadrada A de ordem n é dado por
p(t) = det(t — A) (1.1)

O polindmio caracteristico de uma matriz A € caracterizado como o dnico polindmio monico (o
coeficiente de t" € 1) de grau n tal que p(A) = 0.
As raizes do polindmio caracteristico sdo os auto-valores da matriz.

p(A) =0« det(A\l —A) =0« Jv=0, tal que Av = v

3 1 5
Exemplo 1: O polindmio caracteristico da matriz A =|3 3 1| ¢
4 6 4
A—3 -1 )
p(A) =det(\ —A4)=| -3 A-3 -1
-4 —6 A—4

= (A=3) (A =3)(A—4)— 6]+ [-3(\ — 4) — 4] — 5[18 + 4(\ — 3)]
=(A=3) (A’ =TA+6) + (—3X + 8) — 5(6 + 4)\)
= A" —10\* 4 4\ + 40.

Para determinar o polindmio caracteristico basta determinar seus coeficientes. No exemplo acima os
coeficientes foram determinados calculando um determinante de ordem 3.



Cilculo Diferencial e Integral: um KIT de sobrevivéncia -- www.dma.uem.br/kit 2

O algoritmo de Leverrier determina os coeficientes do polindmio caracteristico de uma matriz a
partir dos tracos (soma dos elementos da diagonal principal) das poténcias desta matriz.

2. Algoritmo de Leverrier

Se

p(t) =det(tl —A)=t"+pt" ' +..+p _t+p,. (12
entdo os coeficientes p,, p,, ..., P, sdo dados por
P =95

= L)
—kp, = s, + > ps,_;, 1<k<n

i=1
onde §, = tr(Ak), 1<k<n

Exemplo 2: Apliquemos o algoritmo de Leverrier para a matriz A do exemplo 1.

3 1 5 32 36 36 348 356 340
A=13 3 1 A =122 18 22 A® =208 208 216
4 6 4 46 46 42 444 436 444

s, =tr(A)=3+3+4=10
s, = tr(A*) =32+ 18 +42 = 92
s, = tr(A%) = 348 + 208 + 444 = 1000.

Das relagdes (L) obtemos,

—p, =85 =10= p, =—-10
—2p, =8, +ps, =92+ (1010 = -8 =p, =4
—3p, = S5 + PS5, + pys; = 1000 4 (—10)92 + 4(10) = 120 = p, = —40

Assim p(t) = t° —10t> + 4t — 40. Observe que, aqui, nenhum determinante foi calculado.

D. K. Fadeev introduziu a seguinte melhoria no método de Leverrier:

3. Algoritmo de Leverrier-Faddeev

Se
pt)=det(tl —A)=t"+pt" ' +..+p _t+p., (1.3)

entdo os coeficientes p,, p,, ..., P, sdo dados por
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E(4) =4, p = —1tr(F(4))
(4) = A(E(A) + p), p, = =5 tr(E(4))

RS

(F)

E(A) = AF (A +pD),  po=—7tr(£(4)

Exemplo 3: Apliquemos o algoritmo de Leverrier-Faddeev para a matriz A do exemplo 1.

3 1 5
F(A)=A=|3 3 1
4 6 4

py=—1tr(F(4) = —tr(4) = =B+ 3+ 4) = -10
3 1 5[-7 1 5 2 26 —14
F(A) = A(F,(A) +plI)=A(A—10I)=|3 3 1|| 3 —7 1|=|-8 —12 12
4 6 4/l 4 6 —6 6 —14 2
p, = —ttr(F(A)=—-12-12+2)=4

3 1 5]|6 1 5) 40 0 0
F(A) = A(F,(A)+pl)=|3 3 1|3 -8 1|=|0 40 0
4 6 4||4 6 6 0 0 40
Py = —+tr(F,(A)) = — 1 (40 + 40 + 40) = —40
Observe que Fy(A)+ p,l = 0= F,(A) = 0.
Assim, p(t) = t" —10t* + 4t — 40.

Observagdes: Como Fy(A) + p,I =0 e Fy(A) = A(F,(A) + p,I), temos que
A(F,(A) + pI) + pl = 0= A5 (F,(A) + p,I) = I. Logo, amatriz 5 (F,(4) + p,I)

é a inversa da matriz A .

Além disso, no polindmio caracteristico da matriz A,
p(t) = det(tI — A) = t" + pt" +...+ p,_,t + p,. 0 termo constante P, €, a menos de um

sinal, igual ao determinante da matriz A . Precisamente, p, = (—1)" det A.

Assim, a seqiiéncia (F) inclui o determinante e a inversa da matriz A fornecendo uma maneira
alternativa de calcular o determinante e a inversa de uma matriz.

4. Justificativa do algoritmo de Leverrier-Faddeev

i. As raizes do polindmio caracteristico sdo os auto-valores da matriz

p(t) =0 < det(t] — A) =0« Jv =0, tal que Av =tv
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ii. Se \ é auto-valor de A, entio \* & auto-valor de A" .
Av=X v = Av=\Nv=..= Av=\v
iii. A soma dos autovalores de uma matriz € igual ao seu trago.

A A+ A, =tr(4)
De (ii) temos
s, = A N LA = tr(Ah)
iv. Os coeficientes do polindmio caracteristico sdo dados pelas fungdes simétricas elementares
de suas raizes A\, Ay,..., A\ .
Se p() =t —=N)t—=N).(t=X)=t"+pt" " +..+p, t+Dp,,entio
p, = (10, onde o, = X A\..\,

o )
iy <dy <..<ij,

V. A partir das identidades de Newton que relacionam as fungdes simétricas elementares
: - : . . k
obtemos as seguintes relagdes que determinam os coeficientes p, a partir dos tragos de A" .

—Db =85

k-1 (L)
_kpk = 5 + Zpisk—m 1<k <n

i=1
5. Demonstracao de (F) a partir de (L)

A seqiiéncia de matrizes dada por (F) € da forma

F(A)=A"+a A" +...+a, A onde a, = —+tr(F,(A)), k > 1.
k=1
Portanto  —ka, = tr(F,(A)) = tr(A") +a, tr(A* ") +...4+a,_ tr(4) =5+ X as, ;.
i=1

7z

Isto €, os coeficientes @, verificam as relagdes (L). Logo a, = p,. Assim |,

Eg(A) = A"+ plAki1 + ...+ pk71A~

Em particular,

FA)=A"+pA" " +..+p A=
E(A)+pl=pA)=0=
F . (A)=0= F(A) =0, para k> n.

6. Demonstracao das relagoes (L) ,para 1 <k <3
0, = ZAi

T, = 1A\

T3 = 2 AN,

De (iv) temos,
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b =—0,

b, = 0,

D3y = =05

Assim,

b = _zi: A =—5=
—P =5

DS, = —8,8, = —(; )\L)(; A)

= —(;)\f + 2%)\2.)\].)

= —(s, +20,) = —s, —2p, =
—2p, = 8, + s
p=—0,=—8 =

-0 =3

§0, = (ZAJ(Z )‘7:) = ZA; +202 ) +202 =

—20, =5, — 80, = 8, + 5D,

58 = (CA)EZAN) =N +ZAE>\J- =8, +ZAZ.2)\].
8,0, = (Z )\Z>(Z )\Z)\j> = Z)\f)\j + 3o,

30, — 8, = 50, — 5,5, =
—3p; — 83 = S0, + 1S, =
_3p3 = 83 1 DiS, T Py

Com uma pequena modificagio o algoritmo (F) pode ser

B =1, p, = —+tr(4AB,))
B, = AB, + pl, p, = —3tr(AB,)
B, =AB, |+ p, I, b, = _%tr(ABk)

Uma demonstracdo de (F) utilizando a transformada de Laplace pode ser encontrada em [2].
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7. Alguns comentarios

a)

b)

8.

As operacdes do algoritmo de Leverrier-Faddeev sdo bastante simples: célculo do traco e
divisdo por um inteiro (p, = +tr(F,(A))), modificagdo da diagonal (soma F,(A)+ p.I)e
multiplicagdo por uma matriz fixa, (£, (4) = A(F,(4) + p)) .

A matriz calculada em uma etapa depende somente da matriz calculada na etapa anterior
F, +1(A) = A(F,(A) + p,I). Portanto s6 precisamos guardar para a etapa seguinte a tltima

matriz £} (A) calculada e os coeficientes p, .
Se a matriz A tem entradas inteiras, sabemos que os coeficientes p, devem ser inteiros e

apenas nimeros inteiros aparecem no algoritmo.

Procedimentos em Maple e MatLab

[lustramos o algoritmo de Leverrier-Faddeev com os seguintes procedimentos em Maple e

MatLab, disponiveis em [3]. Nesses procedimentos o sistema criard aleatoriamente uma matriz
quadrada, em seguida é calculado o polindmio caracteristico dessa matriz aleatéria utilizando o
algoritmo de Leverrier-Faddeeev. Esses procedimentos tém aplicacdo apenas diddtica. Veja [3]
para outros exemplos.

Procedimento em MatLab:
Crie um arquivo LF.m com os seguintes comandos e o execute. O procedimento solicita a dimensdo
da matriz a ser criada e retornara os coeficientes do seu polindmio caracteristico e suas raizes.

clear

n=input('Entre com o valor de n=");
A=randint(n,n),B=eye(n); for i=1:1:n
a(i)=-trace(A*B)/i, B=A*B+ a(i)*eye(n),

end, disp('O polinomio caracteristo é'); p=[1,a],
disp('Suas raizes sdo'), roots(p),

Procedimento em Maple:
Crie um arquivo LF.mws com os seguintes comandos. O procedimento cria uma matriz quadrada de
dimensio entre 5 e 10 e retornard os coeficientes do seu polindmio caracteristico.

>

restart: with(linalg):

> num:=rand(5..10): n:=num/() :

> A:=randmatrix(n, n); 'n'=n:

> LF:=proc(A) local n,a,i,J,B:

n:=rowdim(A) :J:=(i, j) —->matrix(n,n, (i, j)-

>piecewise (i<>35,0,1=7,1)) :J:=J(n,n) :B:=J:for i from 1 to n do
alfi]:=—(trace(A&*B))/1i: B:=evalm(A&*B+(a[i])*J): od:print( o
polinémio caracteristico da matriz é°, x"n+sum('a[i]*x”" (n-
i)', 'i'=1..n)): end:

> LE(A);
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