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1 Introducao

A decmposicao LU e a decomposigao de Cholesky sao métodos diretos de
resolucao de sistemas de equacoes lineares Ax = b. O objetivo é decompor a
matriz A como A = LU no caso da decomposicao LU, A = LLT no caso da
decomposi¢ao de Cholesky.

Antes de falarmos sobre a decomposi¢ao LU e Cholesky precisamos relem-
brar o método de eliminagao de Gauss. A decomposicao LU é uma con-
seqiiéncia do método de eliminacao de Gauss.Isto é, a decomposicao de
Cholesky é uma especializacao da decomposicao LU. Os métodos de de-
composicao sao importantes na resolucao de sistemas de equagoes lineares,
como veremos a seguir. Veja (3.2) e (3.3).

2 Meétodo de Eliminacao de Gauss

Este método ¢ um método direto para resolver sistemas de equagoes lineares,
consiste em tranformar a matriz ampliada do sistema em uma outra equiva-
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lente que seja triangular superior. Para isto usa apenas operacgoes elementares
sobre linhas da matriz.

Uma vez tendo o sistema na forma triangular superior, a solucao ¢é obtida
pela substituicao inversa.

Dado o sistema Bz = b, seja A a matriz ampliada do sistema. Em cada
passo k, vamos denotar por A® = (agf)) a matriz obtida apds este passo.
Os passos sao os seguintes:

Passo 1: eliminar az, k = 2,3,...,n, obtendo AM
Passo 2: eliminar na matriz A, aye, k = 3,4, ..., n.
Prosseguindo até atingir o passo (n — 1) cujo objetivo ¢ eliminar a,, ;1
Os elementos a4y, a%), ag?, e ,a%_l)séo chamados de pivot e os niimeros
oD
M = 7{2_1),z:k+1,...,n (2.1)
Ay,

sao chamados de multiplicadores.

Existem dois problemas neste método que é instavel:
(1i) o pivot nulo e
(2i) pivot préximo de zero.

Nestes casos deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento que reduz
erros de arredondamento. A estratégia de pivoteamento parcial consiste em
tomar para pivot o maior elemento (em médulo) da coluna. No pivoteamento
completo ou total, toma-se, em cada passo, como pivot o maior elemento (em
moédulo) dentre os elementos da matriz que ainda atuam no pro-
cesso de eliminagao de Gauss. O pivoteamento completo é pouco utilizado,
pois envolvendo muitas comparacoes torna-se trabalhoso e consome tempo e
memoria de maquina.

Pode-se provar que as estratégias de pivoteamento minimizam erros. O
pivoteamento parcial e o pivoteamento completo minimizam erros igual-
mente.

3 Decomposicao LU

A decomposicao LU é uma variante do método de eliminagao de Gauss.



Dizemos que uma matriz M, , admite uma decomposicao LU, se existem
matrizes L e U, triangulares inferior e superior, respectivamente, tais que
M = LU.

Dizemos que uma matriz A, «, € diagonalmente dominante se

n
|Clii| 2 E ]aij|,i: 1,2,..,71,.
j=1,j#i
A matriz A é estritamente diagonalmente dominante se

n

|az‘z‘| > Z |Clz‘j|,i =1,2,...n.
J=1,j#1

Teorema 1 Toda matriz estritamente diagonalmente dominante tem inversa.
Além disso, o processo de eliminacao de Gauss pode ser realizado sem a ne-
cessidade de permutacao de linhas ou colunas.

Conhecer a decomposicao em LU de uma matriz A é til e facilita na reso-
lugdo de um sistema de equagoes lineares Ax = b. Esta é a grande utilidade
dos métodos de decomposicao ou fatoracao.

Vejamos como isso acontece, ¢ muito simples.

Suponha que desejamos obter a solucao do sistema de equacoes lineares
Ax = b, mas sabendo que A se fatora como A = LU. Entao resolvemos dois
sistemas de equagoes lineares mais simples:

Ly =10 (3.2)
Ur = vy.

Note que o sistema (3.2)) é simples (pois é um sistema triangular inferior)
e o sistema (3.3) é também simples (pois é um sistema triangular superior).
Para a soluc¢ao do sistema (3.2) usamos substituigao inversa, enquanto que
para a solucao do sistema (3.3) usamos substitui¢ao direta.

Lembramos que a cada operagao elementar sobre as linhas de uma matriz
A, corresponde uma matriz chamada elementar F tal que E'A é o resultado
desta operacao. A matriz elementar E é obtida da matriz identidade reali-
zando sobre ela a mesma operacao elementar realizada sobre a matriz A.



No método de eliminacao de Gauss, realizamos operacoes elementares
sobre a matriz A com o objetivo de triangulariza-la, obtendo em cada passo
as matrizes

A=A0 A® A0

sendo A Dtriangular superior. Logo, podemos notar do processo de elimi-
nacdo de Gauss que a matriz triangular superior A1 é obtida por meio de
um produto de matrizes elementares:

A(nil) - EnflEnf2---E2E1A~

Ou seja,

A= (Ey_1Ep_y.. FE)AC) — (ETIESY B ) AD,

Note que A™~Y ¢ triangular superior. Se evitarmos permutacoes de
linhas ou colunas sobre A (nao pode realizar permutagGes) a matriz
dada por (E;'E,'...E!)) é triangular inferior com 1 na diagonal principal
(produto de triangulares inferiores com 1 na diagonal é uma matriz triangular
inferior com 1 na diagonal).

Estas observagoes sao a base para a demonstragao do seguinte resultado.

Teorema 2 Se A,y, € uma matriz com todos os determinantes de suas
submatrizes principais diferentes de zero, entdo, existe uma unica matriz
triangular inferior L = (my;) (estes sdo os multiplicadores dados em (2.1)))
com m; = 1, e uma matriz triangular superior U = (u;;) tal que A = LU.

O teorema acima na verdade d4 um processo para construir as matrizes L
e U: a matriz L ¢ obtida a partir dos multiplicadores m,;; que vocé armazena
durante o processo de eliminagao de Gauss, sendo m; = 1; a matriz U é
a matriz triangular superior obtida ao final do processo de eliminagao de
Gauss.

Uma versao mais simples do teorema acima é a seguinte:

Teorema 3 Se o método de eliminacao de Gauss pode ser realizado sobre
Anxn  sem trocas de linhas ou colunas, entao A pode ser escrita como A =
LU, onde L = (m;;) ¢€ triangular inferior com m;; =1, e U = (u;;) matriz
triangular superior.



Reforgando: (i) Nas matrizes estritamente diagonalmente dominantes A,
os sistemas Az = b podem ser resolvidos pelo método de eliminacao de Gauss
sem a necessidade de permutar linhas ou colunas.

(2i) Se Apxn € uma matriz com todos os determinantes de suas subma-
trizes principais diferentes de zero, entao o método de eliminagao de Gauss
pode ser aplicado sem a necessidade de permutar linhas ou colunas.

4 O método de Cholesky

A decomposicao de Cholesky procura decompor uma matriz A na forma
A= LLY, onde L éuma matriz triangular inferior com elementos da diagonal
principal estritamente positivos. Para tanto, exige-se muito mais da matriz
A.
Uma matriz A é dita definida positiva se A ¢é simétrica e se 27 Az > 0,
para todo x # 0.
2 -1 0
Por exemplo, a matriz |—1 2 —1]| é simétrica e além disso,
0o -1 2

[zyz] |-1 2 —1| |y| =22% — 20y +2y* — 2yz + 22° =
0 -1 2 z

=2’ + (z—y)*+ (y—2)°+2° > 0.

Teorema 4 (a) Se A,x, € uma matriz simétrica, entao A possui n autova-
lores reais e n autovetores ortonormais.

(b) Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se, seus auto-
valores sao reais e positivos.

(¢) Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se, cada uma
de suas submatrizes principais tem determinante positivo.

(d) Uma matriz simétrica A € definida positiva se, e somente se, o pro-
cesso de eliminacao de Gauss pode ser realizado sem permutagao de linhas
ou colunas e tem todos os elementos pivots positivos.

Teorema 5 (Cholesky) Uma matriz simétrica A é definida positiva se,
e somente se, pode ser fatorada como LLT, onde L é uma matriz triangular
inferior com elementos positivos na diagonal.



Como obter a matriz L do método de Cholesky?

a1 A21 ... Qp1 _111 0 0 0
921 A29 ... Ap2 121 l22 0 0
- 0

Q1 a2 ... QApn lkl lk2 lkk
| Gn1 A2 ... Qpp _lnl ln2 .. lnk

_lll 121
0l
0 0
0. 0

0 0

Ui

lia-..

A maneira mais pratica para obter os coeficientes (I;;) é comegando pela
primeira coluna, depois para a a segunda coluna e assim por diante.

Coluna 1 (a;)

entao

Coluna 2 (aj2)

entdo obtemos (ja conhecemos Iy e l11)
log = Q29 — l§1
l i2 -
! l22

Coluna k (a;x)

Qo — ljll21

liiln

2 2

asy | = |lsilor + l32la

(2 | lnalor + lnalas |

j=3.4,...

,n




_akl_ [ Lirln 1
(% o1l + laalyo
ALk B ll%l + l%z =+ ZI%S 4+ ...+ ll%k:
akj ljllkl —+ ljglkg + ...+ lgklkk
| Gnk | _lnllkl + ln2lk2 + ...+ lnklkk_
donde obtemos
ar; = il + lalge + oo+ Ll

ou ainda,

lkk = \/akk - (l,%l + l]%,Q + ll%?) + ...+ ll%,k—l)

[ajkf Zi-:ll ljilki] _
lkj = lkk ,j:l{+1,k+2,...n.

5 O Algoritmo para a decomposicao Cholesky
Apresentamos a seguir o algoritmo para a decomposi¢ao Cholesky.
Algoritmo 6

Dados: dimensao n, entradas a;;,1 <i<n, 1 <j <n.

Passo 1: Seja l;; = /an

. s . . a]1
Passo 2: Para j =2,...,nsejalj = 77

Passo 3: Parai=2,...,n — 1 faga passo 4 e passo 5.



Passo 4: Seja

1
i—1 2
lii = (fln' - Z li)
k=1

Passo 5: Para j =1+ 1,...,n seja

_ (aji - 2_:11 ljklik>

Ji =
Lii

Passo 6: Seja )
n—1 2
lon = <am -y l3k> :
k=1
Passo 7: Imprima [;;,1=1,...,n;j=1,...,n.

Exercicio 7 1. Determine se a matriz admite a decomposicao de Cholesky,
em caso afirmativo determine esta decomposi¢ao.

4 2 -4
A=12 10 4
-4 4 9

2. Determine se a matriz admite a decomposicao de Cholesky, em caso
afirmativo determine esta decomposi¢ao.

1 1 0
B=1]1 2 -1
0 -1 3

3. Use decomposicao de Cholesky para obter as solugoes dos sistemas
Axr=0be Bx =0, onde

1
b= 1|2
9]
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