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GEOMETRIA EUCLIDIANA

Neste capitulo vamos estudar os Postulados de Euclides e
os Axiomas de Hilbert para a Geometria Euclidiana Plana,
que sao afirmacdes aceitas sem demonstragdes e formam a
base para teoria dessa geometria.

Sob a axiomatica de Hilbert:

e Ponto;
e Reta;
e Plano;
e Espaco.

s80 conceitos primitivos que ndo sdo definidos e, sim aceitos,
chamados de Entes Geomeétricos . Euclides definiu esses
conceitos primitivos em sua obra “Os Elementos”.

2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

Hilbert criou, a partir do trabalho de Euclides, 5 grupos de
axiomas:

e Axiomas de Incidéncia;

e Axiomas de Ordem;



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

e Axiomas de Congruéncia;
e Axiomas de Continuidade;

o Axioma das Paralelas.

2.1.1 Axiomas de Incidéncia

Esses axiomas estdo associados a uma nog¢ao espacial de
existéncia.

1-1 Axioma de Incidéncia: Dados dois pontos distintos,
existe uma unica reta contendo-os.

B
7
/

Figura 1: 1-i. Axiomas de Incidéncia

1-11 Axioma de Distincao da Reta e do Ponto: Qualquer
reta contém pelo menos dois pontos distintos.

A

Figura 2: 1-ii. Axiomas de Incidéncia



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

1-111 Axioma de Distincao de Reta e Plano: Existem pelo
menos trés pontos distintos com a propriedade de que
nenhuma reta os contém.

N

Figura 3: 1-iii. Axiomas de Incidéncia

O Axioma acima garante que “plano & mais do que uma
reta”. Também pode ser enunciado como

“Dado uma reta, existe pelo menos um ponto nao
pertencente a reta”.

Uma geometria que satisfaz esse axiomas é chamada
de Geometria de Incidéncia.

Exemplo 2.1.0.1 (O plano de 4 pontos.). Seja
I1={A,B,C,D}
e 0 conjunto de retas é

{{A,B},{A,C},{A,D},{B,C},{B,D},{C,D}}.
Esse plano possui uma Geometria de Incidéncia.

Colocamos um novo postulado, chamado de Postulado
da Régua, supondo-se que o plano IT estd munido de uma
Fungéao Distancia, isto é, uma fungdo 4 : TT x IT — R, tal
que para todo par de pontos P e Q em I, a funcao d satisfaz;



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

1. d(P,Q) >0;
2. d(P,Q) =0, se e somente se, P = Q;

3. d(P,Q) = d(Q,P).

Veja a Definicao de Distancia.

postulado da régua Paracada reta r, existe uma fungéo
biunivoca f : r — R tal que d(P, Q) = |f(P) — f(Q)|,
para todos os pontos P e Q em IT.

Chamaremos as geometrias que satifazem a estes
quatro postulados de Geometria Métrica .

Observamos que as geometrias métricas nao admitem
modelos onde o plano tem um numero finito de pontos. Ade-
mais, o postulado da régua permite que seja estabelecida
uma ordem nos pontos de qualquer uma das retas e desta
forma se pode definir as nogdes de segmento de reta, con-
gruéncia de segmento, semi-reta, angulo, triangulo, quadrila-
tero.

2.1.2 Axiomas de Ordem

Esses axiomas estdo associados a uma no¢ao de ordem

Os axiomas de incidéncia ndo garante que tem infinitos
pontos na reta. No entanto, colocar axioma para garantir
somente a existéncia de infinitos pontos nao forga a ser reta,
pois pode haver “saltos” entre os pontos da reta. Para evitar
esse fendmeno, precisariamos garantir que se tenha pontos
entre dois pontos quaisquer.

Alem disso, uma reta tem que continuar para ambos
lados, 0 que requer que se existam pontos fora do segmento.



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

2-1 Se um ponto B esta entre os pontos A e C, entdo A, B
e C sao pontos distintos e B esta entre C e A.

4 B ¢

Figura 4: 2-i. Axioma de Ordem

2-11 Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A,
C e E tais que:
1. Bestaentre AeC.
2. Cestaentre Be D.
3. Destaentre CeE.

Figura 5: 2-ii. Axioma de Ordem

2-111 Dados trés pontos distintos de uma reta, apenas um
deles localiza-se entre os outros dois.



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

4 B
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<

Figura 6: 2-iii. Axioma de Ordem

2-1v Sejam r umareta e A, B, C trés pontos distintos nao
pertencentes a r.

1. Se A e B estdo do mesmo lado de r e B e C estdo
do mesmo lado de r, entdo A e C estdo do mesmo
lado de 7;

2. Se A e B estdao em lados opostos de v, e Be C
estdo em lados opostos de r, entdo A e C estao
do mesmo lado de r.

oM

o
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Figura 7: 2-iv.1 Axioma de Ordem



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

B/

Figura 8: 2-iv.2 Axioma de Ordem

2.1.8 Axiomas de Congruéncia

Esses axiomas estdo associados a uma nogao de igualdade
entre segmentos e angulos.

3-1 Se A e B sao dois pontos distintos e Aj € a origem da
semi-reta s, entdo existe um Unico ponto By distinto
de Ay em s tal que o segmento AB é congruente ao
segmento AgBo.

3-11 Se 0 segmento AB é congruente ao segmento CD e
ao segmento EF, entdo o segmento CD é congruente
ao segmento EF.

Além disso, todo segmento é congruente a si mesmo.

3-111 Sejam AB e BC segmentos em uma reta r com apenas
B em comum. Além disso, seja, AgBy e B,Cy segmen-
tos em uma reta rp com apenas By em comum. Se o
segmento AB for congruente ao segmento A¢By e o

10



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

By

OAO

/B

Figura 9: 3-i. Axioma de Congruéncia

Figura 10: 3-ii. Axioma de Congruéncia

segmento BC for congruente ao segmento BoCy, entdo
o segmento AC é congruente ao segmento ACo.

3-1v Sejam um semiplano ¢ e um angulo «. Tomemos uma
semi-reta s com origem em B contida nessa reta que
determina o semiplano ¢. Entdo, existe apenas um
angulo p com lado em s contido no semiplano ¢ e
congruente ao angulo «.

3-v Se o angulo « é congruente ao angulo 3 e ao angulo v,
entdo o angulo B € congruente ao angulo 7.

Além disso, todo angulo é congruente a si mesmo.

11



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

To

Figura 11: 3-iii. Axioma de Congruéncia

A -

12

bl F s

Figura 12: 3-iv. Axioma de Congruéncia

3 - vI Dados dois tridngulos ABC e EFG, se ABé congru-
ente a EF, AC é congruente a EG e « é congruente §,
entdo ABC é congruente a EFG.

(caso “Lado, Angulo, Lado” de congruéncia)



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

Figura 13: 3-v. Axioma de Congruéncia

B F

A s E Py
' C "G

Figura 14: 3-vi. Axioma de Congruéncia

2.1.4 Axiomas de Continuidade

Esses axiomas séo utilizados para medi¢céo de segmentos e
angulos

4-1 - Axioma de Arquimedes - Sejam AB e CD dois seg-
mentos. Entao existe um numero finito de pontos

Al/ A2/ A3/ ceey Ai’l
na reta r que passa por A e B tais que os segmentos
AAy, ArAs, ArAs, ..., Ay 1Ay

possuem 0 mesmo comprimento de Cheo ponto B
esta entre Ae A,.

13



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

N}

A Ay B A,

e
C D
Figura 15: 4-i. Axioma de Arquimedes

4-11 - Axioma de Dedekind Suponha que o conjunto de
todos os pontos de uma reta r esta na uniao dos con-
juntos nao vazios C; e C,. Suponha ainda que nenhum
ponto de C; esta entre dois pontos de C; e vice-versa.
Entdo “existe um unico ponto O € r tal que O esta
entre P, e P, se, e somente se, P, € C, P, € Gy e
O#PeO#DP.

C1 6]

O

Figura 16: 4-ii. Axioma de Dedekind

Ou seja, se identificarmos r com a reta real temos

e Seaclebe Lentdoa < b;

e Ul = R entdo [; possui um maior elemento
ou I possui um menor elemento.

2.1.5 Axioma das Paralelas

Quinto Postulado de Euclides:

Por um ponto fora de uma reta r pode-se tragar uma unica
reta paralela a r.

14



2.1 AXIOMATICA DE HILBERT

Ao

Figura 17: 5. Axioma das Paralelas

Formulacao equivalente ao 5° Postulado de Euclides de
John Playfair (1748 - 1819), fisico e matematico escocés.

Definicao 2.1.1 (Geometria Plana). Uma geometria plana é
um conjunto I'l, que chamamos de plano, cujos elementos
sdo chamados de pontos e contendo certos subconjuntos
chamados de retas, satisfazendo os Axiomas de Incidéncia,
os Axiomas de Ordem, os Axiomas de Congruéncia, 0s
Axiomas de Continuidade e o Axioma das Paralela.

15



2.2

2.2 EXERCIiCIOS

EXERCIiCIOS

. Encontre um modelo de Geometria de incidéncia com

7 pontos.

Explique o significado de cada um dos Axiomas de
Incidéncia.

Defina o que é pontos serem colineares.

. Mostre que, se trés pontos forem ndo colineares, entdo

sao distintos.

. Mostre que dois ultimos axiomas pode ser substituido

por

(a) Existéncia da Reta: Existe pelo menos uma reta.

(b) Distincao da Reta: Dada uma reta, existe pelo
menos dois ponto pertencentes a reta e um ponto
nao pertencente a reta.

. O conjunto que satisfaz os axiomas de incidéncia é

denominado de Plano de Incidéncia. Mostre que o
plano de incidéncia tem pelo menos trés pontos e trés
retas.

Dé exemplo do plano de incidéncia com exatamente
trés pontos e trés retas.

Faca o desenho ilustrativo para cada um dos axiomas.

16



PRODUTO INTERNO

Conforme estudamos a Geometria Euclidiana no capitulo an-
terior, introduzimos a nocao de Espaco Euclidiano elaborada
pelos antigos gregos como uma abstragao do nosso espaco
fisico. A grande inovagao desse ideia era construir e provar
toda a geometria partindo de algumas propriedades basicas,
que sdo abstraidas do mundo fisico e que ndao podemos
comprovar matematicamente.

Em 1637, Rene Descartes introduziu coordenadas carte-
sianas e mostrou que isto permite reduzir problemas geomé-
tricos a calculos algébrico. Esta redugédo da geometria para
a algebra foi considerado uma grande mudancga, onde fo-
ram trabalhados numeros racionais e nimeros nao racionais
e, definidos em termos geométricos, como comprimento e
distancia.

Apesar da ampla utilizagdo de abordagens de Descartes,
que foi chamada de Geometria Analitica, a definicao de es-
paco euclidiano permaneceu inalterada até o final do século
19.

A introducédo abstrata de espacos vetoriais permitiu defi-
nir espagos euclidianos atraves de uma definigao algébrica.
Esta nova definigcdo é equivalente a definicao classica em
termos de axiomas geomeétricos, entretanto, essa definicao

17



3.1 DEFINICOES PRELIMINARES

algébrica é mais frequentemente usada para a introducao
de espacos euclidianos.

3.1 DEFINICOES PRELIMINARES

Definicao 3.1.1 (Produto Interno). Seja E um espago veto-
rial. Uma aplicagéo

h:ExXE—R

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Simetria:
h(u,v) = h(v,u); YV u,v € E;
2. Positividade:

h(u,u) >0, Vu € E, comh(u,u) =0+ u =0

3. Distributividade:

h(u+w,v) = h(u,v) + h(w,v); Vu, v, weE

4. Homogeneidade:

h(Au,v) = Ah(u,v); Vu,v € Ee A € R

define um produto interno no espaco euclidiano E, Utilizando
as propriedades de simetria, distributividade e homogenei-
dade temos

e h(u,v+w)=h(u,v)+ h(u,w) para todos u,v,w € E.

e h(u,Av) = Ah(u,v), paratodos u,v € Ee A € R.

18



3.2 BASES ORIENTADAS 19

Assim, dizemos que o produto interno € uma aplicagao
bilinear, isto €, € uma aplicagao linear nas duas variaveis.

Definicao 3.1.2 (Espaco Euclidiano). Um Espaco Euclidiano
[E" é um espago vetorial real de n—dimensional munido de
um produto interno.

3.2 BASES ORIENTADAS

Vamos considerar nessas notas de aula os espagos eucli-
dianos n—dimensionais, IE”, com n > 0 um nldmero inteiro
positivo.

Sabemos que todo espago vetorial de dimenséo finita
possui uma base também finita.

Uma Base de um espaco vetorial E” € um subconjunto
finito de vetores de E", B = {b,...,b,}, linearmente inde-
pendentes que geram todo espaco.

Observemos que toda base de um espaco vetorial real
finito possui 0 mesmo numero de elementos e existem infini-
tas bases.

Se consideramos a base de E":

BIE" = {61182/' . '/el’l}/
onde

e; = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0)

i—€ésima posicao

entdo dizemos que essa base é a Base Canonica de
[E", onde

n
E" = [[Bg:]] = {M =urer +...+uye, = Zuie,- DU € ]R}.
i=1



3.2 BASES ORIENTADAS

Observe que, para qualquer base B = {}, dizemos que
(u1,...,u,) s@0 as coordenadas do vetor u relativas a base
B.

Além disso, o numero n é unicamente determinado e
chamado de dimenséo onde escrevemos, dim(E") = n.

Uma Base Orientada ¢ uma base formada por conjunto
ordenado de elementos.

Além disso, se B = {by,by,b3,...,b,} € uma base ori-
entada de E", entdo C = {by, by,b3,...,b,} é outra base
orientada de [E" diferente de B.

Se B = {by,by,...,b,} e C ={c1,c2,...,c,} s80 bases
para [E, entdo, dada um vetor u € [E, é possivel escrever

ol = ) ub;

1<i<n
U]C = Z HiCi
1<i<n

Como C é base podemos escrever os elementos de B
nessa base,

bl = ®11C1 + ...+ a1y

b, = wac1+...4+ aucy

isto é, paratodo 1 <i <,

bi: Z Oéi]‘C]‘.

1<j<n
Substituindo em v]p temos

vl = wuy(anncr+...+ancy)
+

+ oty (@101 + .o F pnCn)

20



3.2 BASES ORIENTADAS

logo
U]B = (1/[10611 +...+ unlen) c1
_|_
+ (i + ...+ Unlpn) Cn
portanto
M1 = urq] + ... F Uplyy
Un = UWk1p + ...+ Uplyy

em termos matriciais, temos

H1 X11 &12 ... K1y 251
Ha K21 K22 ... Q2p Uz
Un Oyl K2 ... Uy

essa matriz € chamada de Matriz de Mudanca de Base da
base B para a base C. Ela sera denotada por M§

Observamos que a matriz mudanga de base sempre
possui determinante diferente de zero, dessa forma podemos
definir:

Defini¢ao 3.2.1 (Orientagédo entre bases). Dadas duas ba-
ses B e C de um espaco E", dizemos que B e C possuem
a mesma orientacao se det(M$) > 0. Esta relagéo é deno-
tada por B ~ C. Caso contrario, se det(M&) < 0 diz-se que
B e C tém orientacao contraria.

A relagdo de orientagao entre bases é uma relagao de
equivaléncia.

21



3.3 PROPRIEDADES E DEFINIGOES AUXILIARES DO PRODUTO INTERNO

3.3 PROPRIEDADES E DEFINIGOES AUXILIARES DO
PRODUTO INTERNO

3.3.1  Exemplos

Exemplo 1

Em [E?, sejam u = (uy,u2), v = (v1,v2) € h a aplicagdo
definida em [E x [E e determinada por

h(u,v) = 2uyv1 + 3upv; € R.

entdo h satisfaz todos os itens da definicdo de Produto In-
terno e, portanto, 1 é um produto interno em E2.

Exemplo 2

Em [E?, sejam u = (uy,u2), v = (v1,v2) € h a aplicagdo
definida em [E x [E e determinada por

h(u,v) = 2u1v1 € R.
Entao h ndo satisfaz a positividade, pois
h((0,1),(0,1)) =0

mas (0,1) # Op2. Portanto, ndo é um produto interno em [E2.

3.3.2 Produto Interno Candnico

Definicao 3.3.1 (Produto Interno Canénico). Em E", n > 0
o produto interno canénico (ou usual) é definido por

(,):E"XE" — R
u,v u-v
(u,0)



3.4 MATRIZ DE UM PRODUTO INTERNO

Seu=(uy,...,u,) ev = (vy,...,v,) S0 as coordena-
das dos vetores u e v na base can6nica entdo temos que

n
u-v:ulvl—i—...—i—unvn:Zuivi.
i=1

3.4 MATRIZ DE UM PRODUTO INTERNO

Sejam E3 um espago euclidiano e B = {by, by, b3} uma base
ordenada de [E3, os elementos

u = uiby + usby + uzbs e v =uv1by 4+ vrby + v3b;

vetores de [E3 escritos em termos da base B, denotados
matricialmente por

[u] =[urupuz] e [o] = [v1 02 03]
e, um produto interno em [E?
h:E® < E%: (u,0) — (u,0) €R.

Nestas condicdes, existe uma matriz PI € M3(R), onde
M3;(R) é o conjunto de todas as matrizes quadradas de
ordem 3 com entradas reais, que depende da escolha da
base B e é tal que

h(u,v) = [u] PI[v]"

23



3.4 MATRIZ DE UM PRODUTO INTERNO 24

Demonstragdo. Observemos que

h (M,TJ) = h (u, v1b1 + v2by + Z)3b3)

= ov1h (u,by) + voh (u,by) + vsh (u, bs)

= 01h (u1by + uzby + usbs, by)
+uvoh (u1b1 ~+ upby + uszbs, bz)
+vsh (u1b1 + uzby + usbs, b)

= wuh (bl, bl) U1 + ush (bz, bl) v1 + ush (b3, bl) (1
+urh (bl, bz) vy + ugh (by, by) vy + ush (bg, bz) Vo
+uqih (bl,bg) v3 + ush (bz, bg) v3 + uzh (b3, bg) U3

Podemos considerar a matriz

h(by,b1) h(by,by)  h(by,bs)
Pz(thm) h(ba, by) h@%%))
h(bs,b1) h(bs,by) h(bs, bs)

e, obtemos

(b1,b1) h(by,bz) h(by,b3) (4

h
h(u,v) = (u1 [Z%) u3) (h(bz,bl) h(bz,bz) h(b2,b3)) (Uz)
h(b3,b1) h(b3,b2) ]’l(b3,b3) U3

O

Podemos ainda provar que essa matriz é Unica, a menos
da base.

Exemplo 3.4.0.1. Consideramos a base de IE? dada por
C={(1L2),(2-3)}.
O produto interno definido por
h(u, Z)) = 2u101 + 31/!27)2

foi definido, implicitamente, para vetores dados na base
canébnica

B ={(1,0),(0,1)}



3.4 MATRIZ DE UM PRODUTO INTERNO

de E2. Logo
h((1,2),(1,2)) = 14
h((1,2),(2, —3)) = —-14
h((2,-3),(1,2) = -—14
h((2,-3),(2,-3)) = 35
assim

para vetores escritos em termos desta base C, temos

v
hg(up,vp) = (up MBz)BPIB< Bl) ,
UB2 /B
isto é,
14 14 v
hg(up,vg) = (up u32)3<_14 35><vz>3

B2

= (14_MB1 —14up, —14upy + 35up» )B (ZBl )
B

= 141431031 — 14”32032 — 141/131031 + 351432032 .

Definicao 3.4.1 (Matriz Simétrica). Uma matriz P de M, (R)
é chamada de simétrica se P = P!, isto é, H é igual a sua
matriz tranposta.

Definicao 3.4.2 (Matriz Positiva Definida). Uma matriz P de
M, (R) é chamada de positiva definida se, para todo vetor
néo-nulo v € E, temos

o] P o]t > 0.

25



3.4 MATRIZ DE UM PRODUTO INTERNO 26

Lema 3.4.0.1. Sejam [E" um espaco euclidiano, B={b, ..., b,}
uma base ordenada e A € M, (IR uma matriz simétrica e
positiva definida. A aplicacéo definida por

v] Po)' >0€R
€ um produto interno.

Lema 3.4.0.2. Sejam E" um espaco euclidiano e 1 um pro-
duto interno desse espaco. Fixada uma base ordenada B,
existe uma Unica matriz PI € M, (RR) tal que

v] Po)' >0€R.
Nestas condicbes, PI é simétrica e positiva definida.
d(u,v) = ||lu—o|| =+/{(u—ov,u—0o)
onde

[full = /)



METRICA EUCLIDIANA

O espaco ueclidiano é o espago métrico mais familiar. A
métrica € uma generalizacdo das quatro propriedades co-
nhecidas da distancia euclidiana.

A métrica euclidiana define a distancia entre dois pontos
como o comprimento do segmento de reta que os conecta.

4.1 O ESPACO TANGENTE

Definicao 4.1.1 (Vetor). Seja E" um espacgo vetorial. Um
vetor v4 consiste de dois pontos, um que chamamos de
parte vetorial v e outro de ponto de Aplicacdo A. Esse vetor
€ obtido ao se colocar a origem de v no ponto A e satisfaz
as seguintes propriedades:

1. Os vetores u 4 e v sS40 iguais, se e somente se, pos-
suem o mesmo ponto de aplicacdo A = B e a mesma
parte vetorial u = v;

2. Se A # B e u v sao vetores paralelos e ndo coinciden-
tes;

3. A soma dos vetores a partir do ponto de aplicagédo é
igual a soma dos vetores fixada no ponto de aplicacao,
isto &, vg +us = (u+0)4;
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4.1 O ESPAGO TANGENTE 28

4. Sew € Rentdo auy = (au)a.

Definicao 4.1.2 (Espaco Tangente). Sejam A € [E" um
ponto e V C [E" um (sub)espacgo vetorial. O espacgo tan-
gente de V em A é definido como o conjunto de todos os
vetores de V aplicados em A (ou seja, com sua origem
transladada para o ponto A) e denotado por

TA(V) = {UA NS V}

Sejam A € E" um ponto e V C E" um (sub)espacgo
vetorial. Consideramos

0a = A4,
T4(V) é um (sub)espago vetorial.
A aplicagéao

Vo Tu(V)
0 —— Up

€ um isomorfismo entre espagos vetoriais.
Para A e V, valem as seguintes assercoes:

e se A =0entdo

e Paratodo A € E”, temos

Ta(V) C E"

Definicao 4.1.3 (Base Aplicada num Ponto). Sejam V um
(sub)espaco vetorial de E" e A € [E" , por ser (sub)espaco
vetorial de dimensao finita, admite base. Seja B = {by, by,..., b, }
uma base ordenada de V.



4.2 A METRICA 29

Uma base ordenada de T4(V) é definida como uma
base de V aplicada em A, isto €, o conjunto de cada vetor b;
aplicado em A. A base de T4 (V) é denotada por

By ={b1a,bra,...,bya}.
4.2 A METRICA

Definicao 4.2.1. O conjunto das matrizes quadradas, simé-
tricas e positivas definidas sera denotado por

My,(R)={MeM,(R): M=Mev]Mo]' >0, Yo e E"\ {0}}.

Observe que M, (R) € M, (R).

A matriz de um produto interno ndo necessita ser cons-
tante. Pode variar em cada ponto A que define T4 (E").

Defini¢ao 4.2.2. Sejam Y C [E" e uma aplicagao matricial

M:Y — M, (R)

u — M(u) = (a;j(u))

ondecadau € Yecadal <i,j <ntemos um funcional

linear
lll'jiy — R

u +— aj(u)

que é uma funcao diferenciavel, chamada de funcao entrada
de M(u).

Se houver um aberto conexo X C Y tal que a restricao



4.2 A METRICA

diz-se que M = M(u) é uma métrica diferenciavel em cada
ponto u € X.

Deste ponto em diante quando se falar de uma métrica
entendido que u pertence ao conjunto tal que

M(u) € M, (R).

Uma métrica M = M(u4) se aplica a T4 (E") para esta-
belecer um produto interno neste espago tangente.
Para isso temos a seguinte definicdo:

Definigao 4.2.3. Seja M = M(u4) uma métrica diferencia-
vel de T4 (E"), essa matriz define um produto interno dado
por

Ty (]En) X Ty (]En) — R
(ZUA,UA) — (wA,vA> = ZUA] M(uA) ZJA]t eR

Esta aplicagéo sera chamada de produto interno sobre T4 (IE")
segundo M(u4).
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AGCOES DE GRUPOS

Mostraremos diferentes aspectos de a¢des de grupos em ge-
ometria. Para isto, vamos nos restringir a dois tipos especiais
de geometria, a geometria afim e a geometria projetiva.

5.1 GRUPOS E HOMOMORFISMOS
Definig¢ao 5.1.1 (Grupo). Um grupo é um par (G, -) onde G
€ um conjunto ndo vazio e

:GxG — G
(a,b) —— ab

€ uma fungao, denominada Operagdo do Grupo, satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

1. (Associatividade): Para todos os elementos a,b,c €

G temos
(ab)c = a(bc).

2. (Elemento Neutro): Existe um elemento eg € G tal
que para todo a € G tenhamos

aeg — egad = a.
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3. (Elemento Inverso): A todo elemento a € G associa-
se um elemento a~ ! tal que

Lema 5.1.0.1. 1. Existe um Unico elemento neutro em
um grupo.

2. Existe um unico elemento inverso para cada elemento
aeG.

Definigao 5.1.2 (Grupo Abeliano). Um grupo (G, -) & dito ser
abeliano, ou comutativo se para todos os elementos a,b € G
temos

ab = ba,

ou seja, a operagao do grupo satisfaz a propriedade da
comutatividade

Lema 5.1.0.2. Se H C G é subgrupo do grupo G, entdo o
elemento neutro de H, ey é igual ao elemento neutro de G,
ec, isto é ey = eg. Para qualquer a € H, seu inverso com
relagdo a H € o mesmo inverso com relagéo a G.

Lema 5.1.0.3. Uma condigdo necesséria e suficiente para
que um conjunto nao vazio H , H C G seja subgrupo de G é
que para quaisquer a,b € H, tivermos que

ab~! € H.

Lema 5.1.0.4. Um subgrupo de um grupo abeliano também
€ abeliano.

Definicao 5.1.3 (Subgrupo). Um subconjunto ndo vazio H
de um grupo G é um Subgrupo de G se H € um grupo com
a mesma operacgao de G.
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5.1 GRUPOS E HOMOMORFISMOS

5.1.1 Exemplos

1. O conjunto dos Numeros Inteiros com a operacao de
adicéo usual, (Z, +), € um grupo abeliano.

2. Sejan € Z um numero inteiro positivo. O conjunto das
classes de congruéncia modulo n, denotado por Z,,,
com a adi¢ao usual de médulos € um grupo abeliano
finito com n elementos.

3. O conjunto dos Numeros Reais com a operacao de
adigao, (IR, +) € um grupo abeliano e (Q,+), (Z,+)
séo subgrupos de (R, +).

4. O conjunto dos Numeros Complexos ndo nulos com
a operagao de multiplicacgéo, (C*, ) € um grupo abe-
liano. Os conjuntos (R*,-) e (Z*,-) s&o subgrupos
abelianos de (C*-).

5. O subconjunto dos niumeros complexos de médulo
unitario,

U(l) ={zeC: |z] =1}
€ um subgrupo de (C*, -). Geometricamente, este con-

junto corresponde a circunferéncia no plano complexo
de raio 1 e centro na origem.

Se z = a + bi, entdo
2] = Vzz = \/(a + bi) (a — bi) = /a2 + P2,

Selz|=1,entdoz ' =a—bie|z7l = |z] = 1. Além
disto, se z,w € U(1), entdo

|z~ | = Jz||[w™!| = |z|jw| = 1.

Portanto zw~! € U(1), mostrando que U(1) é sub-
grupo de (C*,-).
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6. Seja X um conjunto qualquer entdo o conjunto
Bij(X) ={f: X — X: f ébijecdo}

€ um grupo com a operacao de composicao de fun-
coes.
Note que, em geral, o grupo Bij(X) ndo é abeliano.

7. Seja I, = {1,...,n}, o conjunto dos n primeiros intei-
ros positivos, uma permutacao em I, € uma bijecao
mt: I, — I,. O conjunto

Sp={m: 1, = I,: mépermutagdo}

com a operacao de composi¢cao é um grupo, chamado
de Grupo de Permutacao, denotado por S,,.

Um elemento do grupo de permutagdes pode sre es-
crito da seguinte maneira

. < 1 2 ... n >
S\t T2) ... T(n) )’
O Espaco Vetorial GL(V)

Seja V um espaco vetorial real. Seja GL(V) o conjunto
de todas as transformacoes lineares invertiveis de V. em V.
Certamente, este é um subconjunto do grupo de bije¢des
Bij(V), entdo temos que GL(V') é um subespago vetorial de
Bij(V).

No caso em que o espaco vetorial V € de dimensao finita,
dim(V) = n, podemos identificar as transformagdes lineares
de V em V com matrizes quadradas de ordem n x n. Para
isto, basta tomarmos uma base B = by, ..., b, e definirmos,
para uma dada transformacao linear T : V — V, a matriz

Tl = (t;) € Mn(R)
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5.1 GRUPOS E HOMOMORFISMOS

onde M, (R) é o conjunto de todas as matrizes quadradas
de ordem n e tal que

n
T(b]) = Ztijbi-
i=1

A condigéo de que T € GL(V) equivale, em termos ma-
triciais, a condigao det(T]p) # 0. Geometricamente, esse
determinante pode ser interpretado como o volume (com si-
nal) do paralelepipedo n dimensional determinado pelos ve-
tores T(b1),..., T(by). Dizermos que a transformacao linear
T :V — V éinversivel, em dimensdo finita, é equivalente a
dizermos que o volume do paralelogramo determinado por
estes vetores é nao nulo.

Exemplo 5.1.0.1. Definamos GL(n,IR) como o conjunto das
matrizes n x n de determinante nao nulo, este conjunto cor-
responde ao grupo GL(V) no caso em que dim(V) = n,
portanto, também é um grupo. Para verificar que GL(n,R) é
um grupo, sejam A, B € GL(n,R), entao

det(AB) = det(A) det(B) # 0,

logo AB € GL(V).
Com estas observagoes, podemos concluir que GL(n, R)
€ um grupo.

Lema 5.1.0.5. Se A,b € M,(R) entédo
det(AB) = det(A) det(B).

O Grupo Ortogonal O(V)

Considere o espaco vetorial V seja de dimenséao finita e
munido com um produto interno

h:VxV — R
(u,v) —— h(u,v)
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O conjunto das transformages lineares que preserva
o produto interno, isto é, que preserva as transformagdes
denominadas Transformacoes Ortogonais é denotado por
o(V).
Um elemento de O(V) é uma transformagao linear T tal
que
h(Tu, Tv) = h(u,v).

O conjunto O(V') € um grupo. Observe que
1. Idy € O(V).

2. Dada a tranformacéo linear T : V — V, definimos a ad-
junta da transformacdo linear T como a transformacgéao
linear T* : V — V tal que

h(Tu,v) =h(u,T*v), Yu,v € V.
Se T € O(V) entao, dados quaisquer u,v € V temos
h(u,v) =h(Tu, Tv) = h(u, T*Tov)
portanto
h(u,(v—T"Tv))=0,VueV,

0 que implica que T*Tv = v para todo v € V, ou
seja, T*T = Idy. Analogamente, temos TT* = Idy.
Portanto T* = T~ 1.

Assim podemos concluir que O(V') € um grupo, chamado
de Grupo Ortogonal
Observemos que

1. A adjunta de uma transformacao linear, se existir, é
Unica.
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2. Considere uma base ortonormal B = {ey,...,e,} de
V com produto interno euclidiano e uma tranformagéo
linear T : V — V uma transformacéo linear. A matriz
de T* nessa base é a transposta da matriz de T, isto
e,

3. Temos que

0 que acarreta
(T18S]8)" = S|T]5.

4. Mostre que a matriz de uma transformacao ortogonal
T satisfaz
Tl = Tl;".

Com a mesma associacao que a cada transformacao
linear associamos uma unica matriz dessa transformacao,
as transformagdes ortogonais estardo associadas a matrizes
que satisfazem a mesma propriedade da Proposi¢cao acima,
5.1.1, isto é, A € uma matriz

(T]8S]8)" = S|5Tl5

Estas matrizes sdo chamadas Matrizes Ortogonais. O
conjunto das matrizes ortogonais de ordem n x n, denotado
por O(n), também serd um grupo, de fato sera subgrupo de
GL(n,R), também chamado de Grupo Ortogonal.

O determinante de uma matriz ortogonal s6 pode assumir
os valores 1 e —1.

A interseccao de dois subgrupos de um grupo G é um
subgrupo de G.
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5.1 GRUPOS E HOMOMORFISMOS

Corolario 5.1.0.1. O conjunto das matrizes ortogonais de
determinante igual a 1, denotado por SO(n) e definido por

5O(n) = SL(n,R) N O(n)

também é um grupo, denominado Grupo Ortogonal Es-
pecial, pois trata-se da interseccao de dois subgrupos de
GL(n,R).

5.1.2 Homomorfismos

Definicao 5.1.4 (Homomorfismo). Dados dois grupos G e
H, uma funcédo ¢ : G — H € um Homomorfismo de Grupos
se
p(ab) = ¢(a)p(b),

para todos os elementos a,b € G.

Se o homomorfismo é bijetivo, dizemos que ele € um
Isomorfismo.

Quando existe um isomorfismo entre os grupos G e H,
denotaremos G = H e diremos que G e H sao isomorfos.

Lema 5.1.0.6. Se ¢ : G — H é um homomorfismo de gru-
pos, entao

1. ¢(eg) = en.
2. Para qualquer a € G, temos que ¢(a~!) = (¢(a))~ L.

Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos e K C G
€ um subgrupo, entdo ¢(K) C H também é um subgrupo.
Se K é um subgrupo abeliano de G, entdo ¢(K) também é
subgrupo abeliano de H.

Teorema 5.1.1. Todo grupo G é isomorfo a um subgrupo do
grupo das bije¢des em G.
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Corolario 5.1.1.1 (Teorema de Cayley). Todo grupo finito é
isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutagées.

Definicao 5.1.5 (Nucleo do Homomorfismo). Dado um ho-
momorfismo de grupos ¢ : G — H, definimos o Nucleo de
@, como o subconjunto

ker (9) ={a e G: ¢(a) =en}.
Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.
1. O nucleo de ¢ é um subgrupo de G.
2. ¢ é injetivo se, e somente se ker(¢) = {eg}.

Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita n, com
uma base B = {ey,...,e,} e dada uma transformagéo linear
T :V — V, denotemos por T]p a matriz da transformagéao
linear na base B. A aplicacao

|5:GL(V) —s GL(n,R)
T —» T]B

€ um isomorfismo de grupos.

Corolario 5.1.1.2. Considerando o isomorfismo da propo-
sicdo anterior, a Proposicédo 5.1.2 e supondo que V é um
espago com produto interno e que a base escolhida seja
ortonormal com relagéo a este produto interno, temos que

O(V) =0(n).
Exemplo 5.1.1.1. A aplicacao

det : GL(n,R) —
T +—— det(T)
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onde R* é o grupo multiplicativo dos reais n&o nulos, € um
homomorfismo de grupos, devido a propriedade multiplica-
tiva dos determinantes. Note que o nucleo dessa aplicacao
determinante é o conjunto das matrizes de determinante
igual a 1, ou seja,

ker(det) = SL(n,R).
Seja G um grupo e H um subgrupo. As relacoes

1.
g=rh<g'heH

g=ph<gh'eH
sao relagdes de equivaléncia em G.

Definicao 5.1.6 (Classes Laterais). Dado um subgrupo H
de um grupo G e um elemento a € G, definimos a Classe
Lateral a Esquerda de a em relagcdo a H como o conjunto:

aH={keG:k=ga}.

Similarmente, a Classe Lateral a Direita de a em relagao
a H é o conjunto

Ha={keG:k=pa}.

Podemos também caracterizar uma classe lateral a es-
querda aH como o conjunto dos elementos g € G tais que
podem ser escritos como g = ab, para algum b € H, isto é,

aH={g € G: g=ab, paraalgumb € H}

Vamos assumir que as classes laterais sejam classes
laterais a esquerda, a menos que se seja mencionado o
contrario.
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Duas classes laterais a esquerda a1H e a,H ou sao
disjuntas ou séo iguais.
Mostre que a aplicacao

L,:H — aH
b — ab

€ uma bijecao (ndo necessariamente homomorfismo) entre
HedG.

Defini¢ao 5.1.7 (Ordem de um Grupo). Seja G um grupo. A
ordem de um grupo é a sua cardinalidade.

A ordem de um elemento a do grupo € o menor valor
inteiro positivo n tal que a" = 1, se este numero existir.

Se este numero nédo existe, o elemento tem ordem infi-
nita.

Se um grupo G tem ordem finita, entdo todos os seus
elementos também possuem ordem finita e a ordem de cada
elemento divide a ordem do grupo. (Veja o Teorema de
Lagrange, 5.1.2)

A ordem de um grupo G e de um elemento a representa-
das por |G| e |al, respectivamente.

Teorema 5.1.2 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo
finito e H um subgrupo e sejam |G| e |H| suas respectivas
ordens (numero de elementos). Entdo a quantidade de
classes laterais distintas, #C e H é igual a

G|
#C = —.
|H]
Corolario 5.1.2.1. A ordem de um subgrupo de um grupo
finito € sempre um divisor da ordem do grupo.

Se um grupo G nao é abeliano, e H é um subgrupo
qualquer, ndo é verdade que as classes laterais a esquerda
coincidem com as classes laterais a direita.
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Definicao 5.1.8 (Subgrupo Normal). Seja G um grupo e
H C G um subgrupo. Se as classes laterais a esquerda e
a direita de H coincidem, dizemos que H é um Subgrupo
Normal de G, denotado como H < G.

Seja G um grupo e H C G um subgrupo. Entdo sao
equivalentes:

1. H é subgrupo normal;

2. Para qualquer a € G, temos que aHa ! = H.

3. Para qualquer a € G, temos que aHa™ ! C H.
Considere ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. O

nucleo de ¢ é um subgrupo normal de G.

5.1.3 Grupo Quociente

Seja H um subgrupo normal de G podemos definir no con-
junto quociente, G/H, uma estrutura de grupo. Observe
que

G/H={aH: a € G}

De fato, definimos uma operagédo em G/ H por

G/HxG/H: — G/H
(aH,bH) +— abH

Observamos que

1. Como H é um subgrupo normal é indiferente se as
classes sao a direita ou a esquerda.

2. Esta operacao esta bem definida.

3. Esta operacéo estrutura G/H como um grupo.
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Seja G um grupo e a € G. A aplicagao can”onica,

n:G — G/H
a — aH

denominada Aplicacao Candnica é sobrejetora.

Teorema 5.1.3 (Teorema do Isomorfismo). Seja¢ : G - H
um homomorfismo de grupos, entao existe um Unico iso-
morfismo ¢ : G/ker(¢) — Im(¢) tal que o diagrama abaixo
comuta

G

G/ker(p) @  Im(e)

ondei: Im(¢) — H é ainclusdo candnica.

Figura 18: Diagrama Comutativo: Teorema do Isomorfismo

Isto é.
ioQom=g.
Corolario 5.1.3.1. Se ¢ : G — H é um homomorfismo
sobrejetor entédo H = G/ker (o).

5.2 ACOES DE GRUPOS

Sabemos que todo grupo € isomorfo a um subgrupo de
um grupo de bije¢des em um conjunto (em particular, das
bijecbes no proprio grupo).

As situagdes onde um grupo pode ser visto como grupo
de bijecdes sao as que realmente aparecem nas aplicagdes

43



5.2 ACOES DE GRUPOS

da teoria. E agindo como um grupo de bijecées que o grupo
se concretiza, se incorpora e pode ser utilizado como uma
ferramenta para o estudo das simetrias.

Definicao 5.2.1 (Acao). Uma agao a esquerda de um grupo
G em um conjunto X ndo-vazio € um homomorfismo de G
no grupo das bije¢ées em X, Bij(X).

Vamos supor que as agoes sao feitas a esquerda mas
€ possivel construir toda a teoria para acdes a direita. Para
isto, primeiramente precisamos definir o conceito de Grupo
Oposto.

Defini¢ao 5.2.2 (Grupo Oposto). Dado um grupo G, defini-
mos 0 seu grupo oposto, G, como o conjunto G munido
com uma operagao dada por

o:GXxG — G
(a,b) —> aeb="ba

Definicao 5.2.3 (Agao de Grupo). Uma agao a direita sobre
um grupo G em um conjunto X nao-vazio € um homomor-
fismo de G,, no grupo das bije¢coes em X.

Vamos denotar uma acao (a esquerda) por

x:G — Bij(X)
a,: X — X

“ x = a(x)

Como « € um homomorfismo, entao temos que

1. Sejama,be Gexe X

g (ap (X)) = agp (x).
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2. Paratodo x € X,
aec - IdX/

ou seja, .. (x) = x.
3. Paratodo a € G,
X g =0

Definicdao 5.2.4 (Orbita). Seja « uma acdo de um grupo
G sobre um conjunto X e considere um elemento x € X.
Definimos a 6rbita do elemento x como sendo o conjunto

Oy ={ay(x): a € G}.

Uma acéo a« de um grupo G sobre um conjunto X introduz
uma relacao de equivaléncia em X.

Corolario 5.2.0.1. Duas 6rbitas pela agdo de um grupo ou
sdo disjuntas ou coincidentes.

Defini¢ao 5.2.5 (Dominio Fundamental). Sejam X um con-
junto e « uma ac¢ao de um grupo G sobre X. Um subconjunto
F C X é dito ser um Dominio Fundamental se, para todo
x € X, existem Unicosy € Fea € G tal que x = a,(y).

Note que ndo pode haver dois elementos da mesma
orbita no dominio fundamental e todas as 6rbitas devem
estar contempladas no dominio, assim qualquer ponto de X
pode ser alcangado atraves da agdo agindo sobre pontos de
F.

5.2.1 Exemplos

1. Seja o grupo aditivo Z agindo sobre a reta real R da
seguinte maneira:

zZ — Z
X — ay(x) =x+n.
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Observe que « € uma agéao, pois
e Paratodo n,m € Z e todo x € R temos
oy (0 (X)) =y (x+m) =x4+m+n=apim(x);
e Paratodo x € R temos
ap(x) =x+0=x.
Dado um elemento x € IR, sua 6rbita sera o conjunto
Ox={x+n:neZ}.

Assim, se tomarmos um intervalo da forma [n,n + 1],
com n € Z teremos um dominio fundamental, pois
para quaisquer dois pontos, x, y deste intervalo, temos
que |x —y| < 1, portanto ndo podem existir dois pontos
da mesma Orbita neste intervalo.

Por outro lado, seja x € R um numero qualquer, entéao

X = n+x-—mn

= n+(x—n—[x—n])+[x—n

= [x—n]+n+(x—n—[x—n)

= Ay (n+(x—n—[x—n])),
onde [a] denota o maior inteiro menor que a, e a[a] €
[0,1[ é a parte fracionaria do niumero a.
Assim, o nimero x é a agdo do nimero inteiro [x — n]
sobre n + (xn — [x — n]) € [n,n+ 1], 0 que mostra que
este intervalo € um dominio fundamental.
Por outro lado, o quociente € o conjunto das érbitas e

podemos caracteriza-lo como a circunferéncia unitaria
através da funcao

fiR/Z — S!
Oy — (cos(2mx),sin(27x))
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Esta aplicagéo esta bem definida, pois se O, = O, isto
significa que y = x + n, para algum numero inteiro n.
Entao

f(Oy) = (cos(2my),sin(27y))
= (cos(27t(x +n)),sin(27(x +n)))
= (cos2x,sin2x)

= f(Ox).

Também podemos ver a injetividade, pois se f(O,) =
f(Oy), entdo

(cos (27ty) ,sin (27ty)) = (cos (27tx), sin (271x)),
0 que implica que

cos (27ty) = cos (27tx) e sin (27ry) = sin (27x) .
Isto somente ocorre quando existe um inteiro n tal que

y = x +n, ou ainda, quando y € Oy, que equivale a
dizer que Oy = O,.

A sobrejetividade decorre imediatamente do fato que
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todo ponto p € S! possui coordenadas p = (cos(8),sin()),
p p

para 6 € [0,27t[, assim p = f(Op27)-

Dada uma agao de um grupo G sobre um conjunto X, po-

demos definir outros subconjuntos que caracterizarao tipos
especificos de agdes.

Definicao 5.2.6 (Estabilizador). Considere uma agao « de
um grupo G sobre um conjunto X. O subgrupo Estabilizador
de um elemento x € X é definido como

Staby = {a € G : ay(x) = x}
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De forma semelhante, podemos falar do subgrupo esta-
bilizador de um subconjunto Y C X

Staby = {a € G:a,(Y) CY}.

Note que os elementos de um subconjunto ndo precisam
ficar fixos pela acdo do grupo, apenas que suas Orbitas
precisam estar contidas neste subconjunto.

Quando Staby = G, dizemos que Y C X é um subcon-
junto invariante pela acéo do grupo G.

Uma definicdo dual é o conjunto dos pontos fixos pela
acao de um determinado elemento ou subgrupo de G.

Definicao 5.2.7 (Ponto Fixo). O subconjunto dos Pontos
Fixos de um elemento a € G é o conjunto

Fix, = {x € X :ag(x) = x}.

Se H C G é um subgrupo de G, o conjunto dos pontos
fixos pela agéo de H é definido por

Fixyg = xX|g(x) = x,gH.

Definicao 5.2.8 (Tipos de Ag¢des). Uma agéoo a« de G em X
é dita ser

1. Fiel, se dado a € G tal que Fix, = X, entdo a = eg.
2. Livre, se dado a € G tal que Fix, # @, entdo a = eg.

3. Transitiva, se O, = X, para todo elemento x € X. Ou,
equivalentemente, se x,y € X entéo existe a € G tal

que vy = a,(x).
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Teorema 5.2.1. Seja « uma agdo de um grupo G sobre um
grupo H por homomorfismos em si mesmo. Entéo, o produto
cartesiano H x G pode ser munido com uma operagao dada
por

(b1,a1) . (bz, ﬂ2) = (blwal (bz) ,alaz) .

Com esta operagao, o produto cartesiano é investido de
uma estrutura de grupo, denotado por H «, G e denominado
Produto Semidireto de H por G.

Além disso

1. Asinclusdes

h:H — H«,G
(b,ec)

!

h:H — H&,G
a — (ey,a)

sdo homomorfismos de grupo injetores.
2. O subgrupo i1 (H) é subgrupo normal.

3. Aacao de G em H é escrita como um homomorfismo
interno de H «, G nele mesmo, isto é,

i (aq (b)) = iz (a) i1 (b) - (iz (a)) "
Por outro lado, se K é um grupo tal que

(a) Os grupos G e H sao subgrupos de K e H <K.

(b) Paratodo c € K existema € Ge b € H tal que
¢ = ba, isto é, K = HG.

(c) Paratodoa € G etodo b € H, temos que ab =
ag (b)aentédo K = H x, G.



ISOMETRIA

Vamos apresentar nogdes basica de isometrias, que pos-
suem a propriedade de preservar a distancia entre dois
pontos. Entre as isometrias se encontram as translagdes, as
rotacdes e as reflexdes.

6.1 TRANSFORMAGAO NO PLANO

Defini¢ao 6.1.1 (Transformagéo). Uma transformagao em
um espaco euclidiano n—dimensional € uma funcéo T :
E" — E".

Dada uma transformacao estamos interessados em es-
tudar como ela transforma figuras geométricas do plano.
Ao estabelecer um sistema cartesiano podemos descrever
uma transformacéao através de suas coordenadas, ou seja,
escrevendo

T(x1,x2) = (y1,¥2)
e expressando x, e y, como equagdes com variaveis x; e
Y1
Exemplo 6.1.0.1. Consideremos a transformagéao do plano

T:E> — [E?

(x1,32) > Tl x) = (32, 200m)
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Sejar = {(x1,x2) : x1 = x} a reta diagonal. A imagem
de (x1,x1) por T é (0,v/2xy), isto &,

T(x1,x1) = (O,Z\;C%) )

Logo essa imagem esta no eixo O,,.
Por outro lado, todo ponto do eixo Oy, € imagem por T
de um ponto de E2. De fato, dado (0,y2) € 0,,, seja

X1 — X2 X1+X
(OIVZ)ZT(X1,Xz):>(0,y2):< 1—X2 X1 2>

V2 V2
temos x; = x; € x, = v/2/2y, portanto
(x1,%2) = (V2/2y2,V/2/2y5) € 7.
Além disso, a restricdo T : r — Oy, é injetiva, pois

T(x;,x1) = T(y,y1) = (0,v2x1) = (0,v2y1)
= X1 =W

= (v, %1) = (Y1, y1)-

Logo T leva a reta r bijetivamente sobre a reta Oy, .

6.1.1 [Isometria no Plano

Dentre as transformagdes no plano, estudaremos aquelas
que preservam a congruéncia de triangulos. Assim, vamos
colocar condigbes sobre uma transformacgéo T : E?> — [E2
para qualquer triangulo do plano seja congruente com sua
imagem via T.

Defini¢ao 6.1.2 (Isometria). Uma isometria um espaco eu-
clidiano n—dimensional é uma transformagao T : E" — [E"
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que preserva distancia, d, determinada pelo produto interno
do espaco, ou seja, T é uma isometria quando

d(T(u), T(v)) = d(u,v)

para quaisquer u € v de E".

Exemplo 6.1.0.2. Considere o espaco euclidiano 2—dimensional

IR? munido da métrica usual
d(u,0) = d((x1,x2), (Y1,y2))

= |[[(x1,22) = (y1,¥2)l|

- \/(xl —1)? + (x2 = y2)*
A transformacéo
T:E2 — 2
(x1,x2) —— T(x1,x2) = (xl—xz x1+x2)

V2 V2
€ uma isometria. De fato,

d(T(u), T(v)) = d(T(x,x2), T(y1,y2))

_ d<X1—X2 x1+x2>
V2 V2

= d(u,v)

Exemplo 6.1.0.3 (Translagdo). Sejam a e b niUmeros reais.

Consideremos a transformacéo do plano
T:E> — [ E?
(x1,x2) — T(x1,x2) = (x1+a,x+D)
Essa transformacao é chamada de Translacao

Uma translacdo é uma isometria.
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Propriedades de Isometria

Toda isometria T : [E> — [E? & injetiva.

Sejam P e Q pontos distintos de E2 e T : [E?> — [E? uma
isomgtria. Entdo T leva o segmento PQ sobre 0 segmento
T(P)T(Q).

A propriedade acima mostra que toda isometria leva pon-
tos colineares em pontos colineares, mantendo a sua orde-
nagao e suas distancias. Notemos também que a imagem
por uma isometria de trés pontos P, Q e R nao colineares
n&o sao colineares.

Pois, por exemplo, se T(Q) estivesse entre T(P) e T(R),
teriamos

d(T(P), T(Q))+d(T(Q),T(R)) =d(T(P),T(R)),

mas
d(P,Q)+d(Q,R)>d(P,R),

contrariando a definicdo de T.
A imagem de uma reta por uma isometria € uma reta.
As imagens de retas paralelas por uma isometria sdo
retas paralelas.
A proposi¢éao acima nao significa que a imagem de uma
reta por uma isometria seja uma reta paralela a inicial.
Seja APQR um triangulo retangulo com angulo reto em
P. Sua imagem por uma isometria € o triangulo retangulo
AT(P)T(Q)T(R) com angulo reto em T(P).
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Dado um éngulo < PQR e umaisometria T, entdo T (< PQR)

€ o angulo < T(P)T(Q)T(R) e ambos s&o congruentes.
Toda isometria T : [E> — IE? é sobrejetiva.
Logo, toda isometria € uma bijecao.
A inversa de qualquer isometria € uma isometria.
A composta de duas isometrias é uma isometria.
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Todos esses resultados nos permitem concluir que o con-
junto das isometrias munido com a operagao de composigdo
usual € um grupo.

Teorema 6.1.1 (Grupo da Isometria). O conjunto das isome-
trias munido com a operagdo de composi¢cao € um grupo.

1. A composigao de isometrias é isometria;
2. Aidentidade Idp: € uma isometria;
3. A operagdo inversa de uma isometria € uma isometria;

Definicéo 6.1.3 (Ponto Fixo). Seja T : E> — E? uma trans-
formagao. Um ponto fixo da transformagao T é todo ponto P
tal que T(P) = P.

Quantos pontos fixos pode ter uma isometria? Quais sao
as propriedades dos pontos fixos de uma isometria?

Se P e Q sao pontos fixos de uma isometria T, entdo
todos os pontos da reta que passa por P e Q séo pontos
fixos.

Sejam S e T isometrias e r uma reta do plano. Se
existirem pontos P # Q em r tais que S(P) = T(P) e
S(Q) =T(Q) entéao S(x) = T(x) paratodo x € r.

Teorema 6.1.2. Se uma isometria T fixa trés pontos nao
colineares, entao T é a identidade.

Teorema 6.1.3. Se duas isometrias T e S coincidem em trés
pontos ndo colineares, entdo T = S.

Assim, podemos classificar as isometrias em trés tipos
diferentes ngo triviais:
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1. Com 2 pontos fixos (e, portanto, com uma reta fixa);
2. Com 1 ponto fixo;

3. Com nenhum ponto fixo.

E interessante notar que esses resultados s6 dependem dos
axiomas basicos da Geometria Euclidiana.

Congruéncias e Isometrias

A imagem de um tridngulo por uma isometria € um triangulo
congruente ao primeiro. O estudo das isometrias nos fornece
uma maneira de estudar o conceito de congruéncia atraves
de movimentos herdados via isometrias.

Teorema 6.1.4. A imagem de um tridngulo por uma isome-
tria & congruente ao proprio triangulo original.

6.1.2 Reflexao

As reflexdes constituem um tipo importante de isometria.

Definicao 6.1.4 (Ponto Simétrico). Sejam P e P, pontos e r
uma reta. Dizemos que P, é simétrico a P se r for a mediatriz
do segmento PD.

No caso de P pertencer a reta r o ponto simetrico de P
sera o proprio P.

Definicao 6.1.5 (Reflexdo). Dada uma reta r, chama-se re-
flexdo em torno da reta r a transformacao T tal que a todo
ponto P, o ponto Py = T(P) € o simétrico de P em relagéo a
r.

Observemos que a reflexdo em torno de uma reta fixa os
pontos da reta e nenhum outro.
Na verdade, essa transformacao é uma isometria.
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Teorema 6.1.5. Toda reflexdo é uma isometria.

Propriedades das Reflexao

Sejam P e P, dois pontos. Entdo existe uma Unica reflexao
levando P em P,.

Vejamos agora como levar um tridngulo sobre outro con-
gruente a ele. Come,caremos com 0 caso particular em que
os triangulos tém em comum um lado.

Se dois tridngulos diferentes e congruentes tém um lado
em comum, entao existe uma reflexao levando um sobre o
outro.

Se dois tridngulos congruentes tém em comum apenas
um vértice, entdo existe uma isometria levando um sobre o
outro.

Essa isometria € uma reflexdo ou a composta de duas
reflexdes.

Teorema 6.1.6. Dados dois triangulos congruentes, existe
uma isometria que leva um sobre o outro.

Essa isometria pode ser a identidade, uma reflexao, ou a
composta de duas ou trés reflexdes.

Teorema 6.1.7. Toda isometria é a identidade, uma reflexao,
ou a composta de duas ou trés reflexdes.

6.1.3 Translacao

Definicao 6.1.6 (Translagéo). Sejam a; e a, nUmeros reais.
A transformagao do plano T : [E?> — E? definida por

T(x1,x2) = (x1 + a1, x2 + a2)

chama-se translagao determinada por (a1, az).
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Propriedades da Translacao
Toda translagéo é uma isometria.
Considerando 7 = (a1,42) como um vetor, a translacdo
determinada por (a1, a;) pode ser definida por
T3(P) =P+7.

Ela desloca todos os pontos do plano na mesma direcao e
na distancia |7|.

Teorema 6.1.8. Toda translacdo que nao é a identidade é
composta de duas reflexdes em torno de duas retas parale-
las.

6.1.4 Rotacéo

As rotagdes constituem um tipo especial de isometria.

Definicao 6.1.7 (Rotagdo). Sejam Q um ponto e a € [0,271)
um angulo. A rotacao

T:E> — E?
€ uma transformacéao do plano definida da seguinte forma:
1. T(Q) =Q;
2. Se P # Q é um ponto qualquer, T(P) é o ponto tal que
QT(P) = QP;
3. A medida do angulo < PQT(P) no sentido horario a
partir da semirreta QP é .
Propriedades de Rotacao

Teorema 6.1.9. Toda rotacdo é uma isometria.
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6.1.5 Propriedades Gerais

Teorema 6.1.10. As translacdees e as rotacdes sdo isome-
trias que preservam a orientacao e as reflexdes sao isome-
trias que invertem a orientagéo.

Teorema 6.1.11. Toda rotacao diferente da identidade é a
composta de duas reflexdes.

Definicao 6.1.8 (Reflexdo! Com deslizamento). Uma Refle-
xao com Deslizamento é uma composicao de uma reflexao
em torno da reta r com uma translacdo com vetor de deslo-
camento 7 # 0 paralelo a reta r.

Teorema 6.1.12. As isometrias do plano sdo: a identidade,
as translacdes, as rotacoes, as reflexdes e as reflexdes com
deslizamento.

6.2 EXEMPLO

[Grupo Diedral D,,] Um grupo diedral o grupo de simetrias

de um polgono regular de n lados, denotado por D,, ou Dy,,.

Sua representao dada por

D,={(x,y: x"=1,y*=1, (xy)? =1).
Propriedades
e O grupo possui 2n elementos:

— O elemento neutro;
— n — 1 rotaes prprias;
— n reflexes.

e Paran > 2, 0 grupo no abeliano.

e O subgrupo das rotaes isomorfo ao grupo cclico Z,,
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Grafo de Ciclos

Vamos considerar 0 Dy:

Considere o quadrado com vrtices consecutivos, numera-
dos por 1,2, 3,4, centrados na origem do plano xy com lados
paralelos aos eixos.

Seja D} o conjunto das transformaes do quadrado, isto ,
Dj = {R,R* R®,1d, Ty, Ty, Ti 3, Toa }

Rotaes

R uma rotao no sentido horrio na origem de 90°,
R? uma rotao no sentido horrio na origem de 180°,
R3® uma rotao no sentido horrio na origem de 270°,
Id uma rotao no sentido horrio na origem de 360°,
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Reflexes

T, uma reflexo no eixo-x,

T, uma reflexo no eixo-y,

T3 uma reflexo na diagonal de vrtices 1 e 3,
T4 uma reflexo na diagonal de vrtices 2 e 4.
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GRUPO ORTOGONAL

7.1 DEFINICOES PRELIMINARES

Definicao 7.1.1 (Corpo). Um corpo K € um anel munido
de duas operagdes, adicdo e multiplicacdo satisfazendo as
seguintes condi¢des:

1. Distributividade da multiplicacdo em relacéo a adigéao
a(b+c) =ab+ac;

2. K é um grupo abeliano sobre a adicao, com identidade
escrita como Ok.

3. K\ {0k} é um grupo abeliano sobre a multiplicacéo.

Um corpo néo possui divisores de zero, isto €, se K é um
corpo e a # 0x e b # 0g coma,b € K entdao ab # Ok.

Defini¢ao 7.1.2 (Anel). Um anel A € um conjunto que possui
duas operacodes de adicdo e multiplicacao satisfazendo as
seguintes condicoes:

1. A é um grupo comutativo sobre a adi¢ao;
2. A multiplicagédo é associativa, isto é,

(ab)c = a(bc), Y a,b,c € A;
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3. A adicao é distributiva em relagédo a multiplicagéo, isto
é
a(b+c)=ab+ac, Va,b,cecA;

(a+b)c=ac+bc, Va,b,ce A

Geralmente o anel A é denotado por (A, +, -).
0 anel A é comutativo se a multiplicacao for comutativa,
isto é,
ab = baVa,b € A.

Um anel (A, +,-) € denominado uma algebra sobre R se
A é um espaco vetorial real tal que

a(ab) = (aa)b = a(ab)
paratodosa,be Aea € R.

Definicao 7.1.3 (Unidade). Se A é um anel, dizemos que
um elemento u € A € uma unidade (ou elemento inversivel)
se existe algum u’ € A tal que uu’ =14 = v'u, isto é, se u
possui um inverso multiplicativo.

Se A é um anel e U é o conjunto das unidades em A,
entdo U é um grupo sobre a multiplicacéo.

Observamos que o conjunto das matrizes quadradas
de ordem n, M, (R) é uma é&lgebra. 0 grupo das unidades
no algebra é o grupo GL(n,R). Estes € um tipo de Grupo
Lineares Gerais,

Note que uma matriz A € M, (R) é uma unidade, se e
somente se, A determina um automorfismo sobre E”, isto &,

A € GL(n,R) <— paratodo v € E", T(v) = Av é um
isomorfismo.
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7.2 O GRUPO ORTOGONAL

Consideramos o conjunto
0(n,R) ={A € GL (n,R) : (Ax, Ay) = (x,y) para todo x,y € E"}.

[Grupo Ortogonal] O conjunto 0(n,IR) € um grupo.
Demonstracdo. Observamos que

e O0(n,R) é fechado para o produto de matrizes, pois

((AB)x, (AB)y) = (A(Bx), A(By)) = (Bx, By) = (x,y)
e A matriz identidade I,,, esta em 0(n,R), pois
(x,y) = (Inx, Ly)

e Dadauma matriz A € 0(n,R) e sendo B = {ey,...,e,}
uma baser ortonormal de E", temos que

1, sei=j
(Aej, Aej) = (ej,ej) = bjj = { 0, sei ;A;'

Por outro lado, Ae; é exatamente a i—esima linha de A
e podemos ver que (Ae;, Aej) é exatamente a entrada
ij do produto AA’. Assim AA" = I,. De forma andloga,
A'A = I, portanto A* = A~1. Além disso,

(x,y) = (lux,Loy)
= ((aa ‘1>y>
= (A0, A47)
= (A7x A" 1y>

Logo A~! € 0(n, R).
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O]

Defini¢ao 7.2.1 (Grupo Ortogonal). Chamamos de Grupo
Ortogonal o conjunto

0(n,R) ={A € GL(n,R) : (Ax, Ay) = (x,y), para todo x,y € E"}

Seja A € M,(R). Entao as seguintes condi¢gdes sdo
equivalentes:

1. A €0(nR);

2. (Ae;, Acj) = dij;

3. A leva base ortonormal em base ortonormal;
4. As linhas de A formam uma base ortonormal;
5. As colunas de A formam uma base ortonormal
6. Al=A"1

A Proposicao acima nos diz que os elementos do grupo
ortogonal estdo associados a transformacdes lineares orto-
gonais.

Seja A € M,, (R). Entdo A € 0(n,R), se e somente se,
A preservar a norma, isto é,

(Ax, Ax) = (x,x) & [|Ax|] = [|x[].

Definicao 7.2.2 (Grupo Ortogonal Especial). Definimos
SO(n) ={A€0O(n,R: det(A) =1}

e chamamos de Grupo Ortogonal Especial (ou chamado
Grupo de Rotacgoes).
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Um exemplo de um elemento de 0(2,R) é o elemento

=0 4)

Pois temos det(A) = 1. Além disso, observe que sendo
B = {e; = (1,0),e; = (0,1)} a base canénica de [E? temos

-1 0 1 -1
r= (o 2) ()= (0) ==
-1 0 0 0
ta= (o 5)(1)=(4) =
Isto é exatamente a reflexdo para o quarto quadrante.

7.3 REFLEXOES EM E"

Seja u um vetor unitario em E". O conjunto
ut = {x €E": (x,u) =0}

€ chamado de de complemento ortogonal de u.
A projecéo de um vetor v sobre u' é v — ru, onde r € R
é escolhido de modo que v — ru estd em u".

u—ro
w 0

Assim
0= (v—ruu)=(v,u)y—r(uu)y=(v,u) —r=r=(v,u)
Podemos considerar uma reflexdo de um vetor v em u+

w=¢{v)=v—-2ru=0v—-2(v,u)u.
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Exemplo 7.3.0.1. Em [E2, consideramos o vetor u unitario
escrito como
u = (cos (a),sin (a)).

Entdo v = (—sin(a),cos («)) € um vetor unitario em u*.
A matriz A manda e; = (1,0) parau e e; = (0,1) para v
precisando satisfazer

<ﬂ11 ﬂlZ) (1,0) = (cos («),sin (a))

a1 a4
e
<““ “12> (0,1) = (—sin (a),cos (a))
a1 ax
assim

4= < cos (a)  sin (oc))

—sin (a) cos ()

Entdo a matriz que da a reflexdo em u'’ é
o= (o SO G DS &)
- () w0 (Gl )

B < — cos? (&) + sin? («) cos (a) sin (&) + sm( ) cos (a)
~ \sin (&) cos (&) + cos («) sin (a) —sin? () + cos? (a)

= (o )

A matriz A € uma rotagdo de um angulo «.



COMPRIMENTO DE ARCO E GEODESICAS

8.1 COMPRIMENTO DE ARCO

Definicao 8.1.1 (Particdo). Seja [a,b] um intervalo ndo de-
generado da reta R. Uma Partigao de [a, b] € um conjunto
finito de pontos P = {#o,t1,..., &} tal que

th=a<ti<bh<...<t,=bh

Particao de [a,b]:

to=a H tr T tke=0D

Sejaw: [a,b] - E"umacurvae P = {fy,t1,...,tx} uma
particdo de [a, b]. Defina o numero,

k
I(a,P) = ; lac(ti) = ae(tiza) [l = Y d(a(ti), a(ti1))-

Entao, /(«, P) é o comprimento da linha poligonal com vérti-
ces nos pontos «(t;), i =0,1,...,k.
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8.1 COMPRIMENTO DE ARCO

Exemplo para a curva « : (0.5x)° +0.4x + 1:

R
toz//Ztl th  t3 tg=2

Definicao 8.1.2 (Comprimento da curva). Dada uma curva
« : [a,b] — E" define-se o comprimento /(«) de « como o
menor nimero que I(«, P) ndo pode ultrapassar para qual-
quer particao P de [a,b], ou seja,

I(ax) = sup{l(«, P) : P é particdo de [a,b] }.

Em geral, I(«) mede a distancia total percorrida por «(t)
quando t varia de a até b.

N&o é necessariamente o comprimento do trago «([a, b]),
pois «(t) pode percorrer um mesmo trecho varias vezes.

Se « percorre o trago «([a, b]) uma Unica vez, entdo de
fato I(«) € o comprimento do trago.
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8.2 GEODESICAS

Agora, dados dois pontos A, B € E" denote por I(A,B) o
conjunto de todas as curvas que ligam A e B.

Teorema 8.2.1. Dados A,B € [E", tem que d(A,B) é o
maior nUmero que nao ultrapassa I(«) qualquer que seja
a € I1(A,B), ou seja,

d(A,B) =inf{l(a): a € 1(A,B)}.
Demonstracdo. Considere a curva
r(t) = A+t(AB), t € [0,1].

Dada uma particdo P = {fo,t1,...,t,} de [0,1], temos
que

I(r,P) = énr(to ~t(t;1)] = 1 AB,
ou seja,
I(r,P) =d(A,B).

Logo, I(r) = d(A, B). Portanto, inf{l(a) : « € I(A,B)} <
d(A,B).

Por outro lado, seja « € I(A, B). Entao, « tem dominio
[a,b] coma(a) = A ea(b) = B. Dada uma particdo qualquer
P ={ty,t,...,t,} de [a,b], temos que

I(a,P) = _i:Htx(ti)—“(til)H

= [la(®) = altu-o) | + lla(tn1) —altn2)] + ..

ot () —a(t)]] + [la(t) — a(a)|]

v

la(b) — a(a)|| = [|AB|.
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Logo,
I(a) > 1(a, P) > d(A,B).
Assim,
inf{l(w) : « € 1(A,B)} > d(A,B).
Portanto,

d(A,B) = inf{l(a): « € I(A,B)}.
]

O resultado direto deste teorema diz que no espago
euclidiano a curva de menor comprimento que liga dois
pontos A e B é o segmento de reta

r(t) = A+t(AB), t € [0,1].

Definigao 8.2.1 (Geodésica). Uma curva v € I(A, B) é cha-
mada de geodésica minimizante, se o comprimento (vy)
minimiza o comprimento das curvas em [(A, B)

Portanto, na Geometria Euclidiana, as geodésicas sdo
as retas ou segmentos de reta.
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