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Capitulo 1

Algebra Vetorial

1.1 Adicao de vetores e produto por escalar.
Exercicio 1.1. Prove que (A+4) — i = A.
Solugao: Utilizando a propriedade associativa de vetores, temos:

(A4+id) —id=A+ (i — @) = A+0.

~ —
O vetor nulo 0 pode ser representado por AA, pois é do tipo (A4, A), com origem e

extremidade coincidentes. Entao,

j:

=A+A A.

=11

(A+v@d)—d=A+

Exercicio 1.2. Sendo os vetores i = (1,—1,3), ¥ = (2,1,3) e & = (=1,—1,4) com
relacdo a uma base fizada de V3, determine:

a) U+ U; b) U — 20; ¢) U+ 20 — 3.

Solucao:

a) i+ 0= (1,-1,3) + (2,1,3) = (3,0,6);

b) @ —20=(1,-1,3) —2(2,1,3) = (1,—-1,3) + (-4, —-2,—6) = (-3, -3, -3);
c)

g}
_|_
[\
<y
|
w
g
I

(1,-1,3) +2(2,1,3) — 3(—1,—1,4)
(1,—1,3) + (4,2,6) + (3,3,—-12)
(14+4+3,-1+2+3,3+6—12) = (8,4, —3).
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1.2 Dependéncia, independéncia linear e base.
Exercicio 1.3. O vetor @ = (1,—1,3) pode ser escrito como combinagao linear de v =
(—=1,1,0) e @ = (2,3,3)7
Solugao: O vetor u é combinagao linear dos vetores v e W se existirem «, § € R tais que:
i = ot + Pl

Substituindo, temos:
(1,-1,3) = a(—1,1,0)+5(2,3,1/3) = (-, a,0)+ (25,35, 8/3) = (—a+25,a+35, 3/3).
Logo,

l=—a+28 (1)

-l=a+38 (2

3=0/3 (3)
Pela equacgao (3), = 9. Substituindo o valor encontrado de § na equagao (2), obtemos

—1l=a+27= a=-28.

Com os valores encontrados de « e 3, vamos verificar se o sistema possui ou nao solugao,

utilizando a equagao (1):
28 = —(—28) +18 = 46.

Como 46 # 1, temos que o sistema nao possui solu¢ao. Sendo assim, o vetor & nao pode

ser escrito como combinacao linear dos vetores U’ e .

Exercicio 1.4. Se E = (u,v,w) ¢ uma base de V3, quais condigoes deve satisfazer m
para que

F = (4 + U,m0 — @, d + mw)
seja outra base de V3? Escreva a matriz mudanca de base de E para F.

Solugao: Temos
F = (f1, fa, f3) = (@ + U, m¥ — 1, i + mad).
Para F ser uma base de V3 precisamos que os vetores fi, f> e f3 sejam LI. Para que isso

ocorra, devemos ter
1 0 1

1 m 0]#0,
0 —1 m
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pois

—

fi=1-G+1-T+0-@, fo=0-G+m-T—1-17 e fi=1-d@+0-T+m-0.

Entao,
1 0 1
1 m 0|#£0&m?—-1#£0.
0 -1 m

Logo, m? # 1, o que implica m # %1.

A matriz mudanca de base de E para F' é dada por

1 0 1
Mgrp=11 m 0 [,
0 —1 m

onde as colunas da matriz representam as coordenadas dos vetores fi, fo e f3 da base F'

em funcao dos vetores da base F.

1.3 Produto interno, vetorial e misto.

Exercicio 1.5. Obtenha o produto interno u - v em relacdo a uma base ortonormal de

V3, sendo:
a) @ =(2,-5,6) e V= (8,2,-3);
b) i=(4,2,-3) ev=(2,6,—1).
Solugao: a) Como os vetores sao dados em relagao a uma base ortonomal, temos:
w-v=(2,-5,6)-(8,2,—-3)=16—10— 18 = —12.
b) De modo andlogo ao item anterior,
u-v=(4,2,-3)-(2,6,—1) =8+ 12+ 3 = 23.

— - —

Exercicio 1.6. Sejam os vetores u = 2 — 3f+ 4]2, v=3i+7)—2k ew = i+ 5}%— BE, em

que {i,7,k} € a base canonica de V3. Encontre:



CAPITULO 1. ALGEBRA VETORIAL 4

Solugao: a) Existe um método algébrico simbdlico para calcular tal produto vetorial:

[ B
GAT=|2 —3 4 |=6i+12]+2k— (—9k —4j +47) = 20 + 16] + 11k.
31 —2

i 7k
GAT=|2 —3 4 |=—-90+4]+10k — (=3k + 6] + 20i) = —297 — 25 + 13k.
1 5 3
Exercicio 1.7. Dados os vetores @ = (1,—1,2), b = (3,4,-2) e & = (=5,1,—4) com

respeito a base canonica, mostre que

oL

@ - (bAE) = (aND)-

Solucao: Sendo @ = (1, —1,2), b= (3,4,—2) e = (—5,1, —4), vamos calcular primeiro o

produto misto @ (b A @). Calculando b A &, temos:

i
bAC=| 3 4 —2|=—160+10j 4 3k — (—20k — 12 — 27) = —147 + 22 + 23F.
5 1 —4

Portanto, bAC= (—14,22,23), donde segue que
a-(bAG) =(1,-1,2)-(—14,22,23) = —14 — 22 + 46 = 10.

-,

Resolvendo agora (@ A b) - ¢, comegamos calculando @ A b

<.y

7 k
2

=20+ 6] + 4k — (—3k — 2] + 8i) = —61 + 8] + Tk.

S

an —1

=11
3 4 =2

Assim, @A b = (—6,8,7), donde segue que

—

(@ADb)-E=(—6,8,7)- (=5,1,—4) =30+ 8 — 28 = 10.

—

Portanto, @- (b A7) = (@AD) - .



Capitulo 2

Retas e Planos

2.1 Equacoes da reta.
Exercicio 2.1. Estude a posicao relativa das retas r e s:

+z=3
W) r:X =1, =1, 1)+ A=2,1,-1), s:3° ;

rT+y—2=26

b) r: X =(8,1,9) + A\(2,—1,3), s: X =(3,—-4,4)+ \(1,-2,2);

2y—4  z-1

: 3=
c)r:x+ 1 7

s: X =(0,2,2) 4+ A(1,1,-1).

Solugao: a) Um vetor diretor da reta r é 7= (—2,1, —1). Para encontrar um vetor diretor
da reta s, tomemos y = 0. Usando a primeira equagao de s, temos z = 3. Substituindo

na segunda equagao de s, obtemos:
r+0-3=6=2=09.
Portanto, o ponto A = (9,0, 3) pertence a reta s. Analogamente, tomando y = 1, temos:
l+2=3=2=2

e, portanto,
r+1-2=6=2="T.

Logo, temos B = (7,1,2) € s. Logo, podemos considerar o seguinte vetor diretor de s:

§=AB = (7,1,2) — (9,0,3) = (=2, 1, —1).

Como os vetores diretores das retas r e s sao iguais e, portanto, linearmente dependentes,

as retas r e s sao paralelas.



CAPITULO 2. RETAS E PLANOS 6

Resta verificar se tais retas sao coincidentes ou nao. Pra isso, vamos verificar se o
ponto P = (1,—1,1) € r pertence ou nao a reta s. Veja que somando a ordenada com a
cota do ponto P, temos

y+z=—-1+1=0+#3.

Logo, a primeira equacao da reta s nao é satisfeita, implicando que P nao pertence a s.

Como P € r, concluimos que r e s sao retas paralelas distintas.

b) Facilmente vemos que 7 = (2,—1,3) e § = (1, —2,2) s@o vetores diretores das retas r
e s. Como 7 e § sao linearmente independentes, pois nao existe a € R tal que ¥ = a.§,
concluimos que as retas r e s nao sao paralelas. Resta verificar se elas sao concorrentes

ou reversas. Considere os pontos A = (8,1,9) € r e B = (3,—4,4) € s. Veja que

BA = (8,1,9) — (3, —4,4) = (5,5,5).

. A - - o~
Vamos verificar se BA, 7, § sao LD ou LI. Como

5 2 1
5 =1 =2 |=-10—204+15—(-=54+20—-30) = —15+ 15 =0,
5 3 2

o

concluimos que { BA, 7, 5} é LD. Portanto as retas r e s sdo concorrentes.

¢) Com relacdo a reta r, temos que

2y—2) =z-1
3: pu—
v 1 3

ou seja,
r+3 y—2 z-1
r 2 3
Logo 7= (1,2,3) é um vetor diretor da reta r. Considere §= (1,1, —1) um vetor diretor

da reta s. Como 7 e §'sao LI (pois nao existe a € R tal que 7= «.5), temos que 7 e s nao
sao paralelas.

Novamente, vamos verificar se 7 e s s20 concorrentes ou reversas. Para isso considere
A=(-3,2,1)ereB=1(0,2,2) €s. Sendo o vetor

AB = (0,2,2) — (=3,2,1) = (3,0,1),

temos que
31 1
02 1 |=—6+1—(2+9)=-5—-11=-16+#0.
1 3 -1
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Logo {A§, 7,8} é LI, implicando que as retas r e s sdo reversas.

Exercicio 2.2. Para quais valores de M, as retas
r:(0,1,0) + AN(M — 1, M, 0),

s: (1,1, M)+ XN(M—1,M+1,0),

com M\, N € R, sao reversas, concorrentes e paralelas? Neste ultimo caso, para cada
valor de M encontrado, diga se as retas sao coincidentes ou distintas. No caso de serem

concorrentes, para cada M, determine o ponto de intersecao.

Solugdo: Os vetores diretores das retas r e ssao 7= (M —1,M,0) e §= (M —1, M +1,0),
respectivamente. Temos que r e s sao paralelas se, e somente se, existir a € R tal que
7 = «a.S. Neste caso,
M—-1=a(M-1)
(M —-1,M,0)=a(M—1,M+1,0)
M =a(M+1)
Como temos duas divisoes dentro do sistema, vamos analisar os casos em que M # =+1,
M=1eM=—1.
e Para M # £1, temos:

oz—M—l—l

M -1

M

T M
Logo, Iy B
M+1 ’

o que nao ocorre para M € R. Logo, para M # +1 as retas r e s nao sao paralelas. Neste
caso, elas sao concorrentes ou reversas.
Para descobrir se r e s sao concorrentes ou reversas, vamos primeiramente verificar se

elas téem ou nao um ponto de intersecao. Igualando as equacgoes de r e s, obtemos:
AM —1),14+AIM,0) =1+ NM—-1),1+XN(M+1),M),
donde segue que
AM—-1)=1+NM-1)
I+ AM =14+ N(M +1)
0=M
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Como M = 0, concluimos que —A =1— X e X = 0. Logo, A = —1. Substituindo M = 0

e A = —1 na equacao da reta r, obtemos
P=1(0,1,0) + (—1)(—1,0,0) = (0,1,0) + (1,0,0) = (1, 1,0),

que é o ponto de intersecao de r e s. Entao as retas r e s sao concorrentes no ponto
P=(1,1,0)se M =0. Se M # +1 e M # 0, r e s s@o retas reversas.

e Para M = 1, os vetores diretores das retas r e s sao ¥ = (0,1,0) e §= (0,2,0). Como
§ = 2r, concluimos que 7" e § sao LD. Logo, para M = 1, as retas r e s sao paralelas.
Considere A = (0,1,0) € r. Vamos verificar se A pertence a reta s quando M = 1. Veja

que A € s se, e somente se, existe A’ € R tal que
(1,1, M)+ N(M —1,M +1,0) = (1,1,1) + X'(0,2,0) = (0, 1,0).
Neste caso,
(1,14 2X,1) =(0,1,0),

donde segue que 1 =0 e 14+ 2\ = 1. Como 1 # 0, o ponto A nao pertence a s. Assim,

para M =1, as retas r e s sao paralelas distintas.

e Para M = —1, temos que os vetores diretores das retas r e s sdo ¥ = (—2,—1,0) e
§=(-2,0,0). Claramente, ¥ e § sdo LI, pois nao existe a € R tal que ¥ = «§. Assim,
para M = —1, r e s sao reversas ou concorrentes. Vamos verificar se existe um ponto de
intersecao dessas duas retas para este caso. Igualando as equacoes das retas r e s para
M = —1, temos

(0,1,0) + A(—2,—1,0) = (1,1, —1) + X'(—2,0,0),
0 que ocorre se, e somente se,
22 =1-2X
1-2x=1
0=-1

Como 0 # —1, nao existe ponto de intersecao de r e s. Logo, para M = —1, as retas r e

S Sao reversas.

2.2 Equacoes do plano.

Exercicio 2.3. Estude a posicao relativa dos planos m e my dados nos itens abaizo.
Classifique-os como paralelos (coincidentes ou nao) ou transversais. Se eles forem trans-

versais, apresente a equacao paramétrica da reta que € a intersecao entre eles.
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a) m:2r—y+z—1=0em:4x —2y+22—9=0;
b) m:x+10y—z2—4=0em:4x+40y —42—16=0 ;
¢) m 1 X =(0,0,0)+A(1,0,1)+(—1,0,3) em: X = (1,0,1)+ N(1,1,1)+ (0, 1,0).

Solucao: a) Os coeficientes da equagao geral do plano m s@o: a3 = 2,0y = —1,¢y = 1 e
d; = —1. Os coeficientes do plano my sao: as = 4,by = —2,¢0 = 2 e dy = —9. Note que

as, bl, C1) € (ag, b2 Co Sao proporcionais 0is
( ) ( ) prop , P
((lg, bg, Cg) = 2((11, bl, Cl).

Logo, 7 e my sao paralelos. Claramente, d; e dy nao seguem a mesma proporcao que os

demais coeficientes, pois do = 9d;. Logo, 7 e w5 sao planos paralelos distintos.

b) De modo andlogo, os coeficientes da equacao geral do plano 7 sdo: a; = 1, by = 10,
c1 = —1ed; = —4. Os coeficientes do plano 7y sa0: as = 4, by = 40, co = —4 e dy = —16.

Note que (aq, by, c1,dy) e (ag, by, ¢a,dy) sdo proporcionais, pois
(CLQ, b27 Co, d2) = 4(0,1, bl; C1, dl)

Logo, m e my sdo coincidentes (paralelos e iguais).

¢) Neste caso, vamos obter primeiramente as equagoes dos planos m; e w9 na forma geral.
No caso de 7y, ele passa pelo ponto (0,0,0) e tem (1,0,1) e (—1,0,3) como vetores
diretores. Logo
r—0 y—0 2—-0
1 0 1 =0,
-1 0 3
o que nos da —y — 3y = 0. Portanto, a equacao geral de m; é y = 0. No caso do plano s,

temos (1,0,1) € my e os vetores diretores sao (1,1,1) e (0,1,0). Logo,

r—1 y—0 z—-1
1 1 1 =0,
0 1 0

o que nos da
z—1—(z—1)=0.

Portanto, a equacao geral de my é x — z = 0. Em simbolos,

m:y=0 e m:x—2=0.
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Assim os coeficientes do plano 7 sao a1 = ¢ = d; = 0, by = 1, e do plano m sao
as = 1,bp =dy =0 e cy = —1. Como (ay,by,c;) = (0,1,0) e (ag,be,c2) = (1,0,—1) nao
sao proporcionais, os planos 7 e 7y sao transversais. Vamos determinar qual a reta de

intersecao entre m; e my. Seja (z,y,2) € m N7y Entdao y =0 e z = x, donde obtemos

= A
zZ=A

para A € R, com a equagao vetorial da reta de interse¢ao dado por r : (0,0,0) + A(1,0,1).
Logo, os planos 7y e my sao transversais e a intersecao deles é determinada pela reta com

equagao paramétrica dada em (2.1).

2.3 Posicoes relativas entre retas e planos.

Exercicio 2.4. Estude a posicao relativa da reta r e do plano m dados nos itens abaizxo.

Determine se r estd contida em w ou se r e w sao transversais. Quando este for o caso,

determine em qual ponto r e T se interceptam.

r—1
2

a) r: =y=zerm:X=(3,01)+A(1,0,1) 4+ p(2,2,0);

r=1+A\

b)r:qy=1—-X enm:x+y—z+2=0;
z2=A

c)r: X=(1,1,00+N1,-1,1)emr:z+y—2=0.

Solugao: a) O vetor diretor da reta r é dado por 7= (2,1, 1) e os vetores diretores do plano
msao © = (1,0,1) e ¥ = (2,2,0). Vamos verificar se os vetores 7, % e U sdo linearmente

dependentes ou nao. Para isso, vamos resolver o determinante abaixo:

2
1
1

—_ O

2
21=24+2-4=0.
0

Como tal determinante é nulo, temos que {7, @, v} é LD, ou seja, a reta r é paralela ao
plano 7. Considere o ponto A = (3,1,1) pertencente a reta r. Vamos verificar se esse

ponto também pertence ao plano w. Veja que

(3,1,1) = (3,0,1) + A(1,0,1) + u(2,2,0),
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se, e somente se,

3=3+\+2u 2%+ A=0
1=2u = p=1/2
1=1+AX A=0

Para A =0 e p = 1/2, temos que 2u+ A =140 = 1 # 0. Portanto, o sistema anterior
nao admite solucao, implicando que o ponto A nao pertence a . Conclui-se assim que a

reta r é paralela ao plano 7, mas nao esta contida em 7.

b) O vetor diretor da reta r é dado por 7= (1, —1,1) e os coeficientes da equagao geral
do plano 7w sd@o: a=1,b=1,¢c=—1ed=2. Logo, 7 = (1,1,—1) é um vetor normal a

7. Calculando o produto escalar entre 77 e 7, obtemos
n-r=1-1+1-(-1)+(-1)-1=-1.

Como 7 -7 # 0, a reta r é transversal ao plano 7. Vamos agora determinar o ponto de

intersecao entre r e m. Veja que (x,y,z) € r N7 se, e somente se, existe A € R tal que
14+N)+1-=XN)—=-X+2=0,

ou seja, —\ +4 = 0. Logo A = 4, o qual nos fornece o ponto

r=1+4=5
y=1—-4=-3
z=4

Concluimos que o ponto de intersegao entre r e m é P = (5, —3,4).

¢) O vetor diretor da reta r é dado por 7 = (1,—1,1) e os coeficientes da equagao geral
do plano 7w sdo: a =1,b=1,¢c=0ed = —2. Logo, 7 = (1,1,0) é o vetor normal a .
Como

n-r=1-1+1-(-1)40-1=0,

a reta r é paralela a m. Vamos verificar se r estd ou nao contida em 7.
Tomando o ponto A = (1, 1,0), que pertence a r, vamos verificar se esse ponto também

pertence ao plano 7. Substituindo A na equacao de 7, obtemos
r4+y—2=14+1-2=0.

Logo, A pertence ao plano 7, implicando que a reta r esta contida no plano 7.
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Exercicio 2.5. Determine M para que a reta r seja paralela ao plano m, onde
ro X =(1,1,1)+A2,M,1) e 7:X=1(0,0,0)+A(1,2,0) + u(1,0,1).

Solugao: Sendo 7 = (2, M, 1) um vetor diretor da reta r, e sendo @ = (1,2,0) e v = (1,0, 1)
vetores diretores do plano 7, temos que r é paralela a 7 se {7, 4, v} é LD, ou seja, se o

determinante

2 1
M 2 0|=4—2+M)
10

— o

é nulo. Veja que 4 — (24 M) = 0 se, e somente se, M = 2. Logo, se M = 2, entdo r é
paralela a .
Para verificar se r estd contida em 7, basta verificar se A = (1,1, 1) pertence a . De

fato, suponha que existam p e A tais que
(1,1,1) = (0,0,0) + A(1,2,0) + (1,0, 1).

A igualdade acima equivale ao sistema

l=A+pu
1:2)\ )
1l=u

o qual nao admite solucao, pois para A = % e =1, temos
1 3
A =—+1==#1
tp=g =04

Logo, o ponto A nao pertence ao plano 7. Assim, para M = 2, a reta r é paralela ao

plano 7, mas nao esta contida em .

Exercicio 2.6. Calcule M e N para que a reta r esteja contida no plano w, onde

r: X =(N,2,00+AX2,M,M) e m:x—3y+z=1.

Solugao: Temos 7= (2, M, M) como um vetor diretor da reta r e os coeficientes do plano
miguaisaa =1, b = =3, c = 1 e d = —1. Para a reta r estar contida no plano 7
devemos ter 77 - 7 = 0, onde 77 = (1,—3,1) é o vetor normal a 7. Além disso, o ponto

A = (N,2,0) € r deve pertencer também ao plano 7. Veja que

Fer=1-24(=3)-M+1-M=2—2M.
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Portanto, 77 - ¥ = 0 se, e somente se, 2 — 2M = 0, o que ocorre para M = 1. Também
precisamos que o ponto A pertenca ao plano 7w, portanto vamos substituir o ponto A na
equacao do plano:

N-3-240=1=N—-6=1=N=T.

Logo, para a reta r estar contida no plano 7, devemos ter M =1e N =T7.

2.4 Angulo entre duas retas, entre reta e plano e dois

planos.

Exercicio 2.7. Calcule a medida angular 6 entre as retas r : X = (1,1,9) + A(0,—1,1)
es:x—y+3=z=4.

Solugao: Temos 7= (0,—1,1) como um vetor diretor da reta r. Reescrevendo a equagao

da reta s na forma paramétrica, temos:

r=1+ A
r—y=4-3 r=1+4+y
S . j j y:)\ 3
z=4 z=4
z=4

para A € R. Logo §= (1,1,0) é um vetor diretor da reta s. A medida angular § entre r

e s é tal que

i3
HIED

0,—1,1)-(1,1,0 —1 1
SR [ 5 R €5 ) I e U

JEDZF VIR V2V 2

0 = arccos 1 = Z7“cml.
2 3

cosf =

Portanto,

o que nos da

™
Entao, a medida angular entre as retas r e s é igual a 0 = gmd.

Exercicio 2.8. Obtenha a medida angular entre a reta r e o plano w dados por

r: X =1(0,0,1)+A(-1,1,0) e 7:3zx+4y=0.

Solucao: Um vetor diretor da reta r é 7 = (—1,1,0) e o vetor normal ao plano 7 é

7 = (3,4,0), onde as coordenadas desse vetor sao os coeficientes da equacao geral de 7.
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A medida angular # entre r e 7w é tal que

sen 0 = |?F| ,
172|171
ou seja,

sen 6 =

TSR/ 5v2 52 100

Com isso, temos que

0 = arcsen <\1/—0§> ~ 0,0457rad.

Obtemos assim a medida angular entre a reta r e o plano 7 de 6 ~ 0, 0457rad.

Exercicio 2.9. Calcule a medida angular ente os planos w e wy dados por
m X =(1,0,0) +A(1,0,1) + u(—=1,0,0) e m:x+y+z=0.

Solugao: Temos que @ = (1,0,1) e ¥ = (—1,0,0) sao vetores diretores do plano 7. O

vetor normal ao plano m; é o resultado do produto vetorial entre @ e . Entao:

Logo, 111 = (0,—1,0). Temos que o vetor normal ao plano m é 755 = (1,1, 1), sendo o

cosseno do angulo € entre 7 e T dado por:

cosf = M
|72 [[[]73]

Substituindo temos:

‘(O,—l,())-(l,l,l)l o ’_1’ _L_
VEDRVEFE T 1-V3 VB

cosf =

o5

Logo,
0 = arccos (?) = 0~ 0,37rad.

Entao, obtemos que a medida angular entre os planos m e my é de aproximadamente
0 = 0,3nrad.



CAPITULO 2. RETAS E PLANOS 15
2.5 Distancia entre ponto e reta, entre retas, entre
reta e plano e entre planos.

Exercicio 2.10. Calcule a distancia do ponto P = (1,—1,4) a reta

r—2 'y 1-=z
4 =3 27

T

Solugao: Podemos escrever a equacao da reta r como

r—2 y—0 =z-1

4 -3 -2
Sendo assim, um vetor diretor da reta r é " = (4, —3,—2). A distancia de P a r é dada
pela igualdade
AP A
ap,ry = ALAT (22)
17|

onde A é um ponto qualquer de r. Tendo o ponto A = (2,0,1) € r, entao
AP = (1,-1,4) — (2,0,1) = (-1,-1,3).

Calculando o produto vetorial

i 7k
APAF=| -1 —1 3 |=27+12]+ 3k — (—4k + 2] — 99) = 117 + 10] + 7F,
4 -3 -2

temos por (2.2) que

d(P,r) = 101,10, 7]~ V1124102 + 7 _\/ﬁ_\/@
=32 R (=32 (22 V29 V297

Portanto, a distancia entre o ponto P e a reta r é de aproximadamente 3,05 unidades de

medida.

Exercicio 2.11. Calcule a distancia entre as retas r e s, em que:
a) r: X =(2,1,0)+ A(1,-1,1), s:x+y+z=20r—y—1=0;
b)r:y=32—-2=3z+1, s:3x—2243=0=y—2—-2

Solucdo: a) Veja que 7= (1,—1,1) é um vetor diretor da reta r. Reescrevendo a reta s
na forma paramétrica, temos:
r+y+z2=0 z=—-T—Yy y=2x—-1
=

S =
20 —y—1=0 y=2x—1 z=—x—(2x—1)
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=\
y=2zx-—1
= = qy=2\—-1
z=-3x+1
z=—-3\+1

Assim, um vetor diretor da reta s é §= (1,2, —3). Entao, a distancia entre as retas r e s

¢ dada pela igualdade

AB -7 A
d(rs) = AB- A8 (2.3)
|7~ 81
onde A é um ponto qualquer de r e B é um ponto qualquer de s. Calculando o produto

vetorial 7 A §, temos:

i j ok
FAS=|1 —1 1 |=3i+)4+2k—(—k+2—3))=i+4]+3k=(1,4,3) £0.
1 2 -3

Além disso, considerando o ponto A = (2,1,0) € r e 0o ponto B = (0,—1,1) € s, também
temos
AB = (0,—1,1) — (2,1,0) = (=2, -2, 1).
Logo,
AB - FAG=(-2,-21)-(1,4,3) = -2 -8 +3=—T.

Substituindo na equacgao (2.3),

I Y S AV
V23R V26 26

Portanto, a distancia entre r e s é de aproximadamente 1,37 unidades de medida.

d(r, s)

b) Reescrevendo a equacao da reta r na forma paramétrica, temos:

A
T + =
r+1=y 3r=—-1+y 3
32—2=y 3z2=24y 2 A\
Z = g + g
< . . 11 )
com A € R. Entao, um vetor diretor da reta r é 7 = (§’1’ §) De modo anélogo,
reescrevendo a equagao da reta s na forma paramétrica, temos:
2\
r=—-14+—
3x—22+3=0 3r=-3+2z2 3
S: = = Jy=2+\ )

y—z—2=0 y=2+z
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2
com A\ € R. Logo, um vetor diretor da reta s é §= (5, 1,1). Note que

i j Kk
ng=|1/3 i 1/3 —7—1—27—%112 212—1—174—17 2= 1. 1
TAs= |1/ [Bl=itgitgh—\ghtgitgl) =375/ 3
2/3 1 1
L 2 1 1 - . . , o
Logo, "N\ § = 37973 # 0. Podemos assim aplicar a férmula da distancia entre
1 2
as duas retas dada em (2.3). Considerando o ponto A = (_§’O’ §) € r e o ponto

B =(-1,2,0) € s, obtemos

AB = (~1,2,0) — (—%,0, g) _ <—§,2,—§) .

2 2 2 1 1 4 2 2 4
Tonee (2a-2) (2h D)tz

Substituindo na equagao (2.3):

Entao,

~—

4
o4 9 4

I I IS
ey B VIV

Portanto, a distancia entre a reta r e a reta s é de aproximadamente 0,59 unidades de

medida.

Exercicio 2.12. Calcule a distancia entre a reta r e o plano m dados abaizo:
a) r: X =(1,9,4) + A(3,3,3), m: X =(5717,9)+A(1,0,0) + u(0,1,0),
b)riz—y+z2=0=20+y—2—-3, w:y—z=4.

Solugao: a) Um vetor diretor da reta r é dado por 7 = (3,3,3). O vetor normal 7 ao
plano 7 é o resultado do produto vetorial entre os seus vetores diretores @ = (1,0,0) e

v =(0,1,0). Assim,

N.l

=k =1(0,0,1).

S

I

£l

>

<y

I
_— O .
o O ;M

1
0
Calculando o produto interno 7 - 72, obtemos

7= (3,3,3)(0,0,1) =3 #£0.
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Logo, a reta r é transversal ao plano 7 e, portanto, d(r,m) = 0.

b) Escrevendo a reta r na forma paramétrica, temos:

r—y+2=0 T=Y—z rT=y—2z
T = =
2r4+y—2—3=0 2y —2)+y—2=3 3y—32=3
r=1
r=yY—=z
= = Qy=1+X ,
y—z=1
z2=A

com A € R. Entao, o vetor 7= (0,1,1) é um vetor diretor da reta r e 7 = (0,1,—1) é o

vetor normal ao plano 7. Calculando o produto interno entre esses vetores, temos
7-in=1(0,1,1)-(0,1,-1)=04+1—-1=0.

Logo, a reta r é paralela ao plano m. Vamos verificar se r estd contida ou nao em 7. Para

isso, tome A = (1,1,0) € r e o substitua na equacao do plano y — z = 4:
1-0=1+#4.

Logo, r nao estéd contida em 7. Nesse caso, d(r,7) = d(P, ), onde P é um ponto qualquer

de r, pois todos os pontos de r estao a uma igual distancia de 7. Usaremos a equacao

a-zo+b-yo+c-z+d]

Va2 + b2+ 2

onde P = (z9,yo,20) € a,b,c,d sdo os coeficientes do plano m. Considere o ponto A =

d(P,)

(1,1,0) € r e os coeficientes do plano 7 sendo a = 0, b = 1, ¢ = —1 e d = —4. Substituindo

na equacao dada acima, temos

0TI 1+ (=)0 (=) -4 3

V02 +12 + (—1)2 V2 V2

d(r,m) =d(A,r)

Logo,
_3V2

d(r,m) 5



Capitulo 3

CoOnicas

3.1 Elipse e circunferéncia.

Exercicio 3.1. Determine o raio, o centro, a equac¢ao reduzida e esboce o grdfico das

sequintes circunferéncias:
a) 2+ +8y+6=0;
b) 2 +y? —4x — 6y — 51 =0;
c¢) 22 +y* + 62+ 10y — 15 = 0.

Solucdo: a) Podemos reescrever a equagao x2 + 4> + 8y +6 = 0 como 22 + (y? + 8y) = —6.

Utilizando o método de completamento de quadrados, temos
(- 024 (P +8y+16)=—6+16 = (z—0)+ (y+4)*=10.

Logo, a equagao reduzida ¢ dada por 2%+ (y +4)? = 10, sendo o raio desta circunferéncia

igual a /10 e o centro dado pelo ponto C' = (0, —4).

b) Podemos reescrever a equacio deste item como (2% — 4x) + (y? — 6y) = 51. Usando o

mesmo método do item anterior, temos

(2 4z +4)+ (P —6y+9)=51+4+9 = (v—2)*+ (y—3)? =64
Encontramos assim a equacao reduzida (z — 2)% + (y — 3)* = 64 cujo raio ¢ dado por
V64 = 8 e o centro ¢ dado pelo ponto C = (2,3).
¢) De modo andlogo, reescreva a equagao como (z? + 6x) + (y* + 10y) = 15. Entao.

(2% +624+9)+ (1 + 10y +25) =15+ 9+25 = (v +3)>+ (y+5)* = 49.

19
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Figura 3.1: Circunferéncia de raio /10 e centro C' = (0, —4).

10

Figura 3.2: Circunferéncia de raio 8 e centro C' = (2, 3).

Pela equagao reduzida encontrada, temos o raio da circunferéncia igual a /49 = 7 e seu

centro dado pelo ponto C' = (-3, —5).
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-10

Figura 3.3: Circunferéncia de raio 7 e centro C' = (=3, —5).

Exercicio 3.2. Em cada caso, determine os vértices, os focos, a distancia focal, as me-

didas dos eizos maior e menor e esboce o grafico das sequintes elipses:
a) E :162* + 25y = 400;
b) E:x*+9y*=9;
¢) E:50—y*—222=0.
Solucdo: a) Dividindo a igualdade 162% + 25y% = 400 por 400, obtemos a equagio equi-

valente
16z*  25y% .

400 + 400

que pode ser escrita sob a forma reduzida

2 2
@ v
25 16

com p = 25 e ¢ = 16. Como p > q, trata-se de uma elipse com focos no eixo Ox. Além
disso, a equagao reduzida mostra que a elipse tem centro (0,0). Como a® = 25 e b* = 16,
temos a = 5 e b = 4. Logo, o eixo maior mede 2a = 10 e o0 eixo menor mede 2b = 8. Assim,
os vértices sao dados pelos pontos A; = (—5,0), A2 = (5,0), By = (0, —4) e By = (0,4).

A distancia focal é dada por 2¢, onde c satisfaz a equacao ¢ = a? — b* = 9. Assim, o
valor de ¢ é 3 e a distancia focal é 2c = 6. Dessa forma, os pontos focais sdo F; = (—3,0)
e F, =(3,0).
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|

Figura 3.4: Elipse de centro na origem e focos F} = (—3,0) e F;, = (3,0).

22 9y?
b) Dividindo a equagao x? + 9y = 9 por 9, obtemos a equacio equivalente 9 + % =1,
que pode ser escrita sob a forma reduzida
22
9

+L =1,

%
1
comp=9eq=1 Como p > q, trata-se de uma elipse com focos em Ozx, sendo seu
centro na origem (0, 0).

Além disso, a> = 9 e V> = 1, donde temos @ = 3 e b = 1. Logo, o eixo maior mede
2a = 6 ¢ 0 eixo menor mede 2b = 2. Como ¢® = a®—b% = 8, o valor de ¢ é v/8 ¢ a distancia
focal é 2¢c = 2v/8. Os vértices sdo os pontos A; = (—3,0), Ay = (3,0), B; = (0,—1) e
By = (0,1), e os focos, Fy = (—/8,0) e Fy, = (+/8,0).

1

Figura 3.5: Elipse de centro na origem e focos F} = (—/8,0) e Fy = (/8,0).
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¢) Dividindo a equagao 2z% + y* = 50 por 50, obtemos a equacao equivalente

22 2
2 v
50 50

que pode ser escrita sob a forma reduzida

com p = 25 e g = 50. Como p < ¢, trata-se de uma elipse com focos no eixo Oy. Veja
também que seu centro esta na origem.

Além disso, como a? = 50 e b? = 25, temos a = 5v/2 e b = 5. Logo, o eixo maior mede
2a = 10v/2 e 0 eixo menor mede 2b = 10. Assim, os vértices sio os pontos A; = (0, —5v/2),
Ay = (0,5v2), By = (=5,0) e By = (5,0). Como ¢* = a? — b> = 25, temos ¢ = 5. Entdo
a distancia focal é 2¢ = 10. Logo, os focos sdo F; = (0, —5) e F;, = (0,5).

Figura 3.6: Elipse de centro na origem e focos F; = (0, —5) e F» = (0,5).

Exercicio 3.3. Em cada caso, obtenha a equacao reduzida da elipse E.

a) E tem centro na origem e os focos no eizo Ox; o eixo maior mede 10 e a distancia
focal € 6;
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b) Os focos de E sao Fy = (—4,0) e F5 = (4,0), e o eixo maior tem medida 10;
c¢) Os focos de E sao Fy = (0,—2) e Fy = (0,2), e o eizo menor tem medida 4.

Solucao: a) Como temos o centro na origem e os focos em Oz, a equacao reduzida tem a

forma ) )
z Y
) + 5] =1, (3.1)

onde 2a é a medida do eixo maior e 2b é a medida do eixo menor. Foi dado que 2a = 10
e 2c = 6. Logo, a = 5 e ¢ = 3. Portanto v = a® — ¢ = 16. Logo, b = 4 e concluimos que

a equacao reduzida da elipse é

b) Por hipdtese 2a = 10 e

2 =d(Fy,Fy) = /(=4 —4)2+ (0—0)2 = V64 = 8,

2—¢>=9. Como o centro é (0,0), pois é o ponto médio do

logoa=5c=4eb’=a
segmento F1F;, e os focos pertencem ao eixo Ox, usamos a forma da equacao reduzida

dada em (3.1). Substituindo @ =5 e b = 3, obtemos a equagao

2

8

= 1.

2
Y
+ L
9

&
ot

¢) Por hipétese 2b = 4 e, portanto, b = 2. Como

2c=d(Fy, F) = /(00— 02+ (-2 -2)2=V16 =4,

concluimos que ¢ = 2. Entdo, a? = b®> + > = 4+ 4 = 8. Como a elipse tem o seu centro
na origem e os focos no eixo Oy, usamos a forma reduzida

{E2 y2
mt =1

Portanto, os pontos da elipse satisfazem a equacao
2

T — 1.
A

2
Y
+ =
8
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3.2 Hipérbole.

Exercicio 3.4. Determine, em cada caso, os vértices, os focos, as extremidades do eixo

conjugado e as equacoes das assintotas das sequintes hipérboles:
a) 25x? — 144y* = 3600,
b) y* —z* = 16.

Solucdo: a) Dividindo a equagdo dada por 3600, temos

que esta na forma reduzida. Logo, temos uma hipérbole de centro na origem e os focos
em Oz, pois o sinal de menos acompanha a varidvel y. Além disso, a®> = 144 e b* = 25 e,
portanto, a = 12 e b = 5. Logo, o eixo transverso mede 2a = 24 e o eixo conjugado mede
2b = 10. Além disso, os vértices sdo A; = (—12,0) e A2 = (12,0), e as extremidades do
eixo conjugado sao dadas pelos pontos By = (0, —5) e By = (0, 5).

Como ¢® = a? + b* = 144 + 25 = 169, temos ¢ = 13. Entao, os focos sao dados pelos
pontos F; = (13,0) e Fy = (—13,0).

b) Dividindo a equac@o da hipérbole por 16, teremos a equacao equivalente

que esta na forma reduzida. Logo, temos o centro sendo a origem e os focos em Oy, pois
o sinal de menos acompanha a varidvel . Além disso, a?> = b*> = 16, portanto a = b = 4.
Assim, os vértices sao A; = (0,—4) e Ay = (0,4), e as extremidades do eixo conjugado
sao dadas pelos pontos By = (—4,0) e By = (4,0). O eixo transverso mede 2a = 8 e 0
eixo conjugado mede 2b = 8.

Como ¢ = a®>+b? = 16416 = 32, obtemos ¢ = 4v/2. Entéo, os focos sao determinados
pelos pontos Fy = (0, —4v/2) e Fy = (0,4/2).

Exercicio 3.5. Determine uma hipérbole de excentricidade 2 e focos coincidentes com os
2 2

. X Yy
da el —+==1.
focos da elipse 5% + 5

Solucao: Considerando a elipse dada, observamos que seu centro esta na origem e seus
focos estao sobre o eixo Ox, pois sendo p =25 e ¢ =9 temos p > ¢q. Assim, a = /25 =5

eb=+9 = 3, onde a e b denotam os parametros geométricos da elipse. Neste caso,
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temos ¢ = a® — b?> = 25 — 9 = 16. Logo, ¢ = 4 e os focos da elipse, que sao iguais ao da
hipérbole, sdo os pontos F} = (—4,0) e I, = (4,0).
A partir de agora, a e b denotam os parametros geométricos da hipérbole. Dado que

a excentricidade da hipérbole é igual a 2, temos

A — Y

a
Logo b? = ¢* —a® = 16 — 4 = 12. Com isso, temos a equacao da hipérbole sendo da forma
2 2
? vy
4 12

pois seu foco encontra-se no eixo Ox.

3.3 Parabola.

Exercicio 3.6. Esboce cada uma das parabolas abaixo e encontre seu foco. Determine

também uma equacgao da reta diretriz e uma equacao do eixo de simetria.
a) ’rQ = _4y7
b) 2y* — 9z = 0.

Solugdo: a) A equagao dada ja estd em uma das formas reduzidas. A varidvel elevada ao
quadrado é z, logo a pardbola tem como eixo de simetria o eixo Oy. Sendo o termo nao
quadratico negativo, entao a concavidade da pardabola é para baixo.

Como 4p = 4, temos assim p = 1 e o foco no ponto F' = (0, —1). Logo, a equagao para

a reta diretriz é y — 1 = 0.

Figura 3.7: Pardbola com foco no ponto F' = (0,—1) e reta diretriz y = 1.
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b) A equagao 2y*> — 9z = 0 é equivalente a

A variavel ao quadrado é y, assim a parabola tem como eixo de simetria o eixo Ox. Sendo
o termo nao quadratico positivo, temos a concavidade voltada para direita.
Como 4p = 9/2, temos p = 9/8, e o foco dado por F = (%, 0) a equacao para a reta

diretriz é x + % =0.

|
(¥ ]

Figura 3.8: Pardbola com foco no ponto F' = (%, 0) e reta diretriz x = —

e J[N=)

Exercicio 3.7. Em cada item, obtenha uma equacgao da parabola que satisfaca as condi¢oes

dadas:
a) Vértice V= (0,0); reta diretrizr:y = —2;
b) Foco F = (2,0); reta diretrizr: x +2 = 0.

Solugdo: a) Como o eixo Ox é paralelo a reta diretriz dada e o vértice estd na origem,

temos que a parabola é da forma
% = +(4p)y.
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Sendo a reta diretriz de equagao y+ 2 = 0, entao p = 2 e a concavidade esta voltada para
cima. Logo, a pardbola tem equacao reduzida da forma

r? = 8y.

b) Observamos que o eixo Oy é paralelo a reta diretriz dada e o foco estd sobre o eixo Oz.

Logo, a parabola é da forma
2% = % (4p)y.

Sendo o foco F' = (2,0), temos que p = 2 e a concavidade estd voltada para a direita.

Logo, a equacao reduzida da parabola é

Yy~ = 8.



Capitulo 4
Quadricas

Exercicio 4.1. Reduzir cada uma das equacgoes a forma canonica e identificar a superficie

dada:
a) 2* +y* + 2% = 25;
b) 222 + 4y* + 22 — 16 = 0;
c) 362 + 16y? — 92 — 144 = 0;
d) 4% —y* + 422 — 4 = 0;
e) 22 —4x? —4y* —4=0.

Solucao: a) Esta equacao tem a forma canonica

.1]2 y2 22
4 L 2
25 25 " 25

Como todos os termos quadraticos desta equacao sao positivos e sendo a = b = ¢ =

V25 =5, esta superficie é uma esfera de centro (0,0,0) e raio igual & 5.

b) A equacao dada é equivalente a
2

x
—~ + =1
8

2 2
+ L4z -
416

Temos entao a equacao de uma elipséide, pois todos os termos quadraticos sao positivos

e distintos, com centro na origem.

¢) A equacao dada é equivalente a
2

x y: oz
4 9

_|_



CAPITULO 4. QUADRICAS 30

Como apenas um termo quadratico é negativo, esta é uma equacao de um hiperboldide
de uma folha. Neste caso, o eixo distinguido é o eixo Oz.

As intersecoes deste hiperboldide com os planos z = k sao elipses no plano Ozy. Uma

intersecao especial é com o plano z = 0, o que resulta na elipse T + 9 - 1.

d) Reescrevendo a equacao dada na forma canonica, temos
-yt 4=

Esta equacao representa um hiperboldide de uma folha com eixo distinguido Oy.
As intersecoes deste hiperboldide com os planos y = k sao circunferéncias no plano

Oz z. Em especial, a intersecao com o plano y = 0 é a circunférencia x? + 2% = 1.

e) Reescrevendo a equagao dada na forma canonica, temos

2
z
T2yt =1

4

Como dois dos trés termos quadraticos sao negativos, esta equagao representa um hiper-

boléide de duas folhas com eixo distinguido Oz.



