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Multiplicadores de Lagrange - Parte II

Os multiplicadores de Lagrange nos auxilia a maximizar e minimizar uma funcao f que esta
sujeita a restricoes de uma ou mais funcoes g, h,.... Vamos ver a definicao de gradiente e o
Metodo dos Multiplicadores de Lagrange.

Definicao: Se f é uma fungao de duas variaveis z e y, entao o gradiente de f é a funcao ve-
torial V f definida por:

Vi) = o) Sye0) = i+ o

Definigcao: Para uma funcao f de trés variaveis, o vetor gradiente, denotado por V f ou

grad f é:
0 0 0
VH (e 0:2) = (.9, oo, 2) Lo ) = i g+

M¢étodo dos Multiplicadores de Lagrange: Para determinar os valores maximo e minimo
de f(z,y, z) sujeitos a restri¢ao t(x,y, z) = k [supondo que esses valores extremos existam e
que Vg # 0 sobre a superficie g(z,y, z) = k|:

(a) Determine todos os valores de x, y, 7 e | tais que
Vf(z,y,z) = AVg(z,y,2)

e g(x,y,2) =k
(b) Calcule f em todos os pontos (z,vy, z) que resultaram do passo (a). O maior desses valo-
res serd o valor maximo de f, e o menor sera o valor minimo de f.

Também podemos encontrar o maximo e o minmo de f(z,y,2) que esteja restrito por
duas ou mais fung¢oes. Para isso, tomemos uma funcao f(z,y,z) restrita por g(z,y,z) = k,
h(z,y,z) = c. Geometricamente, isso significa que estamos procurando pelos valores extremos
de f quando (z,y, ) esta restrito a pertencer a curva C, obtida pela intersec¢ao das superficies
de nivel g(z,y,2) =k e h(z,y,2) = c.




Figura 1: Imagem retirada de: STEWART, J. Calculo, volume 2, pg.863.

Multiplicadores de Lagrange no SageMath:

Para facilitar, vocé pode copiar as areas em azul e verde, colar no SageMath e substituir as
verdes pelas informacoes que vocé tem, como a funcao, o ponto, o intervalo etc.
Defina as variaveis e as funcoes

= var(’ )
f( )=
g( )=
h( )=

Calcule os gradintes em células separadas
f.gradient()
g.gradient()
h.gradient()

Agora definimos as varidveis 1;m,... que correspondem a A, y ,...
=var(’l,m’)

Vamos calcular os valores de x, 4, z..., [, m, ... utiliando um sistema de algebra computacional.
sol=solve(| == I*
+ m*
7 , .t )

sol

Dessa maneira fica visivelmente poluido, entao utilizamos o comando show para facilidar a
visualizacao
show (sol)

Agora, substituimos os valores de z,y, z... na fun¢ao f(z,y, z,...) para encontrarmos o ma-
Ximo e 0 minimo.

Exemplo 1

Determine os valores extremos da fungao f(z,y) = 2% + 2y? no circulo 22 + y? = 1.



In [1]: | y=var('y")
In [2]: | f(x,y)= x"2+2%y"~2
In [3]: | g(x.y)= x*2+y"2

In [4]: | f.gradient()

Qut[4]: (%, y) |--» (2%x, 4%y)

g.gradient()

(6 y) [-=> (2%, 2%)
In [6]: 1= var('1l")

In [7]: | sol= solve([2*x==1*2%*x, 4*y==1*2%y, 1==x"24y~2], (x,y,1))

In [8]: | show(sol)

[x=1Ly=0I=1],[x=(-D.y=01=1],[x=0,y=(=1.[=2].[x=0,y= 1,1 =2]]

In [9]: | 1°2+2%0~2

Out[9]: 1

In [18]: (-1)~2+2*@~2

out[1e]: 1

In [11]: (8)~2+2%(-1)"2

Out[11]: 2

In [12]: | (@)~2+2%(1)~2

out[12]: 2

Portanto, os valores extremos da funcao f(z,y) = 22 + 2y* no circulo 22 + y* = 1 sdo: o
maximo é 2 e o minimo ¢ 1.
Exemplo 2

Determine o valor maximo da func¢ao f(z,y, z) = 2 + 2y + 3z na curva da intersec¢ao do plano
r —y+ z=1com o cilindro 2% + y? = 1.



In [1]: |y,z = var('y,z")

In [2]: | F(x,y,z)=x+2%y+3%z
In [3]: | g(x,y,z)= x-y+z
In [4]: | h(x,y,z)= x"2 +y"2

In [5]: | f.gradient()

In [6]: | g.gradient()

Outl&]: (x, y, z) [--» (1, -1, 1)

In [7]: | h.gradient()
Out71: (%, v, 2) [--> (2%x, 2%, @)

In [8]: 1l,m= var{'l,m’

In [2]: sol=solve([1==1*L1+m*2%x, 2==1%*(-1)+m*2%y, 3==1%1, 1-=x-y+z, 1-=x"24y"2],(x,y,z,1,m))

sol
Out[2]: [[x == -2/29%sqrt(29), y == 5/29%sqrt(29), z == 7/29%sqrt(29) + 1, 1 == 3, m == 1/2%sqrt(29)], [x == 2/29%sqrt(29), y == -5/29*%
sqrt(29), z == -7/29%sqrt(29) + 1, 1 == 3, m == -1/2%sqrt(29)]]
In [18]: show(sol)
2 5 7 1
e p—— P= — 0 - = — gl = = — 2
“_1:— % 29.}—29 J),«.—Eg H9+I._!—3._m—2 JJ].

2 5 7 1
x=5 VOy=—75 \/@.z:—g W+ 1LI=3m=— \/20”

In [11]: | -2/29%sqrt(29) + 2*(5/29*sqrt(29)) + 3*(7/29*sqrt(29) + 1)

Out[i11]: sgrt(29) + 3

In [12]: | 2/29%sqrt(29) + 2*(-5/29%sqrt(29)) + 3*(-7/29*sqrt(29) + 1)

Out[12]: -sgrt(29) + 3

Logo, o maximo da fun¢do f(x,y,z) na curva da intersecgdo com o plano z —y+ 2z =1¢e
com o cilindro 22 +y* = 1 & v/29 + 3.
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