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Limite de funcoes

Para comegar nossos estudos sobre limite abordaremos a nocao intuitiva e as definigoes formais.
Observe a Figura 1 que correspode ao grafico da fungao f : R — R definida por f(z) = 2z — 3:

Figura 1: Grafico da fungao f(z) =2z —3

Analisando alguns pontos pertencentes ao grafico de f(x) obtemos a seguinte tabela:

x f(z) z f(z)
0,8 1,4 1,2 —0,6
0,9 —1,2 1,1 —0,8
0,99 | —1,02 L,IT | —0,78

0,9999 | —1,0002 1,1111 | —0,7778

Podemos perceber, com o auxilio da tabela e da Figura 1, que ao tomarmos valores de x menores que 1,
mas que se aproximam de 1, f(x) se aproxima de —1.

O mesmo vale para x maiores, mas préximos de 1, logo, podemos concluir que, quanto mais préximo de 1 o
valor de z for, mais préximo de —1 o valor de f(x) serd, ou seja, f(x) tende a —1, quando z tende a 1, ou ainda,
em linguagem matemaética,

lim f(z) = lim 2z — 3 = —1.
rx—1 rz—1

Em outras palavras, podemos expressar estas distdncias usando mdédulo, assim, para tomar distancias tao
pequenas quanto quisermos entre f(z) e —1, basta encontrar |« — 1| pequeno o suficiente. Para aproximarmos
| — 1| usaremos ¢ (epsilon), ja para |f(z) — (—1)| adotaremos ¢ (delta).

Note que podemos tomar valores de x menores que 1, ou seja, se aproximar de 1 pela esqueda, ou tomar
valores de x maiores que 1, ou seja, se aproximar de 1 pela direita, assim como mostrado na tabela.

A esses dois casos damos os nomes “Limite Lateral a Esquerda”e “Limite Lateral a Direita” respectivamente.

Agora que ja temos uma ideia da nogao intuitiva podemos escrever a defini¢cdo formal de limite.



Definicao de limite: Considere uma funcao definida para todo niimero em
algum intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente no préprio nimero a.
O limite de f(x) quando x tende a a serd L, escrito como:
limg o f(z) =L
se a seguinte afirmativa for verdadeira.

Dado € > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que
se 0 < |z —a| < entdo |f(x) — L| <e.

Defini¢cao de limite lateral pela direita: Seja f uma funcao
que estd definida em todos os nimeros de algum intervalo aberto (a,c). Entao,
o limite de f(x) quando x tende a a pela direita é L, escrevemos
hmac—>a+ f(:L‘) =L
se, para todo £ > 0, existir um & > 0, tal que
se 0 <z —a<dentdo |f(x)— L| <e.

Defini¢cao de limite lateral pela esquerda: Seja f uma funcao
definida em todos os nimeros de algum intervalo aberto (d,a). Entao, o limite
de f(z) quando z tende a a pela esquerda é L, escrevemos
lim, .- f(x) =L
se, para todo ¢ > 0, existir um ¢ > 0, tal que

se0<a—x<dentdo |f(x)—L|<e.
(Podemos encontrar essas definigdes e muito mais em [1] , pag.58,73,74.)

Como calcular limite no SageMath:

Sendo f uma funcgao, para calcular limite no SageMath basta escrever:
limit(f(x), x=valor que f(x) esta tendendo)

Ja para calcular limites laterais basta adicionar dir="right’ para limite a direita, ou, dir=’left’ para limite a

esquerda depois do valor que x estd tendendo, ou seja:

limit(f(x), x=valor que f(x) esta tendendo, dir="right’ )
limit(f(x), x=valor que f(x) esta tendendo, dir="left’ )

.1'2

Podemos ver um exemplo na Figura 2 com as fungdes f(z) =2z — 3 e g(z) =

:1771:

In [1]:  limit(2*x-3, x=1)

Out[1]: -1

In [2]: limit(2*x-3, x=1, dir="right")

out[2]: -1

In [4]: limit(2*x-3, x=1, dir="left')

Out[4]: -1
In [5]: 1imit((x**2)/(x-1), x=1)
Out[5]: Infinity

In [6]:  limit((x**2)/(x-1), x=1, dir="right')

Out[6]: +Infinity

Tn [7]: limit((x**2)/(x-1), x=1, dir="left")

Out[7]: -Infinity

nf[ ]:

Figura 2: Exemplo



Observagoes: O software SageMath sé entende a letra x como varidvel, se quiser utilizar outras sera necessario

defini-las.
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