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Uma demonstracao detalhada do Teorema de Gauss-Bonnet

Felipe Gabriel Bogo — Email: felipegbogo@gmail.com

Resumo: O teorema de Gauss-Bonnet traz uma ligacao entre a geometria diferencial
e a topologia. Sua importancia se da na relacao da informagao geométrica de uma
superficie e de suas caracteristicas puramente topolégicas. Neste artigo apresentamos
uma demonstracao cautelosa e com todos os pré-requisitos do teorema de Gauss-
Bonnet. Por fim, apresentamos algumas aplicacGes deste resultado.
Palavras-chave: Teorema de Gauss-Bonnet, Caracteristica de Euler, Aplicagoes.

1. Introducgao

No século XVIII Carl Friedrich Gauss expandiu de forma expressiva a teoria de geome-
tria, publicando seu renomado texto disquisitiones generales circa superficies curvas (DOM-
BROWSKI, 1979). Neste texto, Gauss analisa antigos resultados da geometria Euclidiana
classica para a geometria das curvas e superficies. Um desses resultados afirma que a soma
das medidas dos angulos internos de um triangulo é 7 radianos. Gauss propos que em uma
superficie geral S, se considerarmos um triangulo 7" formado por caminhos de menor compri-

mento, i.e., geodésicas, a soma das medidas dos seus angulos internos ¢ dada pela equacao
/KdT+7T:a+B—|—%
T

em que K é a curvatura Gaussiana de S e «, 3,7 sao as medidas dos angulos internos do
triangulo. Podemos observar que se 1" é um triangulo num plano, as geodésicas sao retas,
implicando que / KdT' = 0. Logo, m = a +  + 7, condizendo com o teorema cléssico.

Em (DOMBR%WSKI, 1979, p. 55), Gauss forneceu uma demonstragdo concreta para

este fato. A generalizacao mais natural deste resultado, surgiu gracas ao seguinte teorema

de Hopf:

Teorema 1.1 (Hopf’s Umlaufsatz) Sejam « : [0,1] — R? uma curva reqular e parametri-
zada pelo comprimento de arco por partes, simples e fechada. Sejam também 0 =t < --- <

ty = 1 uma particao de [0,1], com os vértices de a dados por a(ty),...,a(ly) e os dngulos
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exteriores dados por @1, ..., ¢, respectivamente. Entao,

k ity k
Z/ k(s)ds + ) ¢y = £2,
i=1 i i=1

em que k(s) € a curvatura de «.

tit1
Observagao 1.2 Note que a mtegml/ k(s)ds esta bem definida no intervalo [t;, t;y1] e
tA

como o (t) € S* para todo t € [t;, t;11], ‘existe uma fungdo angular suave 6; : [0,1] — R tal

que o/ (t) = (cosb;(t),sinb;(t)). Assim, podemos traduzir a equag¢io acima como:

k
Zwi(ti_) —0:i(t7,)) + Z¢z = 2.

Mais ainda, o resultado desta equacdo € 2w quando o € orientada de modo que a normal

aponta para dentro da regiao que ela delimita e —27 caso contrario.

2. Teorema de Gauss-Bonnet

O Teorema de Hopf’s Umlaufsatz implica uma generalizacao do resultado de Gauss para
regioes simples de S, isto é, subconjuntos compactos de S contidos em uma vizinhanga
coordenada e com o bordo sendo o traco de uma curva parametrizada regular por partes,

fechada e simples de S. Esta generalizacao sera enunciada e demonstrada a seguir:

Teorema 2.1 (Teorema Local de Gauss-Bonnet) Sejam S uma superficie reqular e ori-
entada de R? e Q C X(U) uma regigo simples de S, em que X : U CR*> = VNS CR? ¢
uma parametrizagcao ortogonal de S. Seja o : I — S uma curva parametrizada reqular por
partes, fechada e simples de S tal que a(I) = 092. Assuma que « é positivamente orientada
eque ) <ty < -+ <t =1 ¢€wuma particio de I. Com a notacio do Teorema de Hopf’s

Umlaufsatz, temos que

k tiv1 k
Z/ ky(s)ds + / KdQ+) ¢ =2m,
i=1 Yt Q i=1

em que ky € a curvatura geodésica da curva o e K a curvatura Gaussiana de S.

Demonstragao: Seja X : U C R? — VNS C R? a parametrizacao ortogonal contendo
a regiao . Uma vez que {X,(p), X,(p)} é base de 7,5, para todo p € X(U), podemos
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considerar o vetor normal unitdrio

_ Xu(g) x Xo(9)
| Xu(q) x Xo(q)|’

em que p = X(q),q € U (a existéncia desta normal em todo o ponto decorre de S ser

Ns(p)

orientada). Como estamos considerando « positivamente orientada, temos que Ng(a(s)) X

a/(s) aponta para dentro da regiao 2. Defina

Xu(q)
1 Xu(q)]

Podemos escrever a(t) = (X (u(t)), X (v(t))), pois a(l) € X(U). Como {e1(p), ea(p)} é base

para 1,5 e a é regular por partes, temos

e1(p) = e ea(p) == Ns(p) x e1(p).

o' (t) = a(t)er(a(t)) + b(t)ex(a(t)) em [t;, tirq].
Por hipotese « é parametrizada pelo comprimento de arco, e desta forma
1= o/(t)] = a(t)” + b(t)".

Isso implica que o/(t) € S e que existe uma fungiao angular suave 6; : [t;,t;11] — R tal que
a/(t) = cosb;(t)er(a(t)) + sin O;(t)ea(a(t)), com t € [t;, t;41], para toda partigao.

Portanto,

Do’ Lo De,
o (t) = —0i(t) sin 0;(t)er (a(t)) + cos Gi(t)ﬁ(a(t))

+0/(£) cos B (H)es(a(t)) + sin Qi(t)%(a(t))

= 0;(t)(sin0;(t)e1 (a(t)) + cos 0;(t)ea(ax(t)))
D62

Der (1) + sin ZORSICIO)

+ cos 0;(t)

+ ( —(a(t)), eg(a(t))> (—sinb;(t)er(a(t)) + cosO;(t)ea(a(t)))
= (#10) + (Zal) ala(t) ) Netato) x o'0),

Note que as igualdades acima sao vélidas pela natureza da normal ao longo de uma curva

regular e da definigdo da derivada covariante, para todo t € [t;,t;11]. Com isso, concluimos
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que
1(0) = (@"(0) Nsfa() x () = 610) + { 2 (a(0)cafa(t) ).

Como a parametrizacao que estamos considerando é ortogonal, pelas equacgoes de compati-
bilidade temos que
_ Xu(u(t), v(t)) Xy (u(t), v(t))

ORI DAV TORIO)

Note que estamos interessados em calcular o produto interno <%(a(t)), 62(@(t))>, e para

isto so precisamos das coordenadas relacionadas com o vetor da base X,. Temos,

D
o <%(a(t))) =u' (I X, (at) + ' ()T X, (a(t), em que 7, é a projecio em X,,.

Assim,

(ZH ) clal) ) = AWO + 00T
1

:’4<‘“““2G@wwnxw
= B (1) Bufu(t),v(t)) + /() Culu(t), v(1))
= (@ (8), — (8)), (B (ult), o(t)), BE.(u(t), v(t))).

~—

em que A = % e B™t = 2y/E(u(t),v(t))G(u(t),v(t)). Como X (a(I)) é uma
curva de Jordan suave por partes delimitando a regiao X ~(£2), podemos usar o Teorema de
Stokes para calcular a integral da curvatura geodésica de a nas partigoes [t;,t;11] do seguinte

modo:

k k

S [ s = 30— 060

1=

41

* Zl /t ((0'(t), ' (1)), (BGu(u(t), v(t)), BE,(u(t), v(1))))dt

- Z(ei(ti‘ﬂ) — 0:i(tH))+

+/ (BG,(u(t),v(t))), + (BE,(u(t),v(t))), dudv
X1
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=S "(0:iti) — 6:t) — | Ka.

Finalmente, concluimos pelo Teorema de Hopf’s Umlaufsatz que

/KdQJrZ/ZH ds—l—Z(bZ—Z (t7) — 6:(t)) +Z¢1_27r

=1

Observacgao 2.2 A hipotese de a parametrizacao ser ortogonal € apenas para amenizar as

contas, mas o mesmo vale para parametrizacoes quaisquer da superficie S.

Demonstrado o resultado para regioes simples, o Teorema 2.1 se generalizou para o caso
de regioes regulares por partes de S, que sao subconjuntos de S cuja fronteira é vazia ou
uniao disjunta de um nimero finito de tracos de curvas parametrizadas regulares por partes,
fechadas e simples. Dizemos que T' é um tridngulo em S quando T é uma regiao regular
por partes, homeomorfa a um disco, cuja fronteira tem exatamente 3 vértices com angulos
nao nulos.

Com o avango da topologia no século XIX, foi demonstrado que toda regiao regular por
partes compacta {2 da superficie S admite uma triangulacao 7, ou seja, uma colecao finita 7

de triangulos 171, ..., T} tais que
(i) @=UL T
(it) Se T; NTj # 0, quando i # j, entdo T; N T; é um vértice ou uma aresta.
Uma demonstragao deste resultado é dada em (THOMASSEN, 1992, p. 126) por C. Tho-

massen. Como corolario da existéncia de triangulagoes para regides regulares por partes e

compactas, podemos definir o seguinte invariante topoldgico:
X(Q)=V—-FE+F,

em que V' é o numero de vértices, I/ nimero de arestas e F' niumero de faces da triangulagao de
€. Este nimero x(2) é chamado de caracteristica de Euler de (2. Este nimero de fato é
um invariante topolégico, pois dadas duas triangulagoes 71, 7o de €2, temos que x(71) = x(72).

Mais ainda, se a superficie S é orientavel, e orientada, existe uma triangulacao 7 de {2 tal que
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cada triangulo esta contido em alguma vizinhanca coordenada associada a parametrizacao
positiva. Além disso, se cada triangulo T € 7 é orientado positivamente, entao triangulos
que sao adjacentes induzem a orientacao oposta na aresta comum de ambos. Apds toda
essa discussao sobre os avancgos topoldgicos na teoria de curvas e superficies, foi possivel

demonstrar a versao global do Teorema 2.1.

Teorema 2.3 (Teorema Global de Gauss Bonnet) Seja S uma superficie reqular ori-
entdvel e orientada em R3. Seja Q0 C S wuma regido reqular por partes e compacta de S.

Entao,
k
/ KdQ + / ky(s)ds + ) ¢ = 2mx(9Q).
Q o0 i—1

Demonstragao: Seja 7 uma triangulacao de €2 tal que qualquer triangulo 7; esteja con-
tido em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacao ortogonal compativel com a
orientagao de S (essa triangulagao existe pelos comentarios feitos acima). Podemos aplicar

o Teorema 2.1 para cada triangulo, obtendo

3
Kdﬂ+/ ko(s)ds + ) ¢ = 2r.
/];- T} g() p; 2

Como pontos e arestas possuem medida nula, podemos somar a equacao acima para todos

os triangulos e obter
k
> / KdT; = / KdSQ.
i=1 VT f

Como triangulos adjacentes induzem orientacao contraria na aresta em comum, temos que a

intersecao dos triangulos se anulam na integral. Logo,

k

Z/ k;g(s)ds:/ ky(s)ds.

= Jor, o9
Portanto,

F 3 '
/QKdQ+/Bng(s)ds+ZZ¢;:27F.

i=1 p=1
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Mas,
k3 k
i i i 1
E E ¢p— E (B —aj —ay — a3)
i=1 p=1 i=1
f 3
— _ ) i g
= 3rF E E a,, onde a, =T — ¢,
i=1 p=1
Considere as seguintes relagoes:
FE. = numero de arestas externas de 7 FE; = numero de arestas internas de 7
V. = numero de vértices externos de 7 V; = numero de vértices internos de 7.

Como as curvas C; que formam o bordo de €2 sao fechadas, temos que E, = V,. Além disto,
por indugao é um pouco de combinatoria, podemos mostrar que 3F = 2F; + E.. Note que os
vértices externos podem ser vértices de alguma curva C; ou vértices dados por 7. Defina V.
como o numero de vértices das curvas C; e defina V,.; como o ntmero de vértices externos da
triangulacao que nao sao vértices de alguma das curvas Cj, temos que V, = V.. + V. Por

fim, temos que

F 3 Vee
3rF — Z Za; =2rE;, +7E, — 27V, — 7V, — Z(ﬂ' — %)
i=1 p=1 i=1
Vee

= 2B — iV, — 27V — Ve = D (= &)

=1

Vee
=2rE - 27V + Z gb;

=1

Finalizando a demonstracao. Ll

A beleza deste resultado se destaca na conexao entra a geometria diferencial (curvatura
Gaussiana, curvatura geodésica e angulos) com a topologia (caracteristica de Euler). Com
a classificacao de superficies compactas, conexas e orientaveis por meio do seu género, i.e.,
o nimero de “buracos” na superficie (ver E. Lima (LIMA, 2018, p. 143)), foi demonstrado
que a caracteristica de Euler de uma superficie satisfazendo as condi¢oes da classificacao é
2—2g, em que g é o numero de buracos da superficie. Se tratarmos uma superficie compacta,

conexa e orientavel como uma regiao regular com bordo vazio, temos como consequéncia do
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Teorema Global de Gauss-Bonnet que

/ KdS =2nx(S) =2n(2 — 29).
s

Em verdade, esta foi a generalizacao mostrada por Bonnet em 1848 que colocou seu nome

no teorema proposto por Gauss.

Com este teorema demonstrado por Bonnet e a classificacao das superficies conexas,

compactas e orientaveis, temos as seguintes consequéncias:

(4)

(i)

(iid)

Se K >0 em S, temos que / KdS > 0, e isso acontece apenas quando g = 0, ou seja,
S

S é homeomorfa a uma esfera.

Se K = 0, entao /KdS = 0. Logo, x(S) = 1, implicando que S é homeomorfa a um
s

toro.

Se existem duas geodésicas simples e fechadas v, e 75 em uma superficie S compacta,
conexa e com curvatura positiva, entao y; e v, se intersectam. De fato, como S tem
curvatura positiva, ela é homeomorfa a uma esfera. Entao se v; e 75 nao se intersec-
tam entao a regiao delimitada pelas geodésicas é a fronteira de um cilindro que tem

caracteristica de Euler 0. Pelo teorema de Gauss-Bonnet

/KdS—O
s

o que contradiz a hipdtese de K > 0.

Jordan-Schénflies demonstraram (ver (THOMASSEN, 1992, p. 127)) que a carac-
teristica de FEuler de um disco D no plano é sempre 1 e o disco D é homeoformo a
qualquer regiao simples R. Como o disco é uma regiao regular por partes e compacta,

temos que
k
KdR+/ k,(s)ds + ¢; =21
/ [ ks + 3

Mostrando que essa realmente é uma generalizacao da versao local.

Seja T" um triangulo geodésico em S com angulos externos dados por ¢1, ¢a, @3, como

T é uma regiao regular cujo bordo sao geodésicas, temos que ky(s)ds = 0. Logo,
oT

3

3 3
/KdT:27rx(T) —ZgzﬁZ =21 — (37?—2041) ZW—Z%,
T i=1 i1

=1
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onde «; sao os angulos internos de 1.
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Numeros de Bernoulli e o Problema da Basileia Generalizado

Marcos Calgada — Email: mcalcada@uepg.br
Maikon Luiz Mirkoski — Email: maikon.mirkoski@ifpr.edu.br

Marciano Pereira — Email: marciano@Quepg.br

Resumo: Neste trabalho, os polindmios de Bernoulli sao introduzidos por meio de uma
caracterizacao simples e, posteriormente, definimos os niimeros de Bernoulli. A seguir
estudamos as séries de Fourier dos polinémios de Bernoulli. Os diversos resultados

obtidos nos permitem resolver (parcialmente) o que chamamos de Problema da Ba-

I ‘ . 1
sileia generalizado, qual seja, encontrar uma formula fechada para a soma > ° | —
n

com p inteiro maior do que 1. A fungao zeta de Riemann é introduzida e mostramos a
sua conexao mais elementar com a teoria dos nimeros primos. Também procuramos
apresentar algumas informagoes histéricas com o intuito de mostrar a relevancia do
problema considerado.

Palavras-chave: niimeros de Bernoulli, polinémios de Bernoulli, séries de Fourier,
funcao zeta de Riemann.

1. Introdugao

Os niimeros de Bernoulli estao entre as sequéncias numéricas mais interessantes e impor-
tantes da Matematica. Historicamente, os niimeros de Bernoulli surgiram na obra poéstuma
Ars Conjectandi*, em 1713, do suico Jacob Bernoulli (1654-1705), na descri¢do de uma forma

de calcular a soma de poténcias de inteiros consecutivos
Syln) = 1727 o, ()

para inteiros n > 0 e p > 0. De forma mais precisa, os niimeros de Bernoulli nos permitem
calcular os coeficientes do polinémio de grau p + 1 na variavel n que é o valor de S,(n). A
Figura 1, com férmulas fechadas para soma de poténcias, com p de 1 a 10, estava na obra
de Bernoulli. Ele usou o simbolo [, um S alongado, para indicar a somatoria. Na notagao

moderna, as trés primeiras somas seriam:

- 1
g k= En(n +1),
k=1

!A arte de Conjeturar.
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Figura 1: Reprodugao da lista de formulas do livro Ars Conjectand p. 97

A formula geral para calcular a soma de p-ésimas poténcias nao foi explicitada por Ber-
noulli (APOSTOL, 2008), mas sabemos que
m—1 )

kP — P-‘rl
p+1

Bp+1
?

p>1,m2>2, (2)
k=1

sendo B, (z) um polindmio em x de grau n, chamado polinémio de Bernoulli, dado por
n
B, (z) = ; (Z) Bpa" ™k, n >0, (3)
em que os B} sao os nimeros de Bernoulli. Podemos defini-los recursivamente como:
el
By =1, e ; <k) By, =0, para n > 2. (4)

Por meio da equagao (4) verificamos que:

BO Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 BS B9 BlO Bll Bl?
1 1 T 1 1 5 691
1 1 =21 6101 -5%10 1510 ]—-5%101g!10 |-

Tabela 1: Numeros de Bernoulli

Da equagao (3), vemos que B, = B,(0) = B, (1), para todo n > 2. Os B,,, com n impar
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e maior que 2, sdo todos iguais a zero. Assim, usando a equagao (3) obtemos os polindémios

de Bernoulli:

Bi(z) = x— %,
By(z) = 2? —x+%,
B(z) = xs_%ﬁng,
1
By(z) = x4—2x3+x2—%,
Bs(r) = x6—3:c5+57x4—%2 %

Vale ressaltar que o japonés Takakazu Seki (1642-1708) também definiu os mesmos niime-
ros de Bernoulli no seu livro péstumo Katsuyo Sanpo®, em 1712. Este ¢ um caso em que nao
havera duvidas quanto a descoberta independente e praticamente simultanea de um mesmo
conceito (ARAKAWA et al., 2014, p. 2-3).

Os numeros e os polindémios de Bernoulli possuem muitas aplicagoes na Matematica. Por
exemplo, no estudo do tultimo teorema de Fermat (IRELAND; ROSEN, 1990), na expansao
de Euler-Maclaurin (APOSTOL, 1999; MARICONDA; TONOLO, 2016), no calculo de dife-
rengas finitas (MARICONDA; TONOLO, 2016; GRAHAM; KNUTH; PATASHNIK, 1995),
em analise combinatoria (COMTET, 2011; GRAHAM; KNUTH; PATASHNIK, 1995) ou na
teoria de distribui¢ao dos ntmeros primos (OLIVEIRA, 2013; STOPPLE, 2003).

Uma importante aplicagao dos ntmeros de Bernoulli é no estudo da distribuicao dos
nameros primos e da funcado zeta de Riemann ((s) (APOSTOL, 2008), definida para s > 1

pela série
=1
OEDIE (5)
k=1

Ha bastante tempo essa funcao atrai a atencao de varios matematicos de renome. Ela foi,
na verdade, introduzida por Leonhard Euler, apesar do nome. Ja no século XVII, ela estava
ligada ao famoso problema da Basileia. Para compreender o problema, convém recuar

a 1650, ano em que foi publicado o livro Nove quadrature arithmetice sev de additione

2Fundamentos da Arte do Calculo.
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fractionum, de Pietro Mengoli. E um livro sobre soma de séries, duas das quais sao:

=1 1 1

E_:l ... 6

—~n +2+3+ ()
e

=1 1 1

Eﬁ:1+§+§+---. (7)

n=1

No livro é demonstrado que a primeira série, a série harmonica, diverge. O autor também
levantou a questao de qual é o valor da soma da segunda série. Este problema também foi
discutido por Jacob Bernoulli em 1689. O problema s6 foi resolvido em 1735 por Leonhard

Euler. Ele mostrou que, de forma surpreendente,

=1 1 1 2
]+ .= 8
;nQ taito ™ 6 (8)

Variagoes dessa série s@o desde entdo muito estudadas, sendo que a equagao (8) é na
verdade ((2). Assim, o que estamos chamando de Problema da Basileia generalizado consiste
em obter uma féormula explicita para os valores da funcao zeta para inteiros maiores do que
1. O proprio Euler calculou mais valores da fungao zeta, chegando inclusive a calcular (26)
(DUNHAM, 1999).

Neste trabalho pretendemos apresentar uma solugdo (parcial) do problema da Basileia
generalizado, ou seja, encontrar uma férmula explicita para os valores da funcao zeta nos
inteiros positivos pares. Esta féormula envolve os nimeros de Bernoulli. Para tanto, fazemos
uso da teoria das séries de Fourier e seguimos um caminho totalmente diferente do caminho

histérico.

2. Numeros e Polinémios de Bernoulli

Nesta se¢ao introduzimos os polinémios de Bernoulli mostrando que sao os tinicos polino-
mios que satisfazem trés condi¢oes simples. Ja os nimeros de Bernoulli sao definidos como
sendo os valores em x = 0 dos correspondentes polindmios de Bernoulli. A seguir mostramos
como a sequéncia dos niimeros de Bernoulli pode ser obtida de maneira recursiva. Por fim

ilustramos esse resultado calculando os primeiros ntimeros de Bernoulli.

Proposicao 2.1 Eziste uma inica sequéncia de polinémios By,(x), m € N, tal que Bo(x) = 1
e, para todo inteiro m > 1,

(1) By, (x) = mBp1(x),

(i7) [} Bp(x)dz = 0.
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Antes de fazermos a prova da Proposi¢ao 2.1, observe que as condigbes (i) e (ii) s@o

equivalentes as condigoes:
(i) B(z) = mBp1(x),
(ii)" Bn(1) = B,,(0), Vm > 2.
De fato, se m > 1, entao

[ Butorts = [ 22 @i = s (Ba(1) = B 0)).

Demonstragao: (da Existéncia - Por indugao) Se n = 1, temos pela condicao (i)
Bi(z) =1 By(z) =1,

e assim,
Bl (IE) =+ cq,

para alguma constante ¢;. Mas pela condigao (ii) obtemos

1 .IQ 1 1
:/ (x+c)de=—+cazx| =-+a
0 2 .2
1 1
Portanto, ¢; = —5 e Bi(z) = 2 — 3
Suponhamos agora por indugao que para algum n > 2 existem By(z), Bi(z),. .., B,(z) po-

lindmios que satisfazem (i) e (ii). Vamos entao provar que existe um tnico polinémio By, 1 (x)
que satisfaz as condigdes (i) e (ii) com m = n + 1, isto é,

(a) Bji(2) = (n+1)Bu(2),

(b) fo Bus1(2)dz = 0.

De fato, como a integral indefinida de um polinémio é um polinémio, temos que
Bua(z) = Bunn(0) + (0 +1) [ Bty
0
é um polinémio que satisfaz a condigao (a). Além disso,

/01 Bui(z)dr = (n+1) /01 Bl (z)dz = (n+ 1)n /01 B,—1(7)dz =0,

pelas condigdes (a) e (b) e a hipotese de indugao. Provamos que existe um polindémio By, 11 (z)

que satisfaz (a) e (b).
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Resta verificar a unicidade. Seja B,.;(r) outro polinémio que satisfaz (a) e (b). Ou

seja,

-/

B, ,(z) = (n+1)B,(x) e /0 Bpi1(z)dx = 0.

Entao, para todo x,

-/

(But1 = Bnwt)' () = By y1(2) = By (z) = (n + 1) Bu(x) — (n+ 1) By (x) = 0.

Ou seja,

|

Byyi1(z) = Bnwa(z) + ¢,

para alguma constante c¢. Mas, por (b),

1 1 1
0= / B ii(x)dx = / B (7)dr + / cdr =0+c=c.
0 0 0

Logo, ¢ = 0 e Byy1(x) = Byyi(z), V. Assim, pelo principio da indugdo matemaética, vale a

proposicao. O

A sequéncia de polinomios da Proposicao 2.1 é chamada de sequéncia de polin6mios

de Bernoulli.
1
Exemplo 2.2 Vimos que By(x) =1 e By(x) =z — 3" Agora,
Bj(x) = 2By (x) =2z — 1,

de modo que
By(x) = 2* — 2 + ¢,

para alguma constante c. Mas

e

D

assim, ¢ =

BQ(I) :.TZ—CL"FE

Procedendo de forma semelhante podemos verificar que:



Nas figuras 2, 3 e 4 apresentamos os graficos de alguns polinémios de Bernoulli.
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Observe que o m-ésimo polindémio de Bernoulli é um polinémio de grau m, assim podemos

escrever

(9)
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y y
0.02f 0.02}
0.01} 0.01}
. . X ) ) L X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 4: Bs(x), Bg(x)

para certos escalares COms Clyms ** 5 Cmym- D,
m—1 m m—1
B (z) = E()ckmm k)am Rt = Em(
k=0
m—

=0
1
= m ( )ckﬁmxm_l_k.
k=0

Mas, pela condigao (i) da proposigao 2.1, temos B! (x) = mB,,_1(x), se m > 1. Logo, se

~— [/m—1 ~— [m—1
m ck’mxm_l_k =m ckm_lxm_k_l.
k k
k=0 k=0

Portanto, para k =0,1,2,--- ,m — 1,

) Ck,ml’m_k_l

m > 1 temos

—_
—_

Ck,m = Ckm—1-

Quer dizer, os coeficientes ¢ ,, nao dependem de m, apenas de k. Assim, podemos reescrever
a equacao (9) como
B(z) = ’; (’Z) cz™ ", (10)
Note que B,,(0) = (2) Cm = Cm, para todo m € N.
Os nameros B,,(0) sao chamados nimeros de Bernoulli e denotados por B,,. Logo,

pelo Exemplo 2.2, temos

1 1 1
Bo—l,Bl——§,Bz—g;B3—07B4——%7B5—0736—E-
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Nosso raciocinio anterior provou a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3 Seja m € N. Entao,
m m -
B(z) =Y (k)kam k. (11)
k=0

A proxima proposicao nos fornece uma féormula recursiva para calcular os nimeros de

Bernoulli e, consequentemente, os polinémios de Bernoulli.

Proposicao 2.4 Os numeros de Bernoulli satisfazem a relagao de recorréncia

<.
Il
o

Demonstracao: Ja que

se m > 1, pela Proposicao 2.3,
@ L (m 1 L (m+1 1
0 = "R dr = By——— = B
2;( ) / ! Z(k) "m—k+1 %( k ) "m+1
1

k=0
" 1
- B (T
m + o

Portanto,
m—1
1 1
<m—|— ) (m—l— )Bm:()’
m
k=0

ou ainda, de forma equivalente,

o (m+ 1)
1
k=0

Exemplo 2.5 Vamos calcular os 4 primeiros nimeros de Bernoulli usando a relagao de

recorréncia a Proposicao 2.4.
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Param =1,

Para m = 2,

Podemos facilmente continuar aplicando a proposicao 2.4 até obter a tabela abaixo.

BO Bl BQ BS B4 B5 BG B7 B8 BQ BlO Bll BlQ Bl3 Bl4 B15
1 1 1 1 1 5 691 7
L] =51 510 ]-310 110 -5%]0]gg| 0 -0 ]g]|0

Tabela 2: Numeros de Bernoulli

3. Polindomios de Bernoulli e Séries de Fourier

Nesta secao calculamos as séries de Fourier para os polindmios de Bernoulli no intervalo
[0,1]. A seguir definimos a fungao zeta de Riemann e provamos a equagao de Euler que
relaciona esta fungao com os niimeros primos. Por fim, utilizamos as séries de Fourier obtidas
anteriormente para expressar o valor da fungao zeta nos pares positivos em termos de niimeros
de Bernoulli.

Inicialmente, precisamos relembrar alguns fatos basicos sobre séries de Fourier: (FIGUEI-
REDO, 2018)

1) A Série de Fourier de um fungao periddica localmente integravel f : R — R de periodo 1
é a série -
+ Z ay, cos(2mkx) + Z bi sin(2mkx),

k=1 k=1

%o
2
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em que os coeficientes de Fourier de f sao dados por

1
ar = 2/ f(z) cos(2mkx)dzx, k>0,
0

1
by = 2/ f(x)sin(2rkx)dz, kE>1,
0

Note que, como f é periddica de periodo 1, ap = 0 se f é impar, e b, = 0 se f é par.

2) O Teorema de Fourier de Convergéncia Pontual afirma que a série de Fourier de f converge
para f(z) em todo ponto x no qual f é continua e tem derivadas a esquerda e a direita (néo
necessariamente iguais).

Fazendo uso desses fatos podemos provar a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1 As sequintes identidades sao vdlidas:
(1)
1 <= sin(2rkz
Bi(w) =——) % vz € (0,1).

(i) Se m ¢ par,

Bp(z) = 2(—1) 2 +! m! i“’s@”m), vz € [0,1].

Bo(x) = 2(—1) " ™ ism(%m), v € [0,1].

Demonstragao: Para todo m > 1, seja BE (x) a extensao periddica para R da restri¢ao de
Bp(x)al0,1]. Assim, B? (z) = B,(x) paraz € [0, 1], de modo que no célculo dos coeficientes
de Fourier de B? (z) podemos trocar B? (x) por B,,(z). Assim, os coeficientes de Fourier de

BP (z) sao dados por

1
apt = 2/ Bp(x) cos(2mkx)dx, k>0,
0

1
bt = 2/ B (x) sin(2rkz)dz, k> 0.
0
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Primeiramente, vamos calcular a série de Fourier de B;(x). Temos

1
ap = 2/0 By(xz)dx =0,

e se k > 0, usando integracao por partes obtemos

! in(2rkz)|" ! sin(2mrkx)

1—2/3 orkx)de = 2B L—z/B’ 2T

ay i 1(z) cos(2mkx)dx 1(z) k|, i (@) o
2 ! 1 [
= 0— 2k ), By(z) sin(2rkzx)dr = —%/O sin(2rkx)dxr = 0,
e

! 2B, (z) cos(2rkz) |* ! cos(2mkx)

b, = 2 B in(2rkx)dr = — 2 B (x)———=d
. /0 1(z) sin(2rkx)dx Sk ) + /0 1(2) 5 O

41 /1 (2rka)d !
— COS|£4TTRT )AX = ———.
mk Jo k

Como BY(x) é diferenciavel em [0, 1], segue-se do Teorema de Fourier de Convergéncia Pontual

(22 — 1) cos(2mkx) !
2k

0

que
[ee]

1 2 kx)
:——Z mkz) Vz e (0,1).
=

Suponhamos agora que m > 1. Temos, para k > 1,

! sin(2kz) |! ! sin(2mkx)
mo _ 9 B, Irkx)de = 2B, (1) PV o [ gl () 2RETEL)
aj /0 (x) cos(2mkx)dx (x) ok |, /0 ' () op 0%
= ——2/ mBy,—1(x) sin(2rkz)dx = L
B 2k ml ok *
! cos(2mkz) | ! cos(2mkx)
bit = 2| Bp(x)sin(2rkz)dr = —2B,,(v)——— 2| B (r)————=d
. /0 (x) sin(2wkz)dx (x) Sy O—I— /0 () ST
B,,(1) — 2k
_ (Bl ) +2/ B cos;:k I)dx

m
— 2 _ " m 1'
27rk / m—1(x) cos(2mkx)dx = 5

Para k£ = 0 temos

1
S 2/ B (z)dzr = 0.
0
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Verificamos entao, que

m_— ____pm-l 12

ak 27Tk k ) ( )
m o __ m m—1

bt = _27rkak , (13)

se m > 1. Logo, se m > 2,

e == (27mk)? G
mo_ _m(m — 1)bm—2
b (2nk)2 F

m—1 m'
b= (1) ————b;.
k ( ) 2 (27Tk3)m_1 k
Como aj, = 0 para todo k > 0 e, b = —# para todo k > 0, temos
ap =0, VEk >0, (14)
by = (—1) 2 =2(—1) 2 k> 1. 1
k ( ) (27T]€)m_1 Tk ( ) (27’{'[@’)7”’ v - ( 5)

Como BP (x) é continua e possui derivadas laterais em todos os pontos, temos pelo Teorema

de Fourier que se m > 1 e impar:

min Ml o= sin(27kx)
Bp(z) = 2(—-1)"%* "
@ =20 o

para todo z € [0, 1].
Agora se m é par e m > 4 obtemos, usando as equagoes (12), (13), (14) e (15).

m!

(2mk)™’

m (m—1)!

L) T D
k 21k (=) (2mk)m—1

m m
- =2(—1)z*H!
27k (=1)®

by = '=0.

mo
—a
ok ™
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Se m = 2 temos pelas equagoes (12) e (13):

9 2 ! 2 -1 2.2!
a — _—— = —_—— _ —
b ok * 21k \ 7k (2mk)?’
2

Em suma, se m > 2 e par temos:

ap = 2(=1)5H!
ay’ = 0,

pro= 0,  k>1

Como BP (x) é continua e possui derivadas laterais em todos os pontos, temos pelo teorema

de Fourier, que se m > 2 e par:

m | = cos(27kzx)
Bp(z) = 2(—1)5+ "

para todo x € [0, 1]. O

Observagao 3.2 Note que pelo item (iii) da Proposi¢ao 3.1 obtemos paran > 1,
B2n+1 = B2n+1<0) = 0.

Ou seja, todos os nuimeros de Bernoulli com indices impares sao nulos, exceto o primeiro.

Nas figuras 5, 6 e 7 estao os graficos de séries truncadas com 5 e 10 termos para alguns

polindémios de Bernoulli.
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E facil verificar usando o teste da integral que a série Z — converge se x > 1. Portanto,
n

n=1

estd bem definida a funcéo ¢ : (1,00) — R dada por

=1
C('I) = E?

n=1

(16)

a qual é chamada de funcao zeta de Riemann. Trata-se de uma das mais importantes
funcoes da Matemaética, pois possui diversas rela¢oes fundamentais com os niimeros primos.
De fato, a primeira conexao importante entre niimeros primos e a fungao zeta foi descoberta

por Euler e é apresentada no préoximo teorema.

Teorema 3.3 (Euler) Para todo s > 0, temos que

=251 (1 aE 1)
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de modo que

C()——C

8
RS
|
2] =
SN—
oy
©
I
()¢
2=

n=1

Agora note que

(1-5) (1-5) o= (1-5) -5 (1-5) e

Ou seja, todos os mutliplos de 3 sao removidos de (1 — —) ¢(s). Logo,
1 1 = 1
(-5)(-5)e- 2 5

Na ultima somatoria (n,6) = 1 indica o mdc de n e 6 que é igual a 1. Quer dizer, todos os
mutliplos de 2 e 3 nao estao presentes no somatorio. Assim, repetindo o mesmo argumento

para todos os primos menores que um nimero x, verificamos que

H(l—i>§(s):1+%+-”,

S
p<x p

em que foram retirados todos os multiplos dos primos menores do que z. Além disso, ¢ é o
menor primo maior ou igual a z e ¢ o menor termo depois de 1 presente no lado direito da

igualdade. Portanto, tomando o limite de x tendendo ao infinito obtemos

H(l—i) Cs) =1,

S
", D
0 que prova o teorema. O

Como uma consequéncia simples do ultimo teorema temos o seguinte resultado bem co-

nhecido sobre os ntimeros primos.

Teorema 3.4 Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que existe apenas um nimero finito de primos.
Entao, o produtoério do lado direito do Teorema de Euler envolve apenas um nimero finito
de termos e, portanto, tem limite quando s — 1. Porém, o lado esquerdo torna-se a série

harmonica no limite quando s — 1. Isso é uma contradicao, ja que, como sabemos, a série
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(2) | <) C(g) C(g) C(%g)

6 | 90 | 945 | 9450 | 93555
Tabela 3: Alguns valores de ((2k)

harménica é divergente. Logo, existem infinitos niimeros primos. 0

O préximo resultado é a solugao parcial do que chamamos de problema da Basileia gene-

ralizado e é o objetivo principal deste trabalho.

Proposicao 3.5 Seja m par e m > 2. Entao

(m) = (~1)F 112

em que B, € o m-ésimo nimero de Bernoulli.

Demonstragao: De fato, usando (ii) da Proposigao 3.1 obtemos

m o= cos(27k0)
B, — B — g(—1)E n

m)!

= 2(-)F Gcm)

de onde é claro o resultado. O

4. Consideragoes Finais

Verificamos que os valores da funcao zeta de Riemann nos inteiros positivos pares sao
dados em termos de uma expressao simples envolvendo os nimeros de Bernoulli. Todavia, até
hoje em dia nao se conhece uma féormula explicita para os valores da funcao zeta nos inteiros
positivos impares. O proprio Euler tentou obter tais formulas sem lograr sucesso. Algum
progresso foi obtido somente em 1978 quando Roger Apéry provou que ((3) é irracional,
embora nao se possa afirmar o mesmo para ((5), (7), e etc (DUNHAM, 1999). Sendo assim,

o que chamamos de problema da Basileia generalizado continua em aberto.
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