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A Matematica nos modelos do tipo SIR

Evandro Estevdo Marquesone — Email: marquesone@utfpr.edu.br
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana— UTFPR

Campus Cornélio Procépio-PR

Resumo: O modelo matemadtico SIR, referente aos Suscetiveis, Infectados e Recuperados
(ou Removidos), é aqui discutido em seus fundamentos. Falamos dos pilares da Epidemi-
ologia Matemadtica: o principio de acdo das massas e a teoria do valor limiar. Discutimos
também aspectos relacionados ao equilibrio do modelo, e uma breve se¢do sobre o estudo

qualitativo do modelo. Ao final, algumas consideragdes e criticas ao modelo SIR.

1. Introducao

A Epidemiologia Matemdtica, passou a ser um assunto de tanto interesse (publico
e académico) apds o surgimento das recentes epidemias e com a atual epidemia do
covid-19 (coronavirus) passou a figurar entre os topicos de grande interesse. Um
grupo de epidemiologistas do Imperial College de Londres, talvez nem tenham sido
os primeiros a fazer algum modelo matematico sobre o coronavirus, mas com cer-
teza foi um dos modelos mais influentes na tomada de decisdo por agentes publicos.
Principalmente depois que o governo do Reino Unido mudou sua estratégia de en-
frentamento do virus, esse modelo foi ainda mais noticiado. Muitas pessoas queriam
aplicar esses resultados em algum modelo matemético em sua regido, outros queriam
propor alternativas adicionais de enfrentamento da doencga, ou ainda quem quisesse

simplesmente entender como se dé a relacdo entre matematica e doenca infecciosa.

A Epidemiologia Matemdtica é um ramo da Matemdtica que tem o propdsito de
estudar a dindmica de uma doenca infecciosa. Ndo hd uma ferramenta matemaética
especifica, mas a grande maioria dos modelos mateméticos nesta temadtica, utilizam
de equacdes diferenciais ordindrias. Estes tipos de modelos estudam a dindmica das
populagdes. Se o interesse for estudar no modelo algum fator relacionado a dis-
persdo espacial ou a idade, entdo costumeiramente esses modelos costumam utilizar

as equagoes diferenciais parciais, para descrever algum desses comportamentos.

O primeiro estudo matematico feito de uma epidemia, é atribuido a Daniel Ber-
noulli. O trabalho foi publicado em 1760 e utilizava métodos matematicos para estu-
dar a efetividade das técnicas de “ variolacdo” ou “inocula¢do”, no combate da variola.
Ja a formulagdo de teorias especificas para modelos matematicos que descrevem a

dindmica de doengas infecciosas, e as propriedades destes modelos, s6 comegaram a
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ser estudadas no inicio dos anos 1900 (Yang, 2001). Dai em diante o campo da Epi-
demiologia Matematica foi sendo construido de forma consolidada. Aqui neste texto
vamos tratar de dois topicos, que sdo considerados os pilares da Epidemiologia Ma-
tematica: o principio da acdo das massas e a teoria do valor limiar. E comum encontrar na
literatura que a juncado destes dois itens formam a “pedra fundamental da Epidemio-
logia Matematica moderna”, como em (Anderson and May, 1992; Yang, 2001; Massad
et al., 2004).

2. Apresentando e estudando o modelo SIR

Em se tratando de doengas infecciosas, o0 modelo matematico que primeiramente
é lembrado para descrever esse tipo de problema, é o modelo SIR, ou modelo de Ker-
mack e McKendrick proposto em 1927 (Kermack and McKendrick, 1927). O modelo
SIR “inaugura” uma categoria nos modelos mateméticos, conhecida como modelos
compartimentais. Esse tipo de modelo divide a populagdo em compartimentos. No
caso do modelo de Kermack e McKendrick, temos os compartimentos dos Suscetiveis,

Infectados e Recuperados/Removidos, como ilustrado no diagrama da figura 1. Das inici-

s — 1 |—|R

Figura 1: Diagrama do Modelo SIR.

ais de cada compartimento, temos a maneira como ficou popularmente conhecido esse
modelo, SIR. Suscetiveis sdo os individuos que podem adquirir a respectiva doenga,
Infectados os individuos que estdo com a doenga e podem transmitir, e Recupera-
dos sdo os individuos que passaram pelo estdgio infeccioso. A ideia desse modelo,
e de qualquer modelo compartimental, é estudar o comportamento da populagdo de
cada compartimento, a partir da variagdo de cada compartimento. Ou seja, a mode-
lagem matematica é feita a partir do(s) fator(es) que influencia(m) o comportamento
em cada compartimento. Cada fator que influencia em determinado compartimento,
geralmente é convertido em um novo parametro. Estes fatores também podem ser
convertidos em outra populagdo, como no caso das doengas transmitidas por vetores.
Nesses modelos tem-se um grupo de equagdes para descrever os individuos afetados

pela doenga, e outro grupo de equagdes que vai descrever a influéncia dos vetores.

Voltando a tratar do modelo SIR, aqui temos que os individuos Suscetiveis sdo
infectados a uma taxa . Essa taxa pode ser interpretada como o percentual dos en-
contros entre Suscetiveis e Infectados, que podem resultar em um novo individuo

infectado, dai a justificativa do termo BSI que aparece no modelo em (1). O fato
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de considerar que novos infectados serdo proporcionais a taxa de encontros entre
individuos Suscetiveis e Infectados, ¢ uma consequéncia de se considerar que o mo-
delo em questdo tem sua transmissdo modelada pelo principio de agio das massas. No
caso do compartimento dos Suscetiveis, essa é uma variacdo negativa, j4 que novos
individuos infectados significam que deixaram de ser suscetiveis, e portanto o sinal
negativo que aparece no modelo (1). J4 no compartimento dos Infectados, esse mesmo
termo BSI representa uma variacdo positiva na populacdo deste compartimento. Ja a
variacdo negativa serd a taxa de saida deste compartimento, v, que em geral é obtida
pelo inverso do periodo infeccioso. Vamos tentar justificar esse fato. Estamos estu-
dando a variagdo dos Infectados com rela¢do ao tempo, e em modelagem matematica

encaramos isso como a derivada de I com relagdo ao tempo t. Isto €,

variagdo de Infectados Al

variacio do tempo At

que é uma aproximacdo de —, a taxa de variagdo instantdnea de I com relagdo a ¢, isto,

dt
é a derivada de I com relacdo a t. Se sabemos que 1 individuo infectado permanece
em média, nesse estado por um periodo de x dias, por exemplo, entdo temos que
% = % = v. Por esse motivo é muito comum encontrar na literatura que o
periodo infeccioso é de v, ou nesse caso de v~! dias. O modelo entdo é dado pelo

seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias:

45 = IS,

dl

ﬁ—ﬁIS—vI, (1)
dR —

Esse modelo descreve o comportamento em uma populacdo de tamanho N in-
dividuos, e para evitar equivocos, quando os individuos em questdo forem de al-
gum compartimento, o termo utilizado serd “subpopula¢do”, de modo que o termo
“populacdo” sera utilizado somente para a populacao total. Consideramos entdo que
S(t), a subpopulagdo de individuos suscetiveis no instante t; I(t), a subpopulagdo
de individuos infectados no instante #; R(t), a subpopulag¢do de individuos recupera-
dos no instante f; de modo que N = S(t) + I(t) + R(t), para todot > 0. Ressalta-se
que neste modelo supde-se que individuos recuperados ndo podem ser novamente

infectados.

Antes de qualquer estudo deste modelo, vamos discutir o primeiro dos dois pilares

da Epidemiologia Matematica, citados anteriormente, o principio da agio das massas.
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3. Principio da acdo das massas

O principio da agdo das massas ou lei de acdo das massas, é um principio que
foi herdado das reacdes quimicas. Nesse tipo de problema, tal principio diz que “a
taxa de reacdo é proporcional ao produto das concentra¢ées dos reagentes” (Murray,
1989). Em modelos matematicos que tratam de populagdes, esse principio determina
que as interagdes ocorrem de forma proporcional aos encontros. Em Epidemiologia
Matematica é possivel encontrar duas principais formulag¢ées para este principio. A lei
de acdo das massas (“verdadeira”) e a pseudo lei de acdo das massas. E se tratando de
modelos matemdticos que descrevem a dindmica de uma doenga, a forma de modelar
esses encontros vai definir a forma com que vai se d4 o contagio. Para apresentar de

forma didéatica, vamos reescrever o modelo (1) de duas formas:

s __ s __ I

@ = —PIS, @ = ~P'xS

dl — BIS —vI, ou i = &S —vl, @)
”(li—lf =vl. ‘fi—lf =vl

A diferenca nesses modelos se d4 nos termo de infec¢do: no modelo da esquerda
temos BIS enquanto que no modelo da direita temos B’ %S. Para que estes modelos
sejam equivalentes, com relacdo ao principio de a¢do das massas, é preciso que f = %/
Isso fard com que no modelo da direita tenhamos uma taxa de infec¢do total, f§/,
enquanto que no modelo da esquerda tenhamos uma taxa per-capita de infeccao, ja
que B é arazdo entre a taxa total de infecgdo e a populagéo total. E se tivéssemos p'1S?
Nesse caso teriamos uma modelagem que leva em conta a densidade da populagéo,

o que é mais aplicavel em plantas ou doengas animais (Keeling and Rohani, 2008).

Neste trabalho vamos nos manter nessas duas formulac¢des da lei de acdo das mas-
sas. Se voceé se interessou a respeito do que representa a escolha de cada formulagéo,
nos resultados analiticos do modelo epidemiolégico, um trabalho recomendado para
estudo é (Yang et al., 2016). Aqui os autores discutem quatro formulag¢des do principio

de acdo das massas, em um mesmo modelo matematico.

4. Equilibrio do modelo

Os pontos de equilibrio de um modelo matematico representam para onde as tra-
jetorias da solugdo de cada coordenada, cada equagdo, vai convergir com o passar do
tempo, e a partir de algum momento o sistema estara em equilibrio. Isto é, ndo havera
mais varia¢do. Por esse motivo, para determinar estes pontos se iguala cada equacao

a zero. Vamos considerar o modelo da esquerda, dos dois modelos apresentados em
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(2). Igualando cada equacdo a zero temos,

45 — —BIS =0,
ar _ —
g = BIS—vI=0, 3)

Nesse modelo e em boa parte dos modelos epidemiolégicos, ha dois pontos de
equilibrio de interesse: o ponto de equilibrio trivial, que o corre na auséncia da
doenga; e o ponto de equilibrio ndo trivial, ou equilibrio endémico, que é quando
a doenga esta em equilibrio. Pois bem, no caso do ponto de equilibrio trivial, vejamos

no modelo (3) que para I = 0 teremos,

s __

=0

dl __

i =0 (4)
dR _

Isso quer dizer que ao integrar qualquer equagdo do modelo (4), teremos a respectiva
varidvel igual a uma constante. Consequentemente essa constante serd determinada
pela condicdo inicial. Vejamos que nesse modelo, de acordo com o diagrama repre-
sentado na figura 1, a entrada no compartimento R se d4 somente pela passagem do
individuo de I para R. Logo se I = 0, teremos R = 0. Como a populagdo resultante
do modelo serd sempre N, logo na auséncia da doenca teremos o ponto de equilibrio
Py = (51, 1, Ry) = (N, 0, 0).

Passamos agora para o caso em que [ # 0, e consequentemente R > 0. Nesse
modelo ndo conseguimos encontrar exatamente um ponto de equilibrio, mas teremos
uma equagao, ou seja, uma solugdo analitica. Alids, poucos modelos ddo essa possibi-
lidade, de ter uma solugdo analitica, uma equagdo que va descrever no tempo, o com-
portamento de determinada subpopula¢do do modelo. Consideremos as condi¢des
iniciais I(0) = Iy, R(0) = 0e S(0) = Sp = N — . Um estudo feito em (Murray, 1989;
Bassanezi and Ferreira Jr, 1988) leva em conta que todas as equagdes do respectivo
modelo dependem de S e de I. Logo faz sentido estudar o modelo com base nas duas

primeiras equagoes, isto €,

dl _ pIS—vl v
is~ —pis 1+,85' 5)

Integrando ambos os lados de (5) obtemos,

I(t) :—S+%lnS+C, (6)
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onde C é uma constante. Utilizando as condi¢es iniciais determinamos que,
v
C=N-—1InS,. (7)
p
E substituindo (7) em (6) temos a seguinte equagdo,

S(t

un:N—ﬂw+3m(ll) (8)
p 50

Da equagdo (8) vemos que a subpopulacgdo I sera descrita pela populagao total N;

pela subpopulacdo S no instante ¢, e a condigdo inicial Sp; e pelos parametros v e B.

Da equagdo (5) temos que g—é > 0 se /%s > 1. Ou seja, I serd uma fungdo crescente se

S < % De forma andloga, I serd uma func¢do decrescente se S > %

Para fins diddticos, vamos enunciar um modelo matematico que permite determi-
nar o ponto de equilibrio endémico. Para isso, consideremos o modelo da esquerda
em (2) e vamos acrescentar uma taxa de mortalidade natural u, considerando que

cada individuo viva em média o tempo de p 1.

Adicionalmente vamos considerar
que todo individuo nasce suscetivel. Modelos com essas caracteristicas (nascimentos
e mortes) sdo conhecidos por considerar a demografia da populagdo. Dessa forma,

teremos o seguinte modelo,
43 = uN — BIS — S,
& =BIS— (v+p)l, 9)
‘fi—lf =vl—puR.

Igualando as equagdes a zero, determinamos dois pontos de equilibrio: P; = (N, 0, 0),

que ocorre na auséncia da doenga, e o ponto de equilibrio quando ha doenga, dado

por,

p*:@ﬂﬁ;m):(@+“%ﬁ( BN _Q’z( BN _Q)_ (10)
LA INUARD) PAv+n)

Essas coordenadas serdo os pontos de convergéncia, para onde a solugdo do sis-
tema ird convergir, de acordo com as condi¢des iniciais e valores dos parametros. As
solucdes, em geral existem, mas nado sdo conhecidas explicitamente, é preciso aplicar
um método numérico no sistema (9) para obtermos aproximag¢des numéricas para a
solucdo exata. Entdo, o comportamento de cada equagdo, com o passar do tempo,
serd descrito pela solucdo numérica, obtida por algum método numérico (em geral,
Runge-Kutta de ordem 4 para sistemas). Ja para a versdo anterior do modelo SIR,
o modelo da esquerda em (2), obtivemos uma solugdo analitica, a equagdo (8), que
nos dé de imediato, o comportamento da subpopulacdo de Infectados, em funcdo dos

parametros do modelo, da populagéo total N, da condicdo inicial na subpopulacédo de
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Suscetiveis, e desta subpopulac¢do no instante ¢. Vejamos que o simples fato de se con-
siderar nascimentos e mortes, no mesmo modelo, ja implicou no fato de ndo termos
mais uma solucdo analitica conhecida, e sim os pontos de equilibrio deste modelo. E
esse tipo de resultado é o que geralmente se espera obter em um modelo matematico

epidemiolégico.
5. O nimero basico de reprodutibilidade da doenca - Ry

O niimero bdsico de reprodutibilidade da doenga, Ro, é por defini¢do o niimero de in-
dividuos infectados secunddrios produzidos por um tinico infectado, introduzido em uma po-
pulagdo totalmente suscetivel (van den Driessche and Watmough, 2008; Diekmann and
Heesterbeek, 2000; Anderson and May, 1992). E uma expressao analitica de extrema
relevancia em um modelo matematico epidemiolégico. O Rg é um limiar matematico
e biolégico. Ou seja, em determinado valor, o comportamento do modelo muda, e
isso tem significados matemadtico e biolégico. Biologicamente podemos interpretar
o valor de Ry como a média de novas transmissdes, que um tUnico infectado pode
produzir, no inicio da infeccdo. Na tabela 1 podemos observar o valor de Ry para

algumas doengas.

Tabela 1: Valores de Ry de algumas doengas, de acordo com (Keeling and Rohani,
2008), com exce¢do do covid-19. Este foi determinado pelo modelo matemético do

Imperial College (Ferguson et al., 2020).

Doenca R,
Covid-19 24

Tuberculose 2,6

Influenza 3-4
Variola 35-6
Rubéola 6-7

Catapora 10 -12
Sarampo 16 - 18

Se Rp < 1, a doenga ndo avanga. Ja se Ry > 1, ou seja, cada individuo infectado
transmite em média para mais de uma pessoa, entdo a doenga avanca. Aqui temos
o limiar biolégico. Estas mesmas condi¢des de Ry fardo parte do limiar matemaético.
No caso do modelo SIR, teremos dois pontos de equilibrio. Ou seja, pontos em que o
sistema ndo vai ter variagdes, a partir de um certo tempo. Estes pontos sdo, o trivial
(Py, livre da doenga) e, o ndo trivial (P*, coexisténcia entre suscetiveis, infectados
e recuperados). Para esses pontos de equilibrio Ry serd o limiar matemdtico, para

determinar se serdo estdveis ou instdveis. E essa estabilidade pode ser tanto local
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quanto global, depende do estudo. Mas em ambos, o que deve acontecer é o seguinte:
se Ry < 1, temos P; estavel e P* instavel;, se Ry > 1, temos P; instavel e P* estavel.

Essas situagdes podem ser entdo resumidas na tabela 2.

Tabela 2: Sintese das situacdes possiveis, de acordo com valores de Ry.

Biologicamente Matematicamente

Rp <1 adoengando avanga P; estavel e P* instavel

Rp>1 a doenca avanga P; instavel e P* estavel

Mas como encontrar a expressdo analitica de Ryp? Bem, para essa pergunta nao
existe apenas uma Unica resposta. Vamos fazer aqui duas maneiras de se encontrar
este limiar. A primeira delas é indicada para modelos onde hd somente um comparti-
mento que transmite a doenga. Nas duas versdes de modelo SIR apresentadas, vamos
considerar a da direita, dos modelos (2). Intuitivamente podemos pensar que se a
variacdo dos Infectados com relacdo ao tempo for positiva, entdo teremos que cada
pessoa, em média, ird transmitir para mais de 1 pessoa. No inicio da doenga, temos
I1(0) =1,5(0) N e R(0) = 0. Assim,

dl I 1
$>O:ﬁN5_VI>O:>ﬁNN_V>O:

g

- > 1
v

Temos entdo que Ry = g
BN

v

Para o modelo SIR da esquerda em (2), dado inicialmente,

temos Ry = &~. Podemos entdo reescrever este limiar como,

1
R0:N><[3><;. (11)

Na equacdo (11) podemos interpretar Ry como: uma populagio totalmente suscetivel N,

sendo infectada a uma taxa B, durante o tempo %, que é a duragdo média do periodo infeccioso.

Para estudar a segunda forma de se determinar Ry, com o intuito de ser o mais
didético possivel, vamos fazer este estudo na tltima versdo apresentada do modelo
SIR, o modelo (9). Vejamos que é possivel tranquilamente aplicar o método comentado

anteriormente, para obter o Ry do modelo (9), e deixamos isso a cargo do(a) leitor(a).

A segunda metodologia para determinar Ry é conhecida como o Método da Matriz
Jacobiana, e tem esse nome porque utiliza a matriz jacobiana do respectivo sistema,
aplicada nos pontos de equilibrio. Por simplicidade algébrica, vamos trabalhar inici-
almente com P; = (N, 0, 0). Precisamos agora iniciar os estudo de estabilidade local
de Py, e para isso, determinar a matriz jacobiana do sistema (9) e em seguida aplicar

em P;. Dessa forma, vamos definir cada equagdo do respectivo modelo, como uma
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funcdo em termos das variaveis S, I e R. Isto é,

(dS

= = WN-BIS—pS = f(S, L R),

dI

- = BIS —(v+u)I = g(S, I, R), (12)
62_1: — uI—uR = n(S, I, R).

\

A Matriz Jacobiana do modelo (12) é dada por,

[ d d af 7 [ T
% % % ~u—pl  —pS 0
d d d
J=|% % £ |= Bl BS—(v+p) O |. (13)
dh dh dh
| s a1 k1 L0 v —H

O polindmio caracteristico da matriz jacobiana aplicada em P;, é obtido da equacgao
det(J(P;) — AI) = 0, onde I é a matriz identidade de ordem 3, e A é a varidvel que terd

como raizes do polindmio, os autovalores da respectiva matriz. Com isso obtemos,
A3+ A%y 4 Aag +ag =0, (14)

com ag = u?[(v + u) — BN]. Os demais coeficientes estdo em termos dos pardmetros,
mas neste momento ndo vamos precisar deles. A estabilidade local é estudada com
as condi¢des de Routh-Hurwitz, disponivel em (Murray, 1989) ou (Edelstein-Keshet,
2005), por exemplo. Essas condigdes vdo aumentando a medida que a ordem do
polindmio vai aumentando, mas a primeira delas é a de que cada coeficiente seja po-
sitivo. Por esse motivo, escolhemos considerar o estudo de P;, e analisar o coeficiente
ap, que é matematicamente, o mais simples. Pois bem, vamos entdo reescrever ay,
2 2 BN
=Pl = BN) = 2w+ [1- B

= p*(v+u)[1—Ry).

BN
. i W) . .
isso temos satisfeita a primeira das condi¢des de Routh-Hurwitz. Além do mais, para

Assim, encontramos que Rg =

. Vejamos que para Ry < 1 temos a9 > 0, e com

certos modelos s6 esse fato ja garante a estabilidade global e assintética de P; (Leite
et al., 2000). Para alguns modelos essa condicdo é suficiente para a estabilidade local

e assint6tica do ponto de equilibrio nao trivial (equilibrio endémico)(Soares, 2018).

Agora que ja temos R( para o modelo (9), vamos reescrever o ponto de equilibrio
endémico (10) em fun¢do de Ry. Depois de algumas manipulagdes algébricas, obtemos

o seguinte,
N p

P* = (S*, I*, R*) = (R_o’ 5 (Ro—1)

, %(Ro = 1)) . (15)
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De maneira andloga, ao fazer o estudo no ponto de equilibrio néo trivial, ou seja,
aplicando o ponto de equilibrio (15) na matriz jacobiana (13), espera-se que apareca
um termo da forma (Rg — 1). Assim, para a doenga existir precisamos que Ry > 1, e
isso consequentemente fard com que (Rg — 1) seja positivo, e portanto contribuindo
para o estudo da estabilidade deste ponto de equilibrio. Vejamos que o contrério
disso, Rg < 1, faz com que as coordenadas I* e R* sejam negativas. Além de ndo

fazer sentido biolégico, isso fara com que o ponto de equilibrio P* seja instavel.

Ainda com relagdo ao estudo da estabilidade de P*, se no ponto de equilibrio ndo
trivial ndo aparecer exatamente o mesmo Ry, isso quer dizer que provavelmente uma
das seguintes alternativas é verdadeira:

(1) vocé errou em alguma conta, alguma manipulagao algébrica, ao aplicar o processo
em Pj, e ao refazer as contas encontra o Ry que aparece agora em P*;

(2) existe um outro limiar, que aparece no ponto de equilibrio ndo trivial. Isso é co-
mum de acontecer em modelos com determinados fluxos, mas é importante garantir
que suas contas estdo impecaveis, antes de assumir que tem um limiar “geral”, que é

a soma de outros limiares.

Com relacdo ao método anterior, vejamos que o método da matriz jacobiana tem
uma certa formalidade matematica. No entanto, a medida que mais parametros e/ou
varidveis (e portanto mais equagdes) vao sendo acrescentadas no modelo, a dificul-
dade passa a ser a manipulacdo algébrica. Por mais que se use um software que
auxilie nas contas e determinar os coeficientes do polindmio caracteristico, a etapa
de reescrever o termo independente do polindmio de modo que o Ry apareca como
condicdo para que esse coeficiente seja posistivo, se torna cada vez mais drdua e de-
safiadora. Para esses tipos de modelo matematico, uma opgao passa a ser o Método da
Matriz da Proxima Geragdo (van den Driessche and Watmough, 2002). Nesse método,
com os compartimentos que infectam ou servem de passagem para um comparti-
mento infectante, se obtém uma matriz, a chamada “matriz da préxima geragdo”. O
raio espectral dessa matriz, ou seja, 0 maior autovalor em médulo, é definido como o
Rop. No entanto aqui a dificuldade é em determinar o raio espectral, a medida que au-
mentam as varidveis, e portanto aumenta a ordem do polindmio. Uma saida para essa
situagdo é utilizar a metodologia que foi provada em (Yang and Greenhalgh, 2015),
que consiste em simplesmente obter o0 Ryg como a soma dos coeficientes do polindmio
caracteristico, da matriz da préxima geracdo. Obviamente que o limiar obtido nesta
metodologia nem sempre é o raio espectral da respectiva matriz. Mas para o estudo
da estabilidade, sdo limiares equivalentes e isso estd garantido na prova deste traba-
lho. Essa metodologia, intrigante e eficiente ao mesmo tempo, foi utilizada em um
trabalho da autora principal, do método da matriz da préxima geracdo, em (van den
Driessche, 2017).
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6. Estudo qualitativo do modelo

Um dos fatores mais interessantes no processo de estudo em um modelo ma-
tematico, é entender a influéncia de alguns fatores no problema, sem termos qualquer
mensura¢do numérica sobre algum parametro. E obviamente quanto maior o mo-
delo, menor é a quantidade de estudos que se pode fazer nesse sentido. Entdo se
ha a pretensdo de se considerar mais varidveis, por exemplo, para algum modelo, é
importante ter em mente que as dificuldades matemaéticas (de manipulagdo algébrica,
determinacdo de Ry, determinac¢do dos pontos de equilibrio, por exemplo) irdo au-
mentar. Por outro lado, e ndo ignorando a ousadia e audacia de quem propde o
modelo, ao aumentar a quantidade de varidveis e/ou parametros, os resultados deste
terdo mais fatores acerca do problema. Adicionalmente, inserindo mais informagdes
no modelo, é inevitdvel que se insira mais incerteza na solugdo. Isso porque rara-
mente se tem alguma informagdo com exatiddo, sobre o parametro em questdo. E é
por esta razdo que especialistas recomendam fortemente que o primeiro modelo so-
bre qualquer tipo de problema a ser estudado, seja o mais simples possivel. Sobre
essa incerteza, uma maneira de “quantificd-la” é fazer um estudo de andlise de sensi-
bilidade. Uma metodologia para modelos epidemiolégicos, é proposta matematica e

computacionalmente em (Marino et al., 2008).

Vamos tentar fazer uma estimativa de Ry no inicio de uma epidemia. Para isso,
consideremos no modelo da esquerda em (2), que no inicio da doenga S ~ N, e assim

na equagao dI/dt teremos,

d
d_i — (BN — )L (16)

Resolvendo (16) por separacdo de variaveis, e considerando I(0) = I > 0 obtemos,
I(t) = IpeBN-V)t, (17)

Seja t; o tempo necessdrio para que o nimero de infectados dobre, isto €, que em (17)

tenhamos I(f;) = 2Ip. Ap6s algumas manipulagdes algébricas obtemos,

In2

tj = ——. 18
1= BN —v (18)
Considerando a equagdo (11), ou seja, Ry = ﬁTN, obtemos em (18),
In2 In2 BN In2 In2
tg = ——— N—v=—="—-1=— Ry=1+—| 1
d ,BN—1/:>/3 v tg = % vtd:> 0 +1/td (19)

Entdo a pergunta que pode surgir nesse momento é: ao comparar as equagdes (11)
e (19), que vantagem obtemos com essa Gltima? A vantagem é a de que Rj agora

ndo depende de B, o parametro que representa a taxa de transmissdo. Este parametro
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em qualquer modelo epidemiolégico é o que vai determinar a dindmica da doenga,
e consequentemente o mais dificil de se obter informag¢des e/ou estimativas. J4 na
equacdo (19) Ry pode ser estimado a partir de dados epidemiolédgicos. Vejamos que

1/_1

é o tempo em que cada individuo permanece transmitindo a doenga, o que na
maioria das vezes costuma coincidir com o periodo infeccioso, e é isto o que é consi-
derado no modelo SIR. Além do mais, t; pode ser obtido com base nas quantidades
de infectados em um determinado periodo, e extraindo esse tempo dos dados epi-
demiolégicos. E importante observar, que v é um paradmetro biolégico, e apesar de
variar de individuo para individuo, geralmente ha pouquissimas alternativas para
que o periodo infeccioso diminua em cada individuo. Na equacgdo (19) observamos
que Ry é inversamente proporcional a t;. Consequentemente, quanto maior t;, menor
Rp. Ademais, hd inameros fatores (sociais, culturais, socioecondmicos, politicos, entre
outros) que influenciam para que t; aumente ou ndo. Neste momento se faz impres-
cindivel observar as caracteristicas da doenca e da populagédo, ou seja, nos fatores que
influenciam na alteragdo de t;, para que sejam sugeridas e implementadas politicas
de satide ptblica, com o intuito de aumentar ¢4, 0 que implica em reduzir Ry. Ou seja,
implementar politicas que vao implicar na redugdo da média de casos secundarios,

que cada infectado pode gerar.

Um outro estudo que podemos fazer do modelo é com relagdo a fragdo de suscetiveis
do modelo, no equilibrio. Tanto para o modelo que estudamos, da esquerda em
(2), quanto para o modelo (9), a coordenada S no equilibrio endémico é S* = Rﬂo
Apesar de Ry ser uma expressdo diferente para ambos os modelos, a coordenada S

no equilibrio é dada na mesma forma. Com isso,

Fracdo de Suscetiveis = S—Z\}k = Rﬁo% = Rio' (20)
Com isso, ao comparar com as demais fragdes do modelo e usando a equacgdo (20)
devemos ter, ¢ R R .
W+N+W:1:>ﬁ+W:1_R_O' (21)
Da equacdo (21) podemos observar que a fragdo dos infectados e dos recuperados/re-
movidos, foram obtidas em funcdo da fracdo de suscetiveis. Ou seja, no equilibrio
endémico do modelo, teremos que a fracdo dos individuos que passaram pela infec¢ao
somada a fragdo dos que estdo infectados, é obtida em termos da fragdo de suscetiveis.
Para entender melhor isso, vamos observar a figura 2. Nessa figura podemos observar
a respeito do que alguns estudiosos afirmam sobre o Covid-19, a imunidade de rebanho.
Esses estudiosos afirmam que quando cerca de 70% da populacao ja tiver adquirido
a doenca, ndo havera mais risco de haver epidemia, e por isso a populagdo em geral

estara protegida. Pois bem, isso era o que pensava o governo do Reino Unido, antes de
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ser convencido pelo estudo do Imperial College (Ferguson et al., 2020). Neste estudo
a estimativa para o Ry do coronavirus é de aproximadamente 2,4. Para que tenhamos
entdo no minimo de 70% da populagdo que ja passou ou esta passando pela doenga,
é preciso que durante o periodo infeccioso, cada individuo transmita em média, para

cerca de 3,3 pessoas.
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Figura 2: Fracdo de Infectados e Recuperados no Equilibrio do Modelo. Grafico obtido

da equacdo (21), referente ao modelo da esquerda em (2) e também ao modelo (9).

Ou seja, para que a populagdo toda esteja protegida, é preciso que sejam infectadas
mais pessoas do que o referido estudo identificou. Inegavelmente, isso iria gerar um
caos no sistema hospitalar de qualquer cidade no mundo. Consequentemente, a busca

por esse limiar para a imunidade de rebanho, equivale a sacrificar muitas vidas.

7. Discussoes

E importante observar que o Ry de um modelo, obtido da expressdo analitica a
partir dos valores dos pardmetros, s6 é vélido no inicio da doenga. Isso porque em
sua defini¢do consta o termo populagio totalmente suscetivel. No decorrer da doenca
é usado entdo o niimero de reprodugio efetivo, que considera a fragdo suscetivel da
populacdo, em um determinado momento. Para mais detalhes sobre esse assunto,

sugerimos algumas referéncias (Allen et al., 2008; Yang et al., 2016).

Qualquer uma das versées do modelo SIR apresentadas em (2) é eficiente em uma
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escala pequena de tempo (sem nascimentos e mortes). Vejamos por exemplo o co-
ronavirus. Em se tratando do ciclo da doenga, dificilmente ultrapassa os 60 dias.
Ao mesmo tempo, uma pessoa hoje no Brasil tem a expectativa de vida de aproxi-
madamente 75 anos. Ou seja, a duragdo da doenca é de aproximadamente 0,2% da
expectativa de vida. Logo para estudos de curta duracdo, a auséncia de mortes e
nascimentos no modelo, ndo deve ser um problema. No entanto, caso estudos que
levem em consideragdo um tempo razoavelmente bem maior que o ciclo da doenga,

recomenda-se considerar a demografia.

Nos modelos apresentados em (2), novos infectados/soropositivos j& comecam a
transmitir assim que se tornam infectados, ou seja, assim que deixam o comparti-
mento dos Suscetiveis. Para resolver isso, uma sugestdo é criar o compartimento dos
Expostos. Esse compartimento serd de passagem, entre o compartimento Suscetivel e
Infectado. Ou seja, quem estd nesse compartimento ja foi infectado pela doenca, mas
ainda ndo estd transmitindo. Esse é o periodo de incubagdo, e para a maioria das
doengas, nesse estdgio ainda ndo é possivel detectar via exame, que tal individuo foi
infectado.

Pela simplicidade matemaética, as versdes do modelo SIR em (2) possibilitam inimeras
“andlises”matematicas, e inclusive solugdo analitica para os infectados, como a en-
contrada na equacdo (8). Do modelo SIR é possivel se extrair outros resultados ma-
tematicos, de complexidade matematica consideravel. Dessa forma, o(a) leitor(a) in-
teressado(a) em outros resultados analiticos do modelo SIR, bem como nas etapas

de obtencdo, pode consultar alguma das seguintes referéncias bibliogréaficas (Murray,
1989; Bailey, 1975; Frauenthal, 1980; Bassanezi and Ferreira Jr, 1988; Allen et al., 2008).
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Teorema de Stokes e Formas diferenciais no IR>

Doherty Andrade — Email: doherty200@hotmail.com

ReEsuMo: Neste trabalho faremos uma introdugio as formas diferenciais no IR® e apresenta-
mos os teoremas fundamentais do Célculo, Teorema de Green, Torema de Stokes e o Teorema
de Gauss, neste enfoque.

1. Introducao

O Teorema Fundamental do Célculo é o resultado mais importante e mais conhecido
do calculo de uma varidvel. Mas existe uma dificuldade em reconhecer que este teorema
é a versdo mais simples do mesmo resultado existente no cdlculo vetorial. Neste texto,
baseado em [1-3], esperamos tornar claro a relagdo entre os teoremas de Green, Gauss e
Stokes com o Teorema Fundamental do Célculo.

Inicialmente recordemos da defini¢do de integral de linha. Consideremos um campo
vetorial F(x,y,z) = (F;, F,, F3) definido sobre a regido D C R3 e um caminho 7 : [a,b] —
D C R® dado por (t) = (x(t),y(t),z(t)) com componentes de classe C!. A integral de
linha do campo vetorial F(x,y,z) = (F;, F», F3) ao longo do caminho v é dada por

b b b
| Fdr=[ B - vtdt= [ [BG0) 0+ BOWY 0 +BEO)Z 0] i @

E comum abreviarmos a expressdo acima (1), que define a integral de linha, por

b
/ F.dy— / Fidx + By + Fydz. 2)
a v

Desta forma o integrando F;dx + Fody + Fzdz fica mais destacado e podemos dar uma
interpretacdo com base no conceito de forma diferencial. Este modo de considerar a
integral de linha abre a possibilidade de estender o Teorema Fundamental do Célculo
para outras dimensdes.

Antes de fazermos isso, o que faremos com apenas duas e trés varidveis, precisamos
de alguns conceitos.

2. Iniciando com 1-Formas Diferenciais

Tomemos o espago R" e o vetor a = (ay,4ay,...,a,) € R". Definimos para cada 1 <
k < n, a funcdo projecdo dx; que associa a cada vetor a € R" a sua k-ésima coordenada.
Isto é:
dxi(ay,az,...,a,) = ay.

Geometricamente, dx; é uma func¢do que projeta um vetor a € R" sobre o eixo xk.


www.dma.uem.br/kit/jeepema

ForMmAs DIFERENCIAIS 18

Como é usual na matemadtica, podemos fazer combinagdes lineares dessas fungdes dxy
utilizando coeficientes constantes ou coeficientes funcionais. O resultado dessas combi-
nagdes sdo novas fungdes. Por exemplo, considere que Fi, B, ..., F, sdo fungdes reais
definidas em uma regido D C R”, podemos definir para cada x € D a combinacéo linear

wy = Fi(x)dx; + F(x)dxy + - - - + Fy(x)dxy. (3)
Assim, temos que wy atua em vetores 2 € R"” do seguinte modo:
wyx(a) = F(x)dxy(a) + FB(x)dxa(a) 4+ - - - + Fy(x)dxy(a) 4)

Uma func¢do wy como definida em (4) é chamada de 1-forma diferencial ou apenas
1-forma.

Por simplicidade, vamos nos concentrar apenas nas formas diferenciais do R3. Note
que em R3 existem apenas as 1-formas bdsicas dxq,dx; e dx3. Assim, todas as 1-formas
do IR?® sdo combinacdes lineares destas, o que resulta em formas do tipo:

wy = Fy(x)dx1 + F(x)dxy + F3(x)dxs. (5)
Exemplo 2.1

O nosso primeiro exemplo ja é conhecido por todo estudante de Calculo: a diferencial
de uma funcdo f : R — R é uma 1-forma. E o que este exemplo ilustra.

Seja f : R — R fungio diferencidvel em uma regido D C R>. A diferencial de f em
x € D, representada por d,f, é uma 1-forma em D. De fato, como d,f atua em cada
a= (ay,ap,a3) € R3 podemos escrevé-la como:

def@) = L@+ e+ 3L (o

dof@) = sE@dno) + 3L @ + 5L 0dn()

Por simples comparagdo com (5) obtemos que as fung¢des coeficientes sdo F, = %,k =
1,2,3.

E importante lembrar que nem toda 1-froma w com coeficientes resultando em campo
F ¢é diferencial de alguma f. Esta é uma situagdo especial e ocorre quando Vf = F.

Exemplo 2.2

Este exemplo procura ilustrar como a integral de linha de um campo F sobre um caminho
v é obtida por meio do conceito de 1-forma. Seja wy = Fy(x)dx; + Fa(x)dxy + F3(x)dx3
1-forma diferencial definida em uma regido D C R3. Se v(t) = (g1(t), $2(t),g3(t)),t €
[a,b], é uma curva diferencidvel com valores em D, em cada ponto x = y(t) € D podemos
aplicar a fungao w, ;) aos vetores tangentes 7'(t). O resultado é um ntimero real que
pode ser expresso como:

W, (Y (1) = F(v(£))dx1(v/(£)) + F2(v (1)) dx2 (7' () + F2 (v (£))dx3 (7' (1))
= Fi(v(£)g1(t) + R2(v(t))ga(t) + F2(7(t))g3(t)
= F(y(t)-~(1),
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que é precisamente o produto interno entre os vetores F(7(t)) e 7/(t) que aparece na
definicao dada em (1).
Assim,

b b
| Ea®) v (e = [ w2 ()t

que podemos usar para definir a integral de 1-forma w, ao longo de uma curva :

b
[wr= [ Fa®)- (0
0% a
Assim, obtemos integral de linha empregando o conceito de 1-formas diferenciais.

3. Produto exterior

Agora definimos um tipo de operacdo, denominada de produto exterior, entre duas
1-formas dx; e dx]-, 1 <i,j < 3. Observeque que este produto é diferente da multiplicagdo
ponto a ponto de fungdes.

Sejam a = (a1, ap,a3) e b = (by, by, b3) vetores do R3. Definimos o produto exterior
entre dx; e dx; por

dx;(a) dx;(b
(dx; A dx;) (a,b) = det { dijg‘;g d;gbg } 6)

Geometricamente, (dx,- A dx]-) (a,b) é a drea, com sinal, do paralelogramo formado pelas
projecdes de a e de b sobre o plano x;x;.
Segue das propriedades de determinantes que:

dxiNdx; = 0 (7)
dx,' A dx] = —dx]' A dxl-. (8)

Das trés formas bésicas dxj,dx; e dx3 e usando o produto exterior obtemos apenas as
2-formas bdsicas
dxy Ndxsz,dxs N dxq e dxq A dxs.

Qualquer outra 2-forma no R® é combinacéo linear destas.
Assim, combinacoes lineares com as diferentes 2-formas diferenciais dxp A dxsz, dx3 A
dxq e dxq1 N\ dx, resultam em

wy = Fy(x)(dxp Adxz) + Fa(x)(dxs Adxq) + F3(x)(dxq Adxp). )

Se F = (Fy, F, F3) é um campo vetorial definido sobre uma regidgo D C R3, podemos
definir para cada x € D a funcdo

wy = Fy(x)(dxy ANdxs) + Fa(x)(dxz Adxq) + F3(x)(dxq A dxp) (10)
que a cada par de vetores a e b do R3 associa o niimero real
wy(a,b) = Fy(x)(dxa Adxz)(a,b) + Fa(x)(dxs Adxy)(a,b) + F3(x)(dxy Adxy)(a,b). (11)

Uma func¢do wy, como definida acima em (11) é denominada de 2-forma diferencial ou
apenas 2-forma.



ForMmAs DIFERENCIAIS 20

Exemplo 3.1

Seja wy = —2(dxy ANdx3) + 1(dx3 Adxq) + 3(dx; A dxy) 2-forma diferencial definida em
R3. Esta 2-forma associa a cada x € R® 0 mesmo valor real pois seus coeficientes sao
constantes. Assim, podemos escrever w = wy e paraa = (1,2,3) e b = (0,1,1) temos

31 10
1+1det{1 01+3det[2 1}

21
31

= —2(-1)+1(-1)+3(1)
= (-2,1,3)- (axb),

w(a,b) = —2det{

pois os determinantes parciais sdo exatamente as coordenadas do vetor obtido do pro-
duto vetorial a x b. Assim, w(a,b) é a coordenada do vetor v = (—2,1,3) na diregdo
perpendicular ao paralelogramo P, multiplicada pela area de P.

Agora passamos a definir o produto exterior de duas 1-forma quaisquer como sendo
a 2-forma obtida mulplicando as 1-formas como se fossem polindmios nas varidveis
dx1,dx; e dx3 e depois simplificando com o uso das propriedades (7) e (8). Veja o exemplo
a seguir.

Exemplo 3.2
Consideremos o produto exterior das duas 1-formas (xdx + y*dy) e (ydx + xdy):
<xdx + yZdy) A (ydx +xdy) = xydx Adx + x*dx A dy + y>dy A dx + xy*dy A dy
= x%dx Ady —yPdx Ady
(x® —y)dx A dy.
4. 3-formas diferenciais no R>

As 3-formas diferenciais sdo resultado do produto exterior de uma 2-forma por uma
1-forma. No RR3 existe apenas a 3-forma bdsica dx; A dxp A dx3 e multiplos desta.
Se a = (ay,a,a3),b = (by, by, b3) e c = (c1,¢2, c3) entdo definimos

a b
ar bz Co .

a3 b3 c3

(dx1 Ndxp Ndxs)(a,b,c) = det

Para definir a integral de uma p-forma w? sobre o R”, tomemos g : R? — IR" continu-
amente diferencidvel sobre R C R”. Seja S = g(R). Podemos aplicar w? em um ponto

¢(u) aos vetores (5—5{) ,k=1,2,...,p. Oresultado é:

o (ag(u) 9g(u) ag(u)). 12)

s\ Quy " dupy T duy

Definimos a integral de w” sobre S por

[ = [ (800,500, ostory
S R

s\ Quy " dup T ouy
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Exemplo 4.1

Sejam w? = Fy(x)dxy Adxs + Fo(x)dxs Adxy + F3(x)dx; Adxy e ¢ : R? — R® diferenciavel
em R C IR? com funcdes componentes g1, 2 e g3. Note que w? tem coeficientes continuos
em R3. Entio,

dg(u) og(u) 9(82,83)
“’?(u)( T ) - <Flog>a<§i§i>

De onde segue que

e

/ wPl = / Fidxy Ndxz + Fodxs Adxy + Fsdxy; A dxo
S S

_ (82, 83) (g3, 81) (g1, 82)
= BT + (o) R 1 550 ) SR | dund

que € a integral de superficie do campo vetorial F = (F;, F, F3).

5. Derivada Exterior

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece que se (%) f é integravel em [a, b],

/bdfdx— b) — f(a).

As formulas de Stokes e de Gauss

/rotF~dS = F - tds
S aS

/ (divF)dV = [ F-ndo
R 0S
sdo andlogas no sentido de que elas exprimem a integral de uma funcdo em termos da
prépria fungdo em um subconjunto do dominio de integracdo de dimenséao inferior.
Usando as formas diferenciais, definiremos a derivada exterior, que unifica as formu-
lacdes acima.
A operacdo derivada exterior, é definida indutivamente, nas formas diferenciais como
se segue:

entao

df = f( )dx1+aaf2( )dxz—i—---—k%(x)dxn.

Assim, a derivada exterior de uma fungdo f coincide com a diferencial de f.
Continuando, se w! = fidxy + fodxy + - - - + fudx, é 1-forma com coeficientes diferen-
cidveis, definimos

dw! = (dfy)) Ndxy + (dfp) Adxo + -+ + (dfy) Adxy.

Portanto, dw! é uma 2-forma diferencial.

Em geral, se w” é uma p-forma, entdo a sua derivada exterior dw? é uma (p + 1)-
forma obtida substituindo cada funcdo coeficiente de w? pela 1-forma que é a sua deri-
vada exterior.

Para manter a terminologia consistente podemos nos referir a uma fungéo real f :
D C R?® - R como sendo uma 0-forma sobre o aberto D.
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Exemplo 5.1

Se f(x,y) = x> + >, entdo df = 3x3dx + 3y>dy.
No caso da 1-forma dada por w!(x,y) = xydx + (x> + y?)dy, entdo sua derivada
exterior é

dw%xly) = d (xydx + (x* + yz)dy>
(ydx + xdy) Adx + (2xdx + 2ydy) A dy
= xdy ANdx +2xdx Ndy = xdx N\ dy.

No caso da 2-forma sobre o R® dada por w?(x,y,z) = xyz(dx A dy), sua derivada
exterior é

dw(zx’y’z) = d(xyz(dx Ndy))
= (yzdx) A (dx Ndy) + (xzdy) A (dx A dy) + (xydz) A (dx A dy)
= xy(dxANdyANdz).

A operacdo d tem as seguintes propriedades:
Propriedades 5.2 1. Se f : D C R® — R ¢é uma O-forma, entdo

of 9 af
df = a—m(x)dxl —+ B—xZ(X)dxz + a—x3(X)dX3.

2. (linear) Se wy e wy sdo duas k formas, entdo
d(wy + wy) = dwq + dw;.
3. Se wy é uma k-forma e wo é uma | forma, entdo
d(wi Awy) = (dwy Awy) + (=1 (wq A dws).

4. d(dw) = 0ed(dx) =0,d(dy) = 0,d(dz) = 0, ou simplesmente, d> = 0.
6. Regras de operacoes

Agora vamos discutir mais detalhadamente as regras de operagdes entre formas.

Primeiramente, a operacdo adigdo de formas é apenas definida para formas de mesmo
tipo. Nao podemos definir a adi¢do entre k-forma e /-forma quando k # [.

Sejam dadas as 1-formas wy = Fidx + Fdy + Fzdz e wy = Gydx 4+ Gody + Gzdz, entdo

(w1 +wp) = (F + Gy)dx + (B, + Gy)dy + (F3 + G3)dz.

Agora no caso da adi¢do de 2- formas, considere as 2-formas w; = Fj(dx A dy) +
F(dy Ndz) 4+ F3(dz A dx) e wy = Gy(dx A dy) + Ga(dy A dz) + Gs(dz A dx), entdo

(w1 +wy) = (F1 4+ Gy1)(dx ANdy) + (Fa + Gp) (dy Adz) + (F3 + G3)(dz A dx).

Do mesmo modo efetuamos a adigdo de 3-formas. Considere as 3-formas w; = F(dx A
dy ANdz) e wy = G(dx ANdy A dz), entdo

(w1 +wy) = (F+ G)(dx Ndy A dz).

O produto exterior satisfaz as seguintes regras:
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1. Para cada k-forma w existe uma 0-forma, representada por 0, tal que w40 =
O+w=w,0<k<3.

2. Para todas as k-formas tem-se 0 Aw =0, 0 < k < 3.
3. (linear) Se f é uma 0-forma, entdo
(fwy + wo) ANws = (fwy Aws) + (wy Aws).
4. Se w é uma k-forma e 17 é uma /-forma, entdo
wAy = (=D)H(y Aw).
5. (associatividade) Se wy, wy, w3 sdo ky, ky e kz-formas, respectivamente, entdo

w1 N (ZUz AN ZU3) = (wl AN wz) N\ ws.

6. Se f é uma 0-forma, entdo
wA (f) = (fw) A= f(wAy).

7. As seguintes regras de mulitplicagdo valem:

(@) dx Ndy = dxdy.

(b) dy Ndx = —dxdy = (—1)(dx N dy).

(c) dy Ndz = dydz = (—1)(dz N dy).

(d) dz ANdx = dzdx = (—1)(dx A dz).

(e) dx Ndx =0, (dy Ndy) =0, (dz Ndz) = 0.

(f) dx A (dy Ndz) = (dx Ndy) Ndz = dxdydz.

(g) Se f é uma 0-forma e w é uma k-forma, entdo (f Aw) = fw.

7. Casos Particulares Importantes

Usando a derivada exterior podemos enunciar a férmula geral de Stokes na forma

/ dw? = w?, (13)
B 9B

em que B é (p + 1)-dimensional e 0B é a sua fronteira p-dimensional.
Vejamos como ficam alguns casos particulares importantes.

1. Teorema de Green:
Se w! = Fy(x1,x2)dx1 + F>(x1, x2)dx, com componentes P e Q diferenciaveis e de
classe C!, entdao usando as propriedades da derivada exterior e do produto exterior

dw' = %dxl + ﬁdxz ANdxy + @dxl + %dxz A dxy
dx1 dxo dx1 dxo
_ (0R 0F
= <ax1 8x2> dxq A dx;.
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Usando (13), temos

/ (aé — %) dxi Ndxp, = / Fidx1 + Fydxy
B \JXx1 dx2 3B

que é a férmula de Green. Note que como B é bidimensional, entdo dB é uma curva
plana fechada orientada positivamente.

2. Teorema de Stokes:
Considere a 1-formas w; dada por

w! = Fy(xq, %0, x3)dx1 4+ Fa(xq, X2, x3)dxp 4 F3(x1, X2, x3)dx3,

em que F, F, e F; sdo diferencidveis e de classe C!. Entdo, usando as propriedades,
obtemos que

oFs 0Jb oF; 0F oF, JF

1_ (983 9dh o odrf3 o oh
dw _<8x2 ax3>dx2/\dx3+(ax3 axl)dx3Adx1+(ax1 8x3>dx1/\dx2

Observe que os fatores dos parénteses presentes em dw! compdem exatamente o
rotacional do campo vetorial F = (Fj, F, F3).

3. Teorema de Gauss:
A férmula de Gauss surge ao considerar a 2-forma

w? = Fi(dxy Ndxs) + Fa(dxs Adxq) 4+ F3(dx; Adxy),

em que Fi, F, e F3 sdo diferencidveis e de classe C!. Utilizando as propriedades e
fazendo um célculo simples mostra-se que

dw? = ﬁ ﬁ+% dx1 Ndxy N dxs.
dx1  0xp  OXy

Observe que o coeficiente desta 3-forma é exatamente o divergente do campo F =
(Pl/ FZ/ F3) .

Assim, existe uma correspondéncia entre um campo vetorial F = (Fy, F,, F3) no R3 e
uma forma diferencial com func¢ées coeficientes Fi, F, e F3. Podemos resumir como:

se w? esta associada ao campo F, entdo dw? — divF,
se w! estd associada ao campo F, entdo dw! — rotF,
se w' estd associada ao campo escalar f, entio dw’ — gradf,

onde f é uma funcdo real de trés variaveis.
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8. Conclusio

Ja temos todos os elementos para enunciar os teoremas de Green, de Stokes e de
Gauss no contexto de formas.

Teorema 8.1 (Green) Seja D uma regido elementar no plano xy com fronteira dD orientada no
sentido anti-hordrio. Seja w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy 1-forma sobre algum aberto contendo D e
com componentes P e Q diferencidveis de classe C'. Entio

Figura 1: Regido D e sua fronteira dD

Teorema 8.2 (Stokes) Seja S uma superficie orientada do espago R® com fronteira dS consis-
tindo de uma curva simples fechada orientada como fronteira de S. Se w é 1-forma sobre algum

aberto contendo S, entdo
/ w = / dw.
aS S

i

Figura 2: Superficie S e sua fronteira dS

Teorema 8.3 (Gauss) Seja QO C R3 uma regido elementar com fronteira 9Q) com orientagio
positiva (vetor normal apontando para o exterior da superficie). Seja 1 a 2-forma sobre algum
aberto contendo Q) com componentes diferencidveis de classe C*. Entdo,

= [ dy.
INA
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Figura 3: Regido () e sua fronteira 02
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Modelagem matematica da Covid-19 usando SIR
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Resumo: Exploramos o modelo epidemiolégico SIR (Suscetiveis-Infectados-Recupe-
rados) a fim de compreender o comportamento da pandemia de Covid-19 e discutimos
quais medidas podem e porque podem auxiliar no seu enfrentamento. Sao apresen-
tados também os algoritmos na linguagem R para a implementagdao do Modelo SIR
em situacoes reais. Além disso, ao longo do texto sdo mencionados os métodos ma-
tematicos que estao por tras destes algoritmos.

Palavras-chave: taxa de propagacao, taxa de recuperacao, minimos quadrados,
Runge-Kutta, EpiDynamics.

1. Introducao

O modelo SIR foi proposto por Kermack e McKendrick (1927), onde os autores apresentam
como o término de uma epidemia pode resultar de uma relacao particular entre a densidade
populacional e as taxas de transmissao da doenga, de recuperagao e de mortalidade.

Dentre as muitas variaveis que influenciam na propagacao de uma epidemia, quando es-
tamos considerando uma mesma populagao (ou populagdes compardveis conforme citagao
abaixo), a taxa de infeccao (ou taxa de propagacao) se torna a principal variavel a se deter-
minar e as agoes de enfrentamento a epidemia que visem reduzir esta taxa se torna uma das

principais, senao a principal, medida para reduzir o nimero de infectados

[...] se considerarmos duas populagoes idénticas em relagéo as suas densida-
des, suas taxas de recuperacao e mortalidade, mas diferentes em relacao as
suas taxas de infectividade, parecera que as epidemias na populagao com a
maior taxa de infectividade podem ser maiores em comparacao com as da
populagdo com menor taxa de infectividade [...] (KERMACK; MCKEN-
DRICK, 1927).

No decorrer deste trabalho vamos explicar o modelo SIR e explorar os parametros ne-
cessarios para aplicar o modelo. Veremos como o sistema de equacoes que governam a
modelagem SIR podem nos trazer informagoes sobre o comportamento da propagagao da

epidemia.
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Implementagoes computacionais deste modelo podem servir de material didatico a ser uti-
lizados em disciplinas como introducao as equagcoes diferenciais ordinérias e calculo numérico.

No entanto, este modelo possui algumas limitagoes e é necessario um conhecimento mais
profundo da situagao problema na qual se pretende utilizd-lo. Uma destas limitagoes ¢é o fato
do modelo trabalhar com parametros constantes tornando-o pouco eficaz para o estudo de
longo prazo de situacoes dinamicas.

Os algoritmos sao implementados na linguagem de programacgao R. R é uma linguagem

multi-paradigma voltada principalmente para analise e visualizagao de dados.

2. Modelo SIR

Vamos descrever o modelo SIR na sua versao mais simples, sem considerar a taxa de
nascimento e a taxa de mortalidade!, e com taxas de infeccao 3 e de recuperacao v constantes.
De acordo com Kermack e McKendrick (1927), muita informagao pode ser obtida sobre o

processo pelo qual epidemias seguem seus cursos ao se considerar 3 e v constantes.

2.1. Definicao

O modelo divide a populacao em trés grupos, sao eles:

Figura 1 — Os trés grupos populacionais do modelo SIR

Infectados Recuperados

Fonte: elaborada pelo autor.

e Suscetiveis: Sao todas as pessoas que podem, em algum momento, ser infectadas.

e Infectados: Este grupo é formado pelas pessoas que estao infectadas (também cha-

mados de infecciosos) e, portanto, podem ser capazes de transmitir a infecgao.

e Recuperados: Aqui temos que tomar um cuidado com a nomenclatura. Ao se usar
a palavra recuperados dé-se a entender que as pessoas deste grupo se recuperaram da
infeccao. No entanto, o modelo, na versao apresentada aqui, visa estudar o compor-

tamento da infeccao e neste sentido toda pessoa que nao é mais capaz de transmitir

IDesconsideramos a taxa de mortalidade, mas o nimero de mortes faz parte do modelo como veremos a
seguir.
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a infeccao entra neste grupo, ou seja, o grupo dos recuperados é formado pelas pes-
soas que se recuperaram da infeccao e também por pessoas que venham a falecer em

decorréncia dela.

e Todas as pessoas da populagao onde é realizado o estudo pertence a um dos trés grupos

acima e nenhuma pessoa pode pertencer, ao mesmo tempo, a dois ou mais grupos.

Uma epidemia pode se iniciar quando uma (ou mais) pessoa infectada é introduzida em
uma comunidade de individuos suscetiveis a doenca em questao. A doenca se espalha do
infectado para o suscetivel por contato. Cada pessoa infectada passa pelo curso de sua
doencga e, finalmente, é removida do ntimero de pessoas doentes, por recuperagao ou por
morte (KERMACK; MCKENDRICK, 1927).

Para simplificar a modelagem sao feitas algumas consideracoes:

e O tamanho da populacao é constante. Nao seréd considerado taxa de nascimento nem de
mortalidade. Considerando uma populacao grande, em geral, nascimentos e mortes em
um curto periodo nao modificarao significantemente o tamanho da populagao. Entao,
caso nao se tenha acesso a valores precisos para estas taxas o mais prudente é nao as

utilizar na modelagem.
e A interacao entre as populagoes dos compartimentos se da de forma homogénea.
e Apods se recuperar o individuo se torna imune e nao é capaz de infectar outras pessoas.

e O contagio se da através do contato efetivo entre suscetiveis e infectados.

Novas infecgoes ocorrem como resultado do contato entre infectados e suscetiveis. Neste
modelo a taxa na qual novas infecgbes ocorrem, taxa de transmissao (/3), é uma constante
positiva?. Quando uma nova infeccao ocorre, o individuo infectado passa do grupo das
pessoas suscetiveis para o grupo dos infectados. Estamos supondo que nao hé outra maneira
dos individuos entrarem ou sairem do grupo dos suscetiveis; portanto, temos a nossa primeira

equacao diferencial:

s
—=—-p-5-1, 1
== (1)
na qual
° E: denota a taxa de variagao S® (quantidade de pessoas suscetiveis) em funciao do
tempo ¢.

2No decorrer deste trabalho vamos explorar em mais detalhes esta taxa.

3S denota uma funcdo da varidvel ¢t =tempo. Como estamos interessados no comportamento da infeccio
ao longo do tempo e, em caso de epidemia, a quantidade S de pessoas suscetiveis varia em fungao de ¢, é
apropriado considerar .S como uma fungao de t.
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e [3: é a taxa de propagacao da infeccao. Esta constante é obtida pelo produto da taxa
de contato entre pessoas pela probabilidade de uma pessoa suscetivel ser contaminada

ao ter contato com uma pessoa do grupo dos infectados.
e S: quantidade de pessoas suscetiveis.
e [: quantidade de pessoas do grupo infectados.

Vamos entender por que o produto —f3-S-I representa a taxa de variacao da populagao S.
Primeiramente o que seria taxa de variacao de S? Esta taxa mede quao rapido a populacao
do grupo S aumenta ou diminui. Como estamos simulando um processo de propagacao de
uma infeccao, esta taxa deve ser negativa; uma vez que uma pessoa passa de suscetiveis para
infectados a populagao em S diminui, isto justifica o sinal negativo no membro a direita da
equagao (1). Suponha inicialmente que I = 1, ou seja, hd apenas uma pessoa infectada.
Entao, a variacao na populacao de suscetiveis é dada pela probabilidade das pessoas sus-
cetiveis se infectarem; tal probabilidade é dada pelo produto de 5 (taxa de propagacao) por
S (quantidade de pessoas suscetiveis). No caso geral, isto é, para um nimero arbitrério de
I, a taxa de variacao de S é —3 -5 - I.

A equagao (1) descreve matematicamente a seguinte dinamica populacional: pessoas pas-

sam do grupo suscetiveis para o grupo infectados.

. . d
Figura 2 — Pessoas suscetiveis passam para o grupo dos infectados de acordo com a taxa —

dt
—Q
—

Infectados

Fonte: elaborada pelo autor.

Uma outra dinamica populacional é esperada: individuos infectados passam para o grupo
dos recuperados. Supondo que isso aconte¢a com uma taxa de recuperagao (y) podemos

descrever esta dinamica por meio da equagao diferencial:

dR
— =1 2
di Y ()

A taxa de recuperagao v estd relacionada com o tempo médio de recuperagao de uma

1

pessoa infectada. Mais precisamente, v = o onde t,. denota o tempo médio de recuperacao
T

de uma pessoa infectada.
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Agora, a taxa de variacao da populacao dos recuperados é dada pelo produto de 7y (taxa

de recuperagao) por I (quantidade de infectados).

Figura 3 — Pessoas infectadas passam para o grupo dos recuperados de acordo com a taxa —

dt

Infectados Recuperados

O—
—

Fonte: elaborada pelo autor.

Por fim, precisamos descrever a taxa de variacao de I (infectados): a variagdo dos infec-
tados depende de quantas pessoas entram neste grupo (pessoas suscetiveis que passam para
infectados), este nimero deve ser positivo, menos a quantidade de pessoas que saem do grupo

infectados (pessoas do grupo infectados que passam para recuperados). Assim,

dl
= =B-S1 =71 (3)

Figura 4 — Pessoas suscetiveis passam para o grupo dos infectados de acordo com a taxa —
B-S-1

Suscetiveis Infectados Recuperados

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando um estagio de tempo inicial ¢ = ty e as populagoes iniciais de cada grupo

dadas por S(tg) = So, I(to) = Io e R(ty) = Ro obtemos o sistema de equagoes diferenciais
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p
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Modelo SIR = { ¥ (4)
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S(to) = So, I(to) = Io, R(to) = Ro.
\

Uma solugao do sistema de equagoes diferenciais dado em (4) em um intervalo I > tg
é constituida por fungées S(t), I(t) e R(t) que sao diferencidaveis em I e que satisfazem
simultaneamente todas as equacoes para todo t € I. FKEstudos sobre solugoes exatas do
sistema 4 podem ser encontradas em (SHABBIR; KHAN; SADIQ, 2010) e em (BOHNER;
STREIPERT; TORRES, 2019).

2.2. Informacgoes iniciais sobre a propagacao da infecgao

A partir das equagoes diferenciais (1), (2) e (3) que descrevem a dinamica populacional
é possivel extrair algumas informacoes sobre o possivel comportamento da propagacao da
epidemia, e até mesmo saber se havera ou nao uma epidemia.

Primeiramente note que se I = 0, ou seja, nao houver pessoas no grupo infectados, entao
as equagoes (1), (2) e (3) s@o nulas, isto é, nenhuma pessoa muda de grupo. Da mesma forma,
se S = 0, ou seja, nao ha pessoas suscetiveis, entao nao havera aumento dos infectados.

Para tornar as coisas interessantes, no sentido matemaético, precisamos comecar com S > 0
el >0.

Observe que estamos supondo que S + I + R contempla a populacao total. Como

dS dI dR
wt ot =8-S I+ (B S I=y- D)+ =0, ()

entao S+ I + R = 0, ou seja, a populagao total é constante. Por conveniéncia consideramos
a populacao total igual a 1, isto é, S+ 1+ R = 1.
No estagio inicial é aceitavel assumir que S ~ 1. Vamos usar este fato para ampliar nosso

estudo.
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De (3), assumindo S = 1, obtemos

dl

%:5.[_7.[:(5—7)-[. (6)

A equagao (6) é uma equagao diferencial ordindria linear homogénea de ordem 1 cuja

solugao é dada por (KEELING; ROHANTI, 2011, p. 50)
I(t) ~ IyeP=Mt, (7)

A equagao (7) nos diz que o comportamento inicial da fungao que descreve o nimero de
infectados ao longo do tempo é uma funcao exponencial. Sendo Iy > 0, podemos concluir,
pelo comportamento da funcao exponencial, que o grupo dos infectados ird aumentar se, e
somente se, § > 7, ou seja, se a taxa de infec¢ao () for maior do que a taxa de recuperacao
(7), entdo a infeccao se espalhard e quanto maior for a diferenca  — v mais répido isto
OCOrITera.

Em outras palavras, se queremos mitigar a infeccao ou até mesmo suprimi-la é necessario
buscar meios para que a diferenca [ — v seja a menor possivel, preferencialmente negativa.

A taxa de recuperagao da infecgdo tende a ser mais previsivel e dificil de modificar (em
um curto espago de tempo). Neste sentido, em geral, os esforgos tendem a ser no sentido de
diminuir a taxa de infeccao ().

Lembremos que 3 é proporcional a taxa de contato entre pessoas e a probabilidade de uma
pessoa suscetivel ser contaminada ao ter contato com uma pessoa do grupo dos infectados.

Desta forma, a quarentena pode ser uma boa aliada:

e [solar pessoas contaminadas reduzira a probabilidade de uma pessoa suscetivel ter con-

tato com uma pessoa do grupo dos infectados.

e Isolar apenas pessoas contaminadas pode nao ser o suficiente por varios motivos: pri-
meiro que o isolamento completo pode nao ocorrer caso a pessoa fique em uma re-
sidéncia com outras pessoas nao infectadas. Caso a pessoa fique no hospital podera
ter contato com profissionais de satide. Temos também o fato de muitas pessoas serem

assintomaticas o que impossibilita identificar todos que precisam ser isolados.

e Pelo item anterior surge a necessidade de reduzir a mobilidade das pessoas em geral;
esta medida tem o poder de diminuir a taxa de infeccdo uma vez que diminuira a taxa

de contato.

Sejam ¢t =tempo (instantaneo) e At um intervalo de tempo suficientemente pequeno,

entdao a taxa de variagdo dos infectados dada pela equagao (3) pode ser aproximada por
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I(t+ At) — I(t)

At
Logo,
Il I(t+ At) = I(t
R R
It+At) = I{t)+At-p-5S-1—-At-~-1. (8)

1
Considere agorat = 0 e At = t,, em que t, = — denota o tempo médio para um individuo

infectado passar para o grupo dos recuperados. Supondo que no instante ¢ = 0 (inicio da
infeccao) o nimero de pessoas suscetiveis é aproximadamente o total da populagao, isto é,

S(0) = Sp =~ 1, entao de (8) segue que

I0+t) = I0)+t.-B8-1-T—t,-v-1

) = 10+ 4110 = 7 10)
_ B
1) = Lio) (9)

A equagao (9) noz diz que a quantidade de infectados apds o intervalo de tempo At = t,

é dada por s vezes 1(0). Em outras palavras, supondo que a quantidade de individuos
Y

contaminados no estégio inicial (0) corresponde a exatamente um individuo da populagao

total S+ I 4+ R, entao a quantidade de novos infectados produzidos é exatamente —.
Y

Ou seja, podemos afirmar que um individuo infectado transmite a doenca para — outros
Y

individuos durante o periodo em que ele permanece infectado.

Da biologia temos a definicao de um nimero usualmente denotado por Ry

O numero basico de reproducao, Ry, é definido como o nimero esperado
de casos secundarios produzido por uma tunica infeccdo em uma populagao
completamente suscetivel. E importante notar que Ry é um nimero sem
dimensdo e nao uma taxa, que teria unidades de tempo~!(JONES, 2007).

Desta forma, podemos afirmar, pelo Modelo SIR, que Ry = — ¢é o numero médio de
g

pessoas suscetiveis que cada individuo infectado ird contaminar.

Temos trés situacoes possiveis:

1. Ry =1 (f =~): temos uma situagao de equilibrio, isto é, o nimero de infectados na

populacao permanecera igual.

2. Ry >1 (8 > ~): onimero de casos aumentard.
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3. Ry <1 (8 <7): onimero de casos diminuira.

E importante destacar que conhecer apenas o Ry nao ¢é suficiente para descrever o com-

portamento da propagacao da infecgao

Na estrutura discutida dos modelos simples de SIR e SEIR, concluimos que
apenas o numero reprodutivo béasico fornece poucas informacoes sobre a
duracao, tempo de geragao, velocidade da epidemia e tempo geral de uma
doenca infecciosa como a gripe. Em vez disso, propomos que os valores dos
parametros individuais sejam mais criticos para a compreensao da dinamica
da doenca e possam ser mais valiosos para as autoridades politicas na mon-
tagem de uma resposta eficaz a saide piblica (RIDENHOUR; KOWALIK;
SHAY, 2018).

Retomando nossas andlises, dividindo a equacao (1) pela equagao (2) obtemos

as 6]

—=——-85=—-Ry-S 10

dR v 0 9 ( )
que é uma equagao diferencial linear homogénea cuja solugao é

S(t) = cSpeFoB®), (11)

Pela equagao (11) podemos concluir que S(t) > 0 para todo valor de ¢, ou seja, a populagao
de suscetiveis nunca se esgota durante a epidemia, ou seja, quando uma epidemia se extingue

é pela diminuicao dos infectados, nao pela falta de suscetiveis.

dl
Da equagao (3) podemos dizer que a infecc¢@o se espalhara se yr > 0, ouseja, 3-S-I—v-1 >
Y

. 1 . . .
0, ou equivalentemente, S > — = —. Esta informacao pode ser 1til, por exemplo, para se
. _ Ity , . o
determinar qual fracao da populagao suscetivel deve ser vacinada para que nao haja mais
epidemia. Vejamos como isto funciona.
Vamos denotar por R, o nimero efetivo de casos secundarios em uma populacao nao
totalmente suscetivel, produzidos por um individuo infectado. Sendo S* a quantidade de

individuos suscetiveis na populagao, temos que
R. = 5" Ry. (12)

Observe que se S* = 1, ou seja, toda a populagao é suscetivel, entao R. = Ry. No
estado de equilibrio, ou seja, o nimero de infectados nao aumenta e nem diminui, devemos

1
ter R, =1, isto é, S* = o
0
Supondo que toda a populacao seja suscetivel, seja V a fracdo da populacao que foi

vacinada, entdo, no maximo, teremos S* = 1 — V' (populagao total menos a quantidade de
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vacinados). Assim, R, = (1 — V) - Ry. Para controlar a transmissao, devemos ter R, < 1,

isto é,

IN

R.=(1-V) Ry 1
1

V > 1—-—. (13)

Ry
Vamos exemplificar. Suponha que Ry = 2, ou seja, cada pessoa infectada contamina
outras duas. Entao, para controlar a epidemia, apenas com vacinagao, sera necessario vacinar

ao menos 50% da populagao.

3. Como mitigar a pandemia de Covid-197?

Nesta secao vamos avaliar cada uma das varidveis do modelo SIR com o objetivo de
compreender quais medidas podem mitigar a pandemia de Covid-19.

Cabe aqui ressaltar que esta analise é feita baseando-se nas propriedades do modelo SIR
apresentado anteriormente e limita-se ao sentido de estimar a quantidade de casos da COVID-
19. Qualquer politica de combate a epidemia deve olhar nao somente para o niimero de casos
ou a velocidade de propagacao da doenca. E necessdrio analisar qual o impacto que este
numero de casos fara na sociedade tais como taxa de hospitalizacao e de mortalidade. Além

disso, é necessario se atentar ao impacto economico das medidas a serem tomadas

Mesmo que as taxas de ataque precisas pudessem ser medidas a partir das
estimativas de Ry, muitas das questoes mais criticas de satide publica per-
maneceriam sem resposta. Por exemplo, as taxas de fatalidade e hospita-
lizacao de casos sao essencialmente independentes da dindmica da doenca
(e, portanto, do que pode ser derivado das estimativas de Ry), mas sdo os
principais determinantes da mortalidade durante um surto de doenga infec-
ciosa. A pandemia de HIN1 de 2009 ilustra apropriadamente esse ponto:
altas taxas de ataque nao produziram niveis correspondentemente altos de
mortalidade devido a gravidade relativamente leve da infeccao e as baixas
taxas de ataque entre as populagoes tipicamente com maior risco de com-
plicagoes graves da influenza, principalmente adultos com mais de 65 anos
(RIDENHOUR; KOWALIK; SHAY, 2018).

Tais aspectos nao estao sendo ponderados nas conclusoes a seguir.
Outro ponto que gostarfamos de destacar é o seguinte: se faz necessario avaliar a evolugao
da epidemia quase em tempo real para ter um suporte cientifico mais confiavel para a tomada

de decisoes

Se existissem mecanismos para estimar valores em tempo real ou quase em
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tempo real de R, > 1, as autoridades de saide publica poderiam determi-
nar se estratégias de intervencao especificas — como fechamento ou quaren-
tena de escolas — estao sendo efetivas para alterar a dinamica da doencga e
se essas intervencoes deveriam ser mantidas. A comparacdo dos nimeros
reprodutivos antes e depois das intervengoes em saide publica foi condu-
zida retrospectivamente para a pandemia de influenza de 1918 (BOOTSMA;
FERGUSON, 2007), mas é improvavel que a eficdcia de uma intervencao
medida em epidemias passadas se aplique a uma epidemia contemporanea
(devido a mudangas na estrutura social, ambiente, patégenos, etc.). Deve-
mos reconhecer que, embora a capacidade de estimar niimeros reprodutivos
em tempo real possa ser vantajosa, a eficdcia de uma intervencao especifica
pode variar temporal e geograficamente devido a mudancas no ambiente,
estrutura da populagao, evolugao viral e imunidade; portanto, estimativas
feitas em uma regiao podem nao ser aplicaveis a outra (RIDENHOUR;
KOWALIK; SHAY, 2018).

De acordo com o Modelo SIR, os parametros necessarios sao: S, I, R, 5 e 7.
Pela andlise matematica do modelo, feita na secao anterior, podemos discutir as possiveis

medidas a serem tomadas.

3.1. Suscetiveis S

Pela equagao (1) é possivel ver que quanto maior for a populagao, maior seré a taxa de
decrescimento das pessoas suscetiveis, ou seja, o nimero de infectados tende a crescer mais
rapidamente. Neste sentido, uma medida efetiva é reduzir o ntimero de suscetiveis.

Mas como fazer isto?

Vacinar parte (ou toda) da populagdo suscetivel seria eficaz. Mas no caso da Covid-19
esta solucao ainda nao esta disponivel.

Outra possibilidade é a quarentena para pessoas suscetiveis. Se uma pessoa fica em iso-
lamento social, podemos dizer que ela nao faz mais parte do conjunto das pessoas suscetiveis
(existem modelos epidemiolégicos que consideram esta situacao, veja Berger, Herkenhoff e
Mongey (2020)). E como se pudéssemos saltar do grupo dos suscetiveis diretamente para o

grupo recuperados.

3.2. Infectados I

Uma medida em relagao aos infectados é o isolamento social, uma vez que é este grupo
que propaga a doenca. No entanto, muitas pessoas sao assintomaticas o que dificulta a
identificagao das pessoas deste grupo.

Além disso, um isolamento total, ou seja, quando o infectado nao tem contato com ne-

nhuma outra pessoa que nao esteja devidamente protegida é muito dificil (por indmeros
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motivos que ndo vamos descrever aqui) de ser colocado em prética. Este fato reforca a
necessidade da quarentena geral (para todos os grupos).
Por fim, segundo He et al. (2020), mais de dois quintos das transmissoes de Covid-19

ocorrem antes que a pessoa infectada apresente sintomas.

3.3. Recuperados R

Aumentar o ntimero de recuperados, ou a taxa de recuperacao?, é algo muito dificil de
se fazer uma vez que nao ha tratamento especifico e/ou vacina, até a presente data, para a

Covid-19.

3.4. Taxa de propagacao 3

Quanto menor for a taxa de propagagao menores serao os efeitos da epidemia e torna-la
menor ou igual a taxa de recuperagao é a Unica maneira de interromper a epidemia.

A taxa de propagacao [ depende diretamente da taxa de contato entre pessoas e da
probabilidade de uma pessoa suscetivel se infectar ao entrar em contato com uma pessoa
infectada.

Varias medidas podem ser tomadas para diminuir esta taxa:

e isolamento social: isolamento social implica em menor taxa de contato entre pessoas e

consequentemente ira reduzir a taxa de propagacao f3.

e cvitar aglomeracoes: medidas para reduzir o nimero de pessoas que estao ao mesmo
tempo em um ambiente fechado e espagamento de dois metros entre as pessoas sao
exemplos de medidas que evitam aglomeracgoes e consequentemente a taxa de contato

entre pessoas.

e higienizagao: lavar as maos com dgua e sabao, usar alcool 70% dentre outras reduzem
a probabilidade de contagio de uma pessoa suscetivel ao ter contato com uma pessoa

infectada (ou um ambiente onde, recentemente, esteve uma pessoa infectada).
e mascaras e outros EPI’s: reduzem a probabilidade de se infectar ao ter contato com
uma pessoa infectada.
3.5. Taxa de recuperagao =~y

Reduzir o tempo de infeccao ird aumentar a taxa de recuperacao e consequentemente

tornard vy mais préximo (ou maior) de .

4Lembrando que a taxa de recuperacio est4 relacionada com o tempo médio para se recuperar da infeccao.
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Até o momento ainda nao ha nenhum tratamento que comprovadamente reduza o tempo

de infecgao.

4. Implementacao do Modelo SIR

Para implementar computacionalmente o Modelo SIR sao necessérias algumas informagoes

sobre a populacao e sobre a infeccao. Os parametros necessarios sao:

e S: quantidade de pessoas no grupo de pessoas suscetiveis. S representa uma fracao
da populacao e, para haver propagacao da infeccao, deve ser maior que zero. Assim,
0<S<I.

I: quantidade de pessoas no grupo dos infectados. Para termos propagacao da infecgao,

devemos ter 0 < I < 1. No inicio considera-se I ~ 0 (mas nao igual a zero).

R: quantidade de pessoas no grupo de pessoas recuperadas. Devemos ter 0 < R < 1.

~v: taxa de recuperacao. Para determinar 7 é necessario saber o tempo médio de

recuperacao de uma pessoa infectada.

(: taxa de infeccao. Na Subsecao 4.1 vamos apresentar uma técnica para estimar 3.

4.1. Estimando a taxa de infecgcao 3

Como vimos na equagao (7), o comportamento inicial da fun¢do que descreve o nimero
de infectados ao longo do tempo é dado, aproximadamente, por uma fungao exponencial da

forma
I(t) ~ IeP~71, (14)

Observe que o expoente desta fungao exponencial é dado por (8 — =) -t. Estudos indicam

que uma pessoa infectada é capaz de transmitir a Covid-19, em media, por 10 dias (WOLFEL

et al., 2020; YOU et al., 2020). Assim, podemos assumir que v = —. Logo, se determinarmos
a equagao de uma fungdo exponencial que represente I(¢) poderemos estimar o valor de f.
Para determinar a funcao I(¢) vamos utilizar a seguinte estratégia: a partir do nimero de
infectados num periodo de 10 dias ajustamos uma funcao exponencial que melhor representa
estes dados, assim teremos uma equacao (aproximada) de I(t).
Uma regressao exponencial é o processo de encontrar a equacao da funcao exponencial
que melhor se ajusta a um conjunto de dados. Como resultado, obtemos uma equagao da

forma y = a - et
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O poder preditivo relativo de um modelo exponencial é denotado por R2. O valor de R?

varia entre 0 e 1. Quanto mais préximo de 1 for o valor de R? mais preciso é o modelo.

Exemplo 4.1

Considere a seguinte tabela de dados que apresenta uma sequéncia de 10 dias e o respectivo

numero de casos acumulados nestes dias:

Tabela 1 — Casos acumulados em 10 dias

dias | casos acumulados
7
9
13
16
17
21
26
30
36
46

© 0 N O Ot s W N

—_
o

Fonte: elaborada pelo autor.

Graficamente temos a seguinte representacao dos dados

Figura 5 — Casos acumulados em 10 dias
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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O nosso objetivo é determinar uma funcdo exponencial da forma a - e’! (claramente
devemos ter a # 0) que melhor represente o nimero de casos acumulados neste periodo
de 10 dias. Assumindo que o comportamento da coluna casos acumulados da Tabela 1 seja

bt

exponencial, ou seja, casos acumulados ~ a-e”*, entao aplicando o logaritmo natural obtemos

In(casos acumulados) = In(a) +b - t, (15)

que é uma equacao de reta.

Desta forma, convertemos o problema de encontrar uma funcao exponencial que melhor
represente a coluna casos acumulados da Tabela 1 no problema de encontrar uma reta que
melhor se ajuste a In(casos acumulados). Assim, podemos aplicar o método dos minimos
quadrados (GUIDORIZZI, 2019, capitulo 17).

Vamos descrever o algoritmo, feito na linguagem R, para determinar os coeficientes a e b
da funcao exponencial, a taxa de propagacao 3 e gerar o grafico da funcao exponencial.

A sintaxe da maior parte dos comandos serd
{nome da varidvel que estamos criando} <— {o que serd atribuido a variavel criada}.

Inicialmente carregaremos a biblioteca plotly, que sera utilizada para gerar o grafico no

final do algoritmo.
library(plotly)
A seguir criamos dois vetores, o primeiro formado pela sequéncia de 1 a 10 que representa
a coluna dias da Tabela 1 e o segundo recebe os dados da coluna casos acumulados.
dias <- 1:10

casos <- ¢(7,9,13,16,17,21,26,30,36,46)

A seguir criamos o modelo linear com o comando Im que recebe o vetor casos apds aplicar
a fungao logaritmo natural (na linguagem R o logaritmo natural é definido pela fungao log)

e o vetor dias.

exponential .model <- 1lm(log(casos)“dias)

A variavel expoential.model receberd todos as informacoes do modelo e partir dela
iremos extrair os coeficientes a e b e, consequentemente, a taxa de propagacao 5. O comando
a seguir

summary (exponential .model)

retorna os dados do modelo:
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Call:

Im(formula = log(casos) ~ dias)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.110775 -0.045154 -0.005971 0.015522 0.125036

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.859729 0.053047 35.06 4 .79e-10 ***
dias 0.196956 0.008549 23.04 1.34e-08 ***
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x> 0.056 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 0.07765 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9852, Adjusted R-squared: 0.9833
F-statistic: 530.7 on 1 and 8 DF, p-value: 1.338e-08

Observe que, neste caso, R? = 0,9833. Isto significa que 98,33% da variabilidade presente
nos dados foi explicada pelo modelo. Além disso, considerando um nivel de significancia
a = 0,05, isto é, 95% de confianca, o modelo descreve adequadamente os dados uma vez que
p-value=1,338 - 1078 < 0, 05.

A coluna Estimate apresenta, respectivamente, os valores de In(a) e b conforme a equagao
(15).

Note que se I(t) ~ a - et entao de (14) podemos assumir
a- et~ et

ou seja, b= —~, isto é, § = b+. Como estamos considerando v = 0, 1, entao § = b+0, 1.

Os seguintes comandos extraem a partir do modelo exponencial os valores de a,b e (8
(note que para obtermos o coeficiente a aplicamos a fun¢ao exponencial que na linguagem R
¢ dada pelo comando exp).

a <- exp(exponential .model$coefficients [[1]])

> b <- exponential .model$coefficients [[2]]

3 beta <- b + 0.1
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Obtemos os seguintes valores:

a=6,421997, b=10,1969558 e [ =0,2969558.

Sendo B = 0,2969558, v = 0,1 e Ry = é, entao Ry ~ 3. Isto significa que cada pessoa
Y

infectada transmite o virus, em média, para trés pessoas.
A seguir criamos a fungao exponencial.

1 fx <- function(x) {return(a*exp(b*x))}

A equagao da fungao exponencial obtida é
I(t) =~ 6,421997 - 1969958, (16)

Por fim, os comandos a seguir geram o grafico apresentado na Figura 6.

1 fig <- plot_ly(x = dias, y = fx(dias), type = "scatter',

2 mode = "lines", name="Ajuste exponencial',

3 lines=1list (color="rgb(8,48,107)’))

1+ fig <- fig %> add_trace(y = casos, name="Casos observados",

5 mode="markers", marker=list(color="red"))

¢ fig <- fig %>% layout(title="", hovermode = TRUE, spikedistance = -1,
7 xaxis=1list (title="Dias"),

8 yaxis=1list(title="Casos acumulados"))

o fig

Figura 6 — Ajuste exponencial
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2. Resolvendo o Modelo SIR

Nesta subsegao vamos implementar o Modelo SIR. Para tanto vamos considerar a se-
guinte situagao hipotética: uma cidade com 100.000 habitantes, onde inicialmente temos sete
pessoas infectadas, nenhuma pessoa recuperada e as demais todas suscetiveis. Além disso,
vamos considerar que os dados apresentados na Tabela 1 representam os 10 primeiros dias
de epidemia nesta cidade.

Assim, utilizando a taxa de propagacao (8 obtida no Exemplo 4.1, temos os seguintes

parametros iniciais para aplicar o Modelo SIR

(

o _ 99.993

0= 1007.000
I, =

100.000
RO == 0
B =0,2969558
v=0,1.
\

Na linguagem R, é possivel implementar as equacoes diferenciais do Modelo SIR apresen-
tadas em (4) e utilizar métodos numéricos para resolver o sistema de equagoes diferenciais.
No entanto, em R estd disponivel a biblioteca chamada EpiDynamics (SANTOS; SILVEIRA,
2015) que fornece comandos especificos para trabalharmos com modelos epidemioldgicos de
forma simples e intuitiva.

O sistema de equacoes é implementado e resolvido com o comando chamado SIR o qual
precisa receber trés vetores: o primeiro chamado pars contém a taxa de propagacao beta, a
taxa de recuperagao gamma e a taxa de natalidade/mortalidade mu (iremos trabalhar com
mu=0).

O segundo vetor chamado init deve conter os parametros S, I e R definidos pelos valores
iniciais de cada grupo do Modelo SIR.

Por fim, o vetor chamado time dado por uma sequéncia numérica que descreve o periodo

de tempo da simulagao. Vamos considerar 180 dias.

. sir <- SIR(pars = c(mu = 0, beta = 0.2969558, gamma = 1 / 10),

init = ¢c(S = 8/N, I =1I/N, R =R/N),
time = 0:180)
As linhas de comandos acima armazenam na variavel sir todos os dados do modelo in-

cluindo as solugbes numéricas do Modelo SIR apresentado em (4). O sistema de equagdes
diferenciais é resolvido pelo método Runge-Kutta (ASANO; COLLI, 2009, capitulo 18). A
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Tabela 3 apresenta as 10 primeiras linhas da solugao.

45

Tabela 3 — Primeiras 10 linhas da solugao numérica do Modelo SIR

time S I R
0 ] 0.99993000 | 7.000000e-05 | 0.000000e+-00
1 10.99990695 | 8.528938e-05 | 7.763815e-06
21 0.99987886 | 1.039146e-04 | 1.722189e-05
3 ] 0.99984465 | 1.266044e-04 | 2.874457e-05
4 1 0.99980315 | 1.541242e-04 | 4.272089e-05
5 1 0.99975257 | 1.876721e-04 | 5.975982e-05
6 | 0.99969097 | 2.285213e-04 | 8.050884e-05
7 1 0.99961597 | 2.782537e-04 | 1.057726e-04
8 1 0.99952466 | 3.388009e-04 | 1.365341e-04
9 10.99941350 | 4.125108e-04 | 1.739887¢e-04

Fonte: elaborada pelo autor.

O resultado completo da solucao pode ser acessado pelo comando sir$results. Os co-

mandos a seguir geram o grafico da solugao do sistema de equagoes do Modelo SIR, o qual é

apresentado na Figura 7.

1 fig <-
3 fig <-

1

¢ fig <-

o fig <-

10

11

13 fig

plot_ly(x= “sir$results$time,

y="N*sir$results$sS,

type =
mode = "lines+markers", name="SuscetAveis")

"scatter",

fig %>% add_trace(y="Nx*sir$results$I, name="Infectados",

fig %>%

fig %>%

mode="lines+markers",

line=1list (

marker=1list (color="red"))

mode="lines+markers",

add_trace (y="Nx*sir$results$R,

color="red"),

name="Recupados",

line=1list (

marker=1ist (color="green"))

layout (title="",

hovermode

= TRUE,

spikedistance =

xaxis=1list(title="Dias"),

color="green"),

_1,

yaxis=list (title="NA®mero de pessoas"))
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Figura 7 — Graficos das solugoes do Modelo SIR
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5. Conclusoes

Do ponto de vista computacional, sobretudo na linguagem R, é simples a implementacao
do Modelo SIR assim como outros modelos como pode ser visto em (SANTOS; SILVEIRA,
2015). No entanto, identificar o modelo correto e, uma vez obtida a solugdo, interpretar
corretamente as informagoes é uma tarefa dardua. Apenas para ilustrar este fato, observe o
seguinte: na Figura 7 a curva em vermelho representa o nimero de pessoas infectadas ao
longo do tempo. O pico atinge mais de 29 mil e ocorre em apenas 52 dias. Isto significa que
em apenas 52 dias nesta cidade hipotética haveria, simultaneamente, mais de 29 mil pessoas
infectadas (isto em uma populagao de apenas 100 mil). Além disso, pela curva em verde,
dos recuperados, vemos que em 100 dias teriamos mais de 90 mil recuperados, ou seja, mais
de 90% da populacao no grupo dos recuperados. Pensando em casos acumulados, teriamos
mais de 90 mil casos em apenas 100 dias. Apenas para dar um possivel contexto para este
exemplo, considere a Covid-19. Nao ha relatos de nenhum lugar no mundo que tenha uma
fracao tao grande da populacao afetada. Isto ocorre por uma limitacao do Modelo SIR, a
taxa de propagacao ¢ mantida constante ao longo de todo o periodo o que aparentemente
nao acontece na realidade.

Isto nao significa que o Modelo SIR nao seja 1til, pelo contrario, muitas informacoes sobre
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o comportamento da pandemia e como mitiga-la podem ser extraidas do Modelo SIR como

pode ser visto na Subsegao 2.2. Além disso, é possivel aprimorar o Modelo SIR e/ou utilizar

outras estratégias e modelos em conjunto.
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