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Teorema do Ponto Fixo aplicado a cadeia de Markov

Doherty Andrade

ReEsuMo: Meétodos iterativos aparecem cedo para todo estudante de ciéncias exatas. Eles
estdo, por exemplo, no método de Gauss-Seidel e Gauss-Jacobi, no método de Newton e no
método de Picard para mostrar existéncia e unicidade de solugdes para problemas de valor
inicial. Estes métodos iterativos comumente estudados separados, sdo na verdade, faces
diferentes do Principio das Contragdes. Neste trabalho vamos apresentar o Principio das
Contracdes e dar uma aplicacdo a cadeia de Markov.

Sumario
1 Introducio 1
2 Cadeias de Markov 3
3 Aplicacao 6

1. Introducao

O Principio das Contragdes na sua forma abstrata foi primeiro creditado a Stefan
Banach [1] que mostrou, sob hipbteses bem gerais, que sucessivas aplicacdes de uma
funcdo contragdo gera uma sequéncia de pontos que converge para um unico ponto fixo
dessa funcao.

Vejamos o seu enunciado.

Teorema 1.1 (Principio da Contrac¢do) Seja (M, d) um espago métrico completo e F : M —
M uma contragdo, isto é, F satisfaz

d(F(x),F(y)) < Kd(x,y),Vx,y € M,
ealgum 0 < K < 1. Entdo, tem-se:
1. existe um iinico ponto fixo x* € M tal que F(x*) = x*;
2. para todo ponto inicial xg € M, a sequéncia iterativa xo, X1, X2, ..., Xn, . .. definida por
Xpi1 = F(xp),n >0
converge para o iinico ponto fixo x* € M. Além disso,

KTl
1-K

d(xy, x*) < d(x1, xp).
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Demonstragio: Se a sequéncia (x,) definida acima converge para a € M, entdo como F
é continua temos

f(a) = f(limxy,) = lim f(x,) = limx,;1 = a.

Provando que a é ponto fixo de F.
Se F tem dois pontos fixos a e b, entdo temos

d(a,b) = d(F(a), F(b)) < kd(a,b),

o que é absurdo a menos que a = b. Logo, a = b.
Resta provar que a sequéncia (x,) converge. Notemos que d(x1,x2) < Kd(xp,x1) e
que, em geral, d(x,41,x,) < K"d(x1,x0),Vn € IN. Segue que para n, p € IN temos

d(xn/ xn+p) < d(xn/ xn—i—l) et d(xn—i-p—l/ xn+p)
< [Kn + kn—H 44 Kn—i—p—l]d(xol xl)

Kn
7 _Kd(xo,xl).

IN

Como lim K" = 0 segue que a sequéncia é de Cauchy e portanto convergente, o que
completa a prova do teorema. O

O seguinte teorema é um resultado simples sobre existéncia de ponto fixo de fung¢des
continuas f : [a,b] — [a, b]. Para fung¢des definidas em compactos do R” veja
http://www.dma.uem.br/kit/jeepema/vol2017/artl.pdf.

Teorema 1.2 Toda aplicagdo continua f : [a,b] — [a, b] tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstragio: Defina a seguinte aplicac¢do ¢ : [4,b] — R dada por g(x) = f(x) — x.
Assim ¢ mede a distancia orientada entre x e sua imagem f(x). Um ponto fixo de f é
um ponto x onde g(x) = 0. Se um dos extremos do intervalo é ponto fixo nada temos
a provar. Entdo suponha que nenhum deles seja ponto fixo. Como f(a) e f(b) estdo no
intervalo [a, b] segue que a < f(a) e f(b) < b e portanto g(a) > 0 e g(b) < 0. Como g é
continua, pelo teorema do valor intermedidrio existe x € [a, b] tal que g(x) = 0. O

Um exemplo simples e comumente utilizado por professores de métodos ntimericos
é determinar a solugdo da equagdo x = cos(x). Esta fun¢do é uma contragio no intervalo
[0.5,0.9] (por exemplo).

Tomando como ponto inicial xg = 0.7 e calculando a sequéncia dada por x,41 =
cos(xy,),n > 0, obtemos:

0.739082197209505,

0.7648421872844885,
0.7214916395975273,
0.7508213288394496,
0.7311287725733576,

0.739082197209505
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ap0s 20 iteragdes.

Note que os valores da sequéncia se aproximam de 0.739082197209505.

Podemos repetir este processo em qualquer calculadora cientifica. Para casos mais
gerais podemos programar usando alguma linguagem. Os valores da sequéncia acima
foram obtidos executando o notebook em Python chamado de fixedp. Para outros exem-
plos, redefina a funcao f.

M # Metodo do ponto fixo

# SINTAXE: fixedp(f,x8,tol=168e-5,maxiter=N)
#ONDE x@ € o chute inicial,tol é a toelerancia e maxiter é o numero maximo de iteracgdes.

from pylab import plot,show
from numpy import array,linspace,cos
from numpy.linalg import norm

def fixedp(f,x@,tol=1@e-5,maxiter=108):
""" algoritmo do ponto fixo

e = 10
k =8
xp = []

# comec¢cando a iteracdo
while(e > tol and k < maxiter):

x = f(x@) # equacao do ponto fixo

e = norm(x@-x) # erro na iteracao atual

X8 = x

xp.append(x@) # salva a solugdo na iteragdo atual
k = k +1

return x,xp

Figura 1: Algoritmo em Python

M dimport math as m
f = lambda x : m.cos(x)

xp = fixedp(f,0.7, tol = 1@e-6, maxiter=108)
Xp

Figura 2: Chamando o algoritmo

Vejamos uma aplica¢do do teorema 1.1 a cadeia de Markov.

2. Cadeias de Markov

Um processo é dito ser Markoviano, devido a Andrei Andrevevich Markov, quando
cada estado depende apenas do estado imediatamente anterior. Ou seja, sdo processos
sem memoria pois, os estados anteriores ndo exercem influéncia sobre o estado atual.
Um processo Markoviano é dito uma cadeia de Markov se os estados sdo discretos.
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Uma cadeia finita de Markov com 7 estados é determinada especificando uma matriz

m x m denominada de transi¢ao P = (p;;), onde p;; é a probabilidade do estado i mudar
m

para o estado j durante qualquer periodo de transi¢do e, onde Z pij = 1 para cada
i=1
j=12,...,m.

Exemplo 2.1

Como exemplo, consideremos o caso de migracdo de uma espécie de passaro. Observou-
se que do local A, 50% deles permancem em A, 40% deles migram para o local B e que
10% migram para o local C. Observou-se que do local B, 40% deles migram para o local
A, que 30% migram para o local C e 30% permancem em B. Dos passaros presentes em C
observou-se que 20% emigram para A, 60% emigram para B e apenas 20% permanecem
em C.

Denotando, x’ o namero de péssaros que emigraram para A, ' 0 numero de passaros
que emigraram para B e z' o numero de pdassaros que emigraram para C, podemos
descrever o movimento migratério do seguinte modo:

x! 05 04 0.2 X
y | =104 03 06 y
z/ 0.1 03 0.2 z

Ou resumidamente,

v = Mo,
onde

05 04 0.2 X
M=1]04 03 06 | ev=|y
0.1 0.3 0.2 z

Supondo que a populagdo dos péssaros seja mantida constante ao longo dos anos,
entdo podemos inferir resultados sobre a emigracdo para os anos seguintes.
Supondo que foi observado que A tem atualmente 60% dos péssaros, B tem 10% e
0.60
que C tem 30% dos péassaros. Isto é, a distribuicdo inicial é dada por vg = | 0.10
0.30
Com base nos dados deste ano, para o préoximo ano, a distribui¢do da migracdo devera
ser:
v1 = Moy,

e assim, temos
0.40
01 = 0.45
0.15

Aplicando o mesmo raciocinio, no segundo ano a migragao serd

Uy = M(M?Jo) = MZUO,
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donde se obtém que
0.410
vp = | 0.385
0.205

No quarto ano seguinte, a migracdo serd
U4 = M47J(),

donde se obtém que
0.401
vy = | 0.399
0.200

Por indugdo, conclui-se que decorridos k anos, a migracdo é dada por
O = Mk?J().

Dizemos que uma cadeia de Markov é regular, se alguma poténcia de M tem apenas
entradas positivas. Este é o caso do exemplo acima.

Vamos denotar por V o espaco associado ao conjunto de vetores de probabilidade
para a cadeia regular de Markov com matriz de transicdo M. Defina a aplicagdo T : V —
V dada por Tv = Mov.

Note que

m

V={v= (xl,xz,...,xm);le —lex; >0}
i=1

Vamos introduzir em V a seguinte nogdo de distancia: dados vetores v1 = (x1,x2,..., Xp)
ey = (Y1,Y2,...,Ym) de V seja

d(v1,v2) = max{|x; —y1|;i=1,2,...,m}.
Assim, (V,d) é um espago métrico completo.
Podemos agora enunciar um dos resultados mais importantes sobre cadeias de Mar-

kow.

Teorema 2.2 Para toda cadeia finita e reqular de Markov existe um iinico vetor probabilidade v*
que é um ponto fixo de sua matriz de transicdo M, e todas as sequéncias iterativas vy, v1,v2,...,Vn, . ..
determinadas por v, = Mvy,n > 1 convergem para v*.

A demonstragdo consiste em demonstrar que
d(Mx, My) < Kd(x,y),Vx,y € V

e para alguma constante 0 < K < 1. O resultado segue do Principio da Contracado 1.1.
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3. Aplicacao

Voltando ao nosso exemplo, queremos determinar v* que satisfaga v* = Mv*, cha-
mado de o ponto de estabilidade. O teorema 2.2 garante a existéncia deste ponto de
estabilidade. Para determinar v* basta resolver o seguinte sistema de equagdes lineares:

X 05 04 02 X
y| =104 0306 |y
z 0.1 03 02 z

juntamente com a condi¢do x +y +z = 1.
Cuja solugdo é x = 2z,y = 2z e 5z = 1, de onde resulta que x = %,y = % ez = %
O que significa que ao longo dos anos as taxas de migragdo vao se estabilizar em % da
populacdoem A e Be, % em C.
Referéncias
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Alguns resultados sobre integracao numérica

Pedro Gabriel Papa Torelli!

Resumo: A Teoria dos Calculos Aproximados visa desenvolver técnicas para que seja pos-
sivel calcular aproximagdes de um dado problema para o qual os mecanismos comumente
utilizados ndo sdo aplicdveis. Neste escrito, sdo formalmente apresentados ao leitor alguns
métodos para aproximagdo do valor da integral de uma fun¢do dada em um intervalo fe-
chado: aproximagdo pelo ponto médio, trapezoidal e aproximagdo de Simpson. Também sdo
apresentadas estimativas de erro para os métodos mencionados e ao final, aplicacoes.

Conteddo
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1. Integracdao Aproximada

Uma das mais importantes cria¢des da humanidade é o Célculo Diferencial e Integral,
que se baseia em dois conceitos centrais: a derivada e a integral. A teoria sobre integra-
¢do e suas intimeras aplica¢des reforcam sua importancia nos dias atuais. O Teorema
Fundamental do Célculo é uma ferramenta essencial para o estudo deste tema e sua
utilizacdo simplifica o cédlculo da integral de Riemann. Para aplicd-lo deve ser possivel
encontrar uma primitiva para a fungdo que se deseja integrar.

Entretanto, hd uma grande gama de fungdes para as quais ndo é possivel utilizar o
Teorema Fundamental do Calculo, j& que ndo é possivel encontrar uma primitiva para
estas fun¢des. Em meio a esta problemdtica, a solu¢do é optar por aproximar a inte-
gral desejada. A Teoria dos Cdlculos Aproximados, dentre vdrios resultados, estabelece
métodos para aproximacdo de integrais. Neste artigo nos dedicamos ao estudo de trés
métodos de aproximacdo de integrais, a saber, as regras trapezoidal, do ponto médio e
de Simpson.

Esta secdo é dedicada a defini¢do da integral de Riemann de uma func¢do f sobre
um intervalo [a, b]. Os métodos de aproximagdo apresentados nas préximas sec¢des estdo

! Licenciado em Matematica pela Universidade Estadual de Maringa. Email: pgptorelli@gmail.com
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apoiados nesta teoria, ja que para que seja possivel realizar uma aproximacdo da integral
de uma fungdo, primeiro é preciso garantir que tal integral existe.

Para introduzir a definigdo de integral de Riemann iremos apresentar algumas de-
finicdes que servirdo de base para os resultados presentes neste capitulo. Dentre estas
defini¢des estdo as de Particdo Uniforme, Soma de Riemann e Integral de Riemann.
Defini¢ido 1 (Particao de um intervalo [a,b]): Seja I = [4,b] um intervalo fechado e limi-
tado em IR. Uma particdo de I é um conjunto finito e ordenado P = xg < x1 < xp < - <
Xy—1 < X, = b de pontos de [a, b].

Usualmente denotamos a particdo P por

P = {[xi—1, xi]}iq
Observamos que a parti¢do P divide o intervalo I = [a, b] em n subintervalos
11 = [xO/ xl]/ IZ = [xll x2]/ sy In = [xi’l—ll xn]~

Definimos ainda a norma da parti¢do P, denotada por ||P|| como sendo o compri-
mento do "maior subintervalo"[;, isto é,

IP|| = max{(x1 — xo), (x2 — x1), -+, (Xn — Xp-1)}- (1)
Se em cada um dos n subintervalos I; = [x;_1,x;] for fixado um ponto ¢;, entdo
temos uma particdo aferida, isto é, um par ordenado P = {([x;_1,x;],t;)}!,, onde

P = {([xi—1, xi], t;)}}, € uma particdo de [a,b] e t; € [x;_1, x;] € um ponto fixado.

Defini¢dao 2 (Soma de Riemann): Seja f : [a,b] — R uma fungdo real definida num inter-
valo fechado e limitado I = [a,b]. Para cada parti¢do aferida P = {([xi_1, xi], t)}t, do
intervalo I definimos a soma de Riemann de f associada a P como sendo o ntimero real

n

S(f;P) = Y f(t:)(x; — xi1).

i=1

Agora estamos aptos para definir a integral de Riemann de uma fungdo f sobre um
intervalo [a, b].
Defini¢ao 3: Dizemos que uma fungdo f : [a,b] € R — R ¢é integravel a Riemann em
[a, b] se existe um nimero real L tal que para todo ¢ > 0, arbitrariamente dado, existe um
0 > 0 (que geralmente depende de ¢) de modo que

IS(f;P)—L| <¢,

sempre que P for tal que ||P|| < é.

O conjunto de todas as fungdes intgraveis a Riemann num intervalo [a,b] sera de-
notado por R([a,b]). Podemos facilmente verificar que se f € R([a,b]) entdo o nimero
L satisfazendo a defini¢cdo 3 é unicamente determinado e, por isso, recebe o nome de
integral de f sobre [a,b]. Logo para f € R([a, b]) escrevemos

- ['s
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e com devido abuso de notacdo escrevemos também

L= lim S(f;P).
1P]-0

Boa parte do estudo sobre integrabilidade consiste em determinar condi¢des necessa-
rias e/ou suficientes para que uma fungdo f € R([a, b]). O resultado principal e decisivo
nesta direcdo foi dado por Henri Lebesgue e atualmente é conhecido como Critério de
Integrabilidade de Lebesgue, o qual enunciamos no teorema seguinte.

Teorema 1 (Critério de Integrabilidade de Lebesgue): Seja f : [a,b] € R — R uma fungio
limitada. Entdo f € R([a, b]) se, e somente se, f é quase sempre continua em |a, b].

Em particular se f € C([a,b]) entdo f € R([a,b]). Logo, a continuidade de f garante
sua integrabilidade. Esta serd a classe de fungdes para as quais apresentaremos métodos
de aproximacdo para as integrais.

2. Aproximacgdes

Nesta secdo definimos sequéncias numéricas convenientes que convergem para o va-
lor da integral de uma funcao f € C([a, b]). Em tudo que segue, f representa uma fungao
real definida e continua em um intervalo real fechado e limitado [a, b]. As aproximagdes
que convergem para o valor da integral que estdo presentes neste estudo sdo as apro-
ximagOes a direita, a esquerda, pelo ponto médio, a trapezoidal e a de Simpson. Esses
mecanismos sdo especialmente tteis quando ndo podemos aplicar o Teorema Fundamen-
tal do Calculo.

Antes de apresentarmos as aproximacgdes, vamos introduzir uma familia de parti¢des
especiais do intervalo [4,b], chamada de parti¢des uniformes. Para cada n € IN, de-
notamos por P, = {[a;_1,4;]}!_;, a particdo do intervalo [a, b], obtida pelas divisdo do
intervalo [a,b] em um n subintervalos de mesmo comprimento h,, = % Isto é,

Pp={a=ag<ay<ay<---<a,_1<a,=D>b},

onde
aj=a+ih, 1=1,2,...,n.

2.1. Aproximagdes a esquerda e a direita. As aproximagdes pela esquerda sdo obtidas

pelas somas de Riemann de f, associadas as parti¢cdes P, cujas aferigdes sdo tomadas
sendo os extremos esquerdos de cada subintervalo de P,. Melhor ainda, definimos a
aproximacao a esquerda, para o valor da integral de f em [a, b], como sendo a sequéncia
numérica (E,(f)),ep cujo termo geral é dado por

n—1
En(f) = hu Y. fla+khy). 2)
k=0

Por outro lado quando consideramos as somas de Riemann de f, associadas as par-
ticdes Py, cujas aferi¢des sdo tomadas como os pontos extremos a direita de cada subin-
tervalo, teremos as chamadas aproximagdes a direita. Isto é, definimos a aproximacéo a
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direita, para a integral de f em [a, b], como sendo a sequéncia numérica (Dy(f)),cp CUjo

termo geral é dado por
n

Du(f) =hn Y. fla+khy). (3)

k=1
2.2. Aproximacgdo pelo ponto médio. As aproximacgdes pelo ponto médio sdo dadas pela
soma de Riemann de f, associadas as parti¢des Po, cujas aferi¢des sdo escolhidas como
os pontos médios de cada um dos subintervalos de P,,. Precisamente, definimos a apro-
ximagdo pelo ponto médio para o valor da integral de f em [a, b] como sendo a sequéncia
numérica (M, (f))nen cujo termo geral é dado por

M, (f) = hnéf (a ¥ (sz_1) h) | @

2.3. Aproximacdo trapezoidal. Sabemos que as aproximagdes a esquerda e a direita, am-

bas, convergem para o mesmo valor L = Ss f. Entretanto ndo é possivel afirmar qual
destas duas aproximagdes é mais eficiente, ou seja, tem menor erro, estd mais proxima
do namero L. Este fato nos motiva a considerar a média aritmética entre estas duas apro-
ximagdes, que certamente serd uma aproximacao melhor que a pior dentre as duas. A
aproximacao obtida pela média aritmética entre E,(f) e D,,(f) é denominda aproximagao
trapezoidal. Logo, definimos a aproximagdo trapezoidal para a integral de f em |[a,b],
como sendo a sequéncia numérica (T, (f))zen cujo termo geral é dado por

n—1
nusz“”§[”“>=m1§ﬂm+g;ﬂa+wm+§ﬂm . ®)

2.4. Aproximacdo de Simpson. Para motivar a defini¢do da aproximacdo de Simpson,
definimos os erros das aproximagdes M, (f) e T,,(f) como sendo:

b
emm=Mﬁ%Lf ©®)

b
w@=ﬂ@—£f )

Agora, vejamos alguns exemplos.

i) Aproximar o ndmero real sen 1. Para isto, vejamos que sen 1 = S(l) cos x dx e pela
regra do ponto médio e pela regra trapezoidal, com n = 5, no intervalo [0, 1], obtemos:

sen 1 Aproximacao Erro
(com 9 casas decimais)
0,841470985 Ms(f) ~ 0,842875074 | epr = -0,001404089
0,841470985 T5(f) ~ 0,838664210 | e = 0,002806775

Tabela 4: Aproximagdo da integral de f(x) = cos x em [0, 1].
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.. . , . . 3
ii) Aproximar o numero real sen 3. Para isto, vejamos que sen 3 = {j cos x dx e pela
regra do ponto médio e pela regra trapezoidal, com n = 10, no intervalo [0, 3], obtemos:

sen 3 Aproximacao Erro
(com 9 casas decimais)
0,141120008 Mio(f) ~ 0,141650601 | ey = -0,000530592
0,141120008 T10(f) =~ 0,140060017 | er = 0,001059991

Tabela 5: Aproximagdo da integral de f(x) = cos x em [0, 3].

Da experiéncia acima, observamos as tabelas é possivel uma certa relacdo entre os
erros, isto é:
2ep1(n) ~ —er(n) <= 2ep(n) + er(n) = 0. (8)

Entdo, usando (6), (7) e (8) podemos concluir que
b b b
e
2(Mn(f) —em(n)) + (Tu(f) —er(n))
m)] + [2Mx(f) + Tu(f)]

= —[2epm(n) +er
~ 2My(f) + Tu(f

~— T

Logo,

b
[~ 2elh) s ot o)

O raciocinio acima nos sugere que a média ponderada entre M, (f) e T,(f), dada em
(9) fornece uma boa aproximagdo para o valor da integral de f. Também com objetivo
de ser ter uma expressio envolvendo soma de fatores de f em pontos da particio P, de
[a,b] vamos definir as proximagdes de Simpson para particdes com um ndmero par de
pontos, isto é, para n = 2j, para algum j € IN.

Para todo n natural par, definimos

2M;(f) + Ti(f)
3 .
A sequéncia (Sj)jen cujo termo geral é dado por (10) ¢ denominada aproximacéo de
Simpson para a integral de f em |[a, b].
Veja que lim;_,q, Spj = Sg f, pois M;(f) — sz e T;(f) — SZ f. Além disso usando as
definicdo de M;(f) e T;(f) podemos escrever Sy; numa forma conveniente. Com efeito,
seja n um natural par, entdo

Sn =Sy = (10)

n
5

Considere P, a parti¢do uniforme de [a,b] em n subintervalos de comprimento h, =
bn;”. Entdo

n=2<j=

n/2 n/2

M;(f) = hj 3, f(az-1) = (b—a) kglf(ﬂzzc—l) = <b;a) > 2f (agk1),

] =
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ou ainda,

b—a n/2
- > D 4f(ag—)- (11)
k=1

M) = (
Também temos que

n/2—1

T(f) = (b ‘”) f@+ S 2f(ax) + F0) |- 12)

n k=1

Substituindo (11) e (12) em (10) temos

$5() = 3 Dif(a) + @) +2f(a2) + 4f(as) + 2 (as)

+--- 4+ 2f(ap—2) +4f(ay—1) + f(D)],

ou seja,

Sau(f) = %hn[f(a) +4f(a+hy)+2f(a+2h,)+4f(a+3h,)+2f(a + 4hy)
+ -+ +2f(b—2hy,) +4f(b—hy) + f(b)].

2.5. Interpretacdo geométrica para as aproximagdes. Para visualizarmos uma interpreta-
¢do geométrica para cada uma das aproximagdes definidas na se¢do anterior é necessdrio
interpretar a integral em termos de uma drea. Logo, é preciso supor que f € C(|a,b])
seja uma funcdo ndo negativa em |a,b], ou seja, f(x) = 0, para todo x € [a,b]. Nestas
condicdes é facil ver que

E.(f) é a soma das dreas dos retangulos de base h;, e altura dada pelo valor da fungao
nos extremos a esquerda de cada subintervalo de Py;

D,(f) é a soma das areas dos retangulos de base h, e altura dada pelo valor da fungao
nos extremos a direita de cada subintervalo de P,;

M, (f) é a soma das areas dos retangulos de base h, e altura dada pelo valor da
func¢do nos pontos médios de cada subintervalo de Py;

T.(f) é a soma das areas dos trapézios de altura &, e bases f(a+kh,) e f(a+ (k+1)hy),
valores da fung¢do nos extremos a esquerda e a direita de cada subintervalo de Py;

E também possivel uma abordagem geométrica para (S,(f))u par = (S2j(f))jen- De
fato, dado n natural par, isto é, n = 2j para algum j € IN, aproximamos o gréfico da
fun¢do f no intervalo [ap, a2] por uma func¢do polinomial de grau menor igual a 2 que
passa pelos pontos (ag, f(ag)), (a1, f(a1)) e (a2, f(a2)). Desta forma, temos que:

Su(f) é a soma das areas dos 4 trapézios "curvilineos"de altura 2h,,.

3. Estimativas de Erro

Nesta secdo discutiremos mais a fundo os erros resultantes das aproximacdes des-
critas na segdo anterior. Tal estudo é intrinsecamente interessante pois como estamos
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discutindo aproximagdes, uma pergunta natural é: Qual é o erro da aproximagdo obtida
para o valor real da integral? Estes erros sdo possiveis de serem estimados e esta segdo
apresenta tais estimativas. Iniciamos com o caso em que f é mondétona.

Teorema 2: Se f € C([a, b]) é mondtona entio

f‘ l —alf() fla )|]

1
m

Demonstra¢do: Suponhamos que f é ndo crescente. Entao

b b
E‘ﬂ<Lf<DAﬂ:~DAﬂ<—Lf<—

Caso somemos Ty (f) na desigualdade anterior, obtemos

L)~ Dalf) < Tuh) ~ [ £ < Tuh) -~ Ba)

o BN g [ B m_am

En(f) — Dn(f En(f)
= 5 Jf\

5,7 fla),
A< -0 n\W)fUIM

=

Se f é ndo crescente entdao

Jf ) = —Eu( )<—Lbf<—

Somando T,(f) na desiguldade anterior, com um raciocinio andlogo ao caso acima
concluimos o resultado. ]
O préximo teorema se refere a um resultado que pode ser interessante ser considerado
quando se deseja aproximar a integral de uma fun¢do continua cdncava ou convexa em
um dado intervalo [a, b]. Como este resultado nédo é o principal para este estudo, apenas
enunciaremos abaixo.
Teorema 3: Seja f uma fungdo continua em [a,b] e sejam |eys| e |er| os erros absolutos que

resultam das apoximacdes pelo ponto médio e trapezoidal de Ss f sob uma particdo uniforme Py,.
i. se f” ndo muda de sinal em (a, b) entdo |ey| < ler|;

b
ii. se o grdfico de f é concavo para baixo em (a,b), entdo T, (f) < f f < Mu(f),

b
iti. se o grdfico de f é concavo para cima em (a,b), entdo M, (f) < J f < Tu(f).

a
Denotamos agora

If"Il = max |f"(x)] e |f¥||= max|f¥(x).

a<gx<b a<x<b
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O resultado principal sobre estimativas de erro para as proximacdes da integrl de f
em [a,b] é dado pelo teorema a seguir.
Teorema 4:

i. Se f € C*([a, b)), entdo

M) - f\ e |vm] (13)
="

[ A< [Cusen] )

Demonstracao: Claramente separamos a demonstracdo deste teorema em dois casos:
i. Para a primeira desigualdade constante neste item, vejamos:

Para cada n € IN, seja P, a parti¢do uniforme do intervalo [a, b], cujos pontos médios
de cada um dos 7 subintervalos é representado por

"

] (14)

ii. Se f € C*([a, b)), entdo

ck=a+<k—%)hn, k=1,2,...,n. (16)

b—a
L
Introduzimos n fungdes ¥y : [0, %”] — R dadas por

onde h,, =

Cp+t

Pi(t) = f(x)dx —2tf(ck), k=1,2,...,n. (17)

cp—t
Claramente é possivel observar que
Cx+t cp—t
W) = | fedx— [ fladx - 2efe).
Ck

Ck

Para cada k =1,2,...,n, vemos que a fun¢do ¢ é duas vezes derivavel em [a,b] e um
célculo simples nos dé que:

Yi(t) = flex+ 1) + flee — 1) = 2f (cx) (18)

P (t) = fllex +1) — flex — 1) (19)
De (17), (18) e (19), obtemos que

Pr(0) = ¥(0) =L (0) =0, Vk=1,2,...,n. (20)
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Agora, paracadak =1,2,...,ne0 <t < %” tixados, podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio para a fungdo f|’[ eurd]’ Logo, paracadak=1,2,...,ne0 <t < %” fixados,
Ck—bCk
n(k,t) € (cx —t,cx +t) tal que
fllex+1) = fllex — 1) = f'(n(k, 1)(21).
Substituindo (19) na igualdade acima, temos
P (t) = 2tf"(n(k, 1)) (21)

Levando em conta que f” € C([a,b]), temos que 3 xg,x1 € [a,b] tais que para todo
s € |a, b] temos

f"(x0) = min {f"(x);x € [a,b]} < f"(s) < max {f"(x);x € [a,b]} = f'(x1), (22)

a<x<b a<x<b

de onde, em particular,

f(xo0) < f(n(k, 1)) < f"(x1),

ou ainda,
2tf"(x0) < 2tf"(n(k, 1)) < 2tf"(x1).

Usando (21) na desigualdade acima, concluimos que para cada k = 1,2,...,ne 0 <

t<

2t (x0) < (1) < 2tf"(x7).

Observe também que esta desigualdade continua vélida para t = 0. Entéo,

2tf"(xo) < Yp(t) <2tf"(x1), Vk=1,2,...,n, Vte [0, %] : (23)

Integrando, membro a membro, a desigualdade acima de zero a s, com s € [0, %”],
temos:

Jth” x0)d ng < LSth”(xl)dt
Sf'(x0) < Yils) < SPf"(n).

Integrando agora, de zero a t, sendo t € [0, %’“], verifica-se que:

JOS 2" (xo)d f Pr(s)ds < JOS 2% f" (x1)ds
3/ < ) < Ff ().

Tomando, em particular f = I ha desigualdade acima, temos:
p 2 g

W3 h h3
ﬁ "(x0) < Wy (7”) < ﬁ "(x1).
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Somando as desigualdades acima de k = 1 a k = n, obtemos
nh3 // . nh% "
g ( ) < S "),
Notando que Z Pr < ) J f—M,(f), por (17) e (22), temos

ORI E [ [ bf—Mn(f>] < (=)

Esta desigualdade e o teorema do valor intermediério, aplicado a f”, implicam que
para cada n € IN, 3B, € (a,b) tal que

£(B) —[W”ff Ma(f ]

b _
[ = matr) = i) = © L 6

Finalmente, tomando o médulo na 1gualdade acima e lembrando que |f"(x)| < ||f"]|, Vx €
[a,b], concluimos que

ou seja,
nh3 "

b . _\3
-] = S < S

como desejado.

Agora de modo a validar a segunda desigualdade constante neste mesmo item, temos
que:

Para cada n € IN, seja P, a particao uniforme do intervalo [4,b], que o divide em n
subintervalos de mesmo comprimento h, = b;—“. Isto é Py = {arock<n = {a0 =a < a; =
a+h,<---<a,=b}={ag=a+kh,; k=0,1,...,n}.

Introduzimos n fungdes ¢y : [0, h,] — R por

ak-i-t

or(t) = %t[f(ak) + f(ax +1)] — f(x)dx, k=0,1,...,(n—1). (24)

ax

Paracadak =0,1,...,(n—1) vemos que a fun¢do ¢y é duas vezes derivavel em [0, ;|
e um cdlculo simples nos resulta

Fhlt) = SLF(@) — Fla+ )+ £f (@ + 1) 25)

PO = 2tf" @y + 1), (26)
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Entdo de (25) segue que
¢ (0)=0, Vk=0,1,...,(n—1) (27)
e de (26) observamos que
@p(0)=0, Vk=0,1,...,(n—1) (28)

Além disso, desde que f € C?([a,b]), temos que f” € C([a,b]) e portanto, f assume
valor méximo e valor minimo no intervalo [, b], isto é, 3 x¢, x1 € [a, b] tais que

f(xo) = min {f"(x);x € [a,b]} < f(s) < max {f'(x);x€[a,b]} = f'(x1), Vselab]

a<x<b

Em particular, Vk = 0,1,...,(n —1),Vt € [0, h,], segue que
f"(x0) < fMax + 1) < f'(x1),

ou ainda,
/4 t /4 t 14 t
< < _
F(x0)s < M@+ B3 < fx)s.

Integrando, membro a membro, de 0 a s, sendo s € [0, h1,], e usando (27), concluimos

que:
S S 1
f%ﬂm [ otwar < [ Jora
O 0 2
—szf”( 0 < @ils) < }Lszf”(xl), Vse[0,h,),Yk=1,2,...,n

Integrando a desigualdade acima em s de 0 a ¢, com ¢t € [0, /]| e usando (28), resulta

que:
2 // tl 2.1
f (P < [ 57 (x)ds
04
1
Et3f”(x0) < (Pk(t) < Etsf”(x1), Vit e [O, hn],Vk = 1, 2, oo, n.

Donde, em particular, tomando ¢t = h,, temos para k =1,2,...,n:

12 nf”( ) < @k(hn) = 12 nf”( )

Somando as desigualdades da forma acima de k = 1 a k = n, obtemos:

3 n 3
Ly < Lo < M o) (29)

n b
Agora usando (24), podemos ver que Z or(hy) = Tu(f) — J f, paran e IN.
k=1 a



Alguns resultados sobre integracdo numérica 18

Desta igualdade e de (29), temos

i3 b i3
) < T - [ f < 52

f'(x0) < Eﬁ%][ﬂiﬂ—:ff]féfﬁxn

Como f” € Cla, b], pelo Teorema do Valor Intermediario de Bolzano, podemos afirmar
que para cada n € N, 3 ay, € [a,b] tal que

() - Fﬁ”nm f4

3 _\2
J f _ Tlh // n) _ %f”(an)

Tomando o valor absoluto na 1gua1dade anterior e utilizando o fato de que |f"(x)| <

IIf"]],Vx € [a, b]:
—a 2 —a 2 —a 2
- it < i = [ S u)

ou seja,

b

f

T(H) - |

a

como desejado.
ii. Para cada n € N, seja P, a particdo uniforme do intervalo [a,b]. Entdo, se k =
0,1,2,...,5 —1 tome ¢ = a+ 2’;1“ os pontos médios de cada subintervalo formados a

partir da particdo equidistante P, e defina ¢ : [0, h,] — R por
t Cr+t
() = glfl+ ) +4fle) + flae+H] = | flx)dx. (30)
Cr—

Claramente podemos notar que:

Cr+t

c—t
0et) = 51fle+ )+ 4700 + flas 01 | [ fedx— [ feoax].

Ck

Como f € C*([a, b]), derivamos a funcéo trés vezes de modo a obter:
$(1) = 51—/ (cc— 1)+ fla+ 0= 5[ —H = 2f (@) + flee+ 0l @)
A0 = 1"~ 0+ e+ 0]+ 31 (e~ ) — £ (e + 1) )

W0 = 51"+ 1) — e~ D), para te [0,h]. (34
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Observe que de (32), (33) e (34), temos
¢r(0) = ¢i(0) = ¢(0) = 0. (35)

Deste modo, segue da aplicagdo do Teorema do Valor Médio em f”, que sabemos ser
continua em [a, b], a afirmagdo de que 3 7y, € [cx — t, ¢k + t] tal que

fex+t) = (e —1) = F9 () (28) (36)
ou seja, de (34) e (36), temos

2
W) = S+ )~ 0] = 5 fOln), parateDhl  @37)

Visto que f € C*([a, b]) pode-se afirmar que 3 xo, x; € [a, b] tais que

fP(x0) = min{ D (x);x € [a,b]} e fO () = max{fD(x)ixe [a bl (38)
E assim, evidentemente temos que para f € [0, ;]
fO) < fAwm) < [

2 2 2
L0 < ) < 0w

2t2 2t2

S < 9 5 [P ).

Agora, note que ao integrarmos a desigualdade acima de zero a v com v € [0, h;]
obtemos:

N

3 3
) <gfo) < 2o O x)
Integrando novamente, desta vez de zero a s, sendo s € [0, 11, ]:

st st

18 W (x0) < Ppls) < Ef@)(xl)-

Outra vez integrando, agora de zero a t, onde f € [0, h1,], tem-se

) P
% (x0) < ¢x(t) < %0 (x1).

Uma vez que t € [0,h,], tomemos o caso particular onde t = h;, na desigualdade

Somando as desigualdades acima de k =0 a k = 5 — 1 e notando que
2- b
Z ¢r(hy) = Su(f) — J f(x)dx, é percebido que
k=0 4

I’Zh;r’l () Tll’l5 )
180/ (X0 ff Jax < g0 f 7 (x1),
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ou seja,

b
fB(x0) < [%] [5n<f)— f(x)dx] < fO () (40)

a

Ja que f®* ¢ continua em [a, b], ao aplicar o Teorema do Valor Intermediério de Bol-
zano, temos como resultado que para cada n € IN par A, tal que

[%] [snm - Lbﬂx)dx] = FO ()

5
)~ [ e =" po, . @

Finalmente, tomando o médulo na igualdade (41) acima, e aplicando os fatos de que
h, = @ e [f®(x)| < ||fY]], Vx € [a, b] concluimos que

— Lb f(x)dx| =

4. Aplicacao dos Métodos Anteriores

nh (b —a)® (b —a)®
T 10 )] = S0 1y < Lo g

Em Estatistica, uma das mais importantes distribui¢cdes de probabilidade é a distri-
bui¢do normal. Esta distribui¢do tem grande relevancia ja que muitas varidveis aleatérias
em experimentos fisicos mostraram ser aproximadamente normais. E o caso do estudo
de distribuicdes de altura ou peso de uma populagdo ou mesmo a distribuicdo da forca
de tracdo de pecas de aco produzidas em um certo processo.

Por defini¢do, uma varidvel X tem distribuicdo normal com média y e variancia ¢
possui funcdo densidade de probabilidade

i) = < exp |3 (Z2)]

2

2 se

onde exp € a fungdo exponencial e y e 0“ sdo os parametros média e varidncia da dis-
tribuicdo, respectivamente. Note na Figura 1 que o grafico da distribuicdo normal é
simétrico em relacdo a uma reta vertical do tipo x = xp, para algum xp € IR, e ainda que
é signifcativa em apenas um certo intervalo.

Figura 1: Esbogo do gréfico de uma distribui¢do normal qualquer.
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Dentro da distribuicdo normal, genericamente apresentada acima, temos um tipo
particular de distribui¢do normal, é aquela que possui média nula e varidncia unitdria,
ou seja, a distribuicdo normal, cuja funcdo densidade de probabilidade é

plu) = = exp | = 12

A fungdo acima é chamada forma padrdo da distribui¢cdo normal. Claramente, esta forma
ndo depende dos parametros y e o, ja que estes sdo zero e um, respectivamente.

2

Figura 2: Esbogo do gréfico da distribui¢do normal em sua forma padréao.

Posto estes fatos, dada uma distribuigdo normal, em sua forma padrdo, de uma va-
ridvel X, a probabilidade da varidvel X estar situada no intervalo [x1,x;] é dada pela a
integral da funcdo densidade de probabilidade de x; a x3, ou seja,

X

*2 1 2 1.2
Prix; < X <x :J wduy = — e 2% du. 42
(1 2) x1p() m ( )

X1

Veja que ndo é possivel utilizar o Teorema Fundamental do Célculo para resolver a
integral acima. Nestas condi¢des, utilizamos os métodos estudados neste capitulo para
termos um valor aproximado para o valor da integral em (42).

Suponhamos que seja desejado calcular Pr(0 < X < 1), logo, deve-se resolver a inte-

1 1,2 2
gral \/%Tr §oe 2" du. Como \/%71 ¢ uma constante, focaremos no problema de se calcular

S(l) e 2y,

Para utilizar os principais métodos aqui apresentados, é necessdrio um estudo prévio
acerca da func¢do envolvida, por este motivo estudaremos a funcdo p(u) = e~ 2t para
obtermos as informagdes necessdrias e apo6s isto faremos as aproximagdes segundo os
dispositivos ja vistos.

Como j& apresentado, para aplicar os resultados deste capitulo, devemos conhecer
os pontos de maximo das derivadas segunda e quarta da func¢do p(u). Deste modo,
explicitaremos aqui os cdlculos necessarios.

Primeiramente calcularemos as derivadas até a ordem 5. Evidentemente é possivel re-
alizar tais calculos ja que a fun¢do exponencial ndo possui restri¢des quanto a derivagao,
e consequentemente, todos os métodos de aproximacdo de integrais aqui vistos poderdo
ser aplicados.

() = —ue™%
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—u5 +10u® — 15u)

Nos métodos de aproximacdo trapezoidal e pelo ponto médio é necessario o maximo
do conjunto | = {|p"(u)|;u € [0,1]}. Veja que a procura do maximo valor de p”, nos
remete a calcular o valor de p” nos extremos do intervalo e analisar os pontos onde
p"” é igual a zero ou ndo estd definida. Mas como esta é definida em toda a reta real,

observamos que:

o~~~

112
" (u) =0 e~ TBu—u’)=0

u2
(Bu—u’) =0, poise”2 #0, Vue R
u(w?-3)=0
u=0ouu==+V3

1111

Notando que ++v/3 ¢ [0,1], temos os seguintes valores: p”(0) = —1 e p"(1) = 0, e
portanto, |0”(u)| < [0"(0)] = 1, para u € [0,1].

No método de Simpson deve-se encontrar o0 maximo para o conjunto K = {|o® (u)|;u €
[0,1]}, e para isso, de modo andlogo ao feito anteriormente, calcularemos p(4) nos extre-
mos do intervalo considerado e analisaremos os pontos onde p® é igual a zero ou nao
esta definida. Vendo que p® estd definida em toda reta real, temos:

l£2
0P w)=0 — e 7 (—u®+10u®—15u) = 0
u2
—1° +10u® — 15u = 0, pois e 2

— #0, Vue R
— (—u)(u*—10u*+15) =0
=

u=0ouu=1/5++v10

Tendo em vista que /5++/10 ¢ [0,1] resta vermos que p¥(0) = 3 e p¥(1) =
—1,2130613194. Logo, temos que |o™® (u)| < [0™*)(0)| = 3, para u € [0,1].

Posto isto, podemos ir as aproximagdes.

Agora, pode-se suceder a aproximag¢do em duas formas: pode-se definir um ntmero
n € IN para que os célculos sejam realizados a partir deste, ou ainda, pode-se escolher
um certo erro para a aproximagado e obter n que satisfaga tal estimativa desejada.

Para que tenhamos uma andlise comparativa entre os métodos ja apresentados op-
taremos por prosseguir a partir de um certo erro definido, para que possamos entdo
comparar a eficiéncia de cada processo a partir do ntimero n necessario para satisfazer
a necessidade imposta. Logicamente, s6 é possivel incluir no comparativo o método de
Simpson se a fungdo puder ser derivada quatro vezes, mas como este é o caso do exemplo
aqui tomado, continuemos a analise.
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Por exemplo, caso seja desejado um erro menor que 10~>, vejamos qual seria o n que
satisfaria cada processo estudado.
Na aproximagdo trapezoidal, da desigualdade (13), temos:

T()—J1 (u)du <w| ") =551=55
L N S Tz WUNT 02 T 12

Mas como desejamos ter o erro menor que 107>, devemos ter:

1

15,72 <107 <« n > 91,2870929184

Logo, n=92 satisfaz tal estimativa.
Na aproximagdo pelo ponto médio, da desigualdade (14), podemos afirmar que

1 3
_ (1-0)° ,, 1 P 1
[, o= mito)| < 201 = 31 = 50

Analisando qual 7 é necessdrio para termos o erro desejado, temos

1
a7 < 107° < n > 64,5497224369

Portanto, n = 65 é suficiente.
Ja na regra de Simpson, ao utilizarmos a desigualdade (15), temos que:

Su(p) _L P(u)d”‘ < (18 ni P (0)] = 180 >~ 60nd

E para atender a necessidade do erro dado, é necessario que

1
oA <10™° <= 1n > 6,38943104246

Como é necessdrio n par para aplicacdo deste método, temos que n = 8 é o suficiente
para obter um erro menor que 107°.

Para que tomemos ciéncia de qual é este valor aproximado, utilizando a linguagem
de programacdo Julia, foram calculadas tais aproximacgdes, e os valores obtidos foram:

To2(p) ~ 0,8556184201978315;

Mes(p) ~ 0,8556303735394275;

Ss(p) ~ 0,8556260464436526.

Portanto, concluimos que:

Pelo método da aproximacdo trapezoidal,

Pro<X<1)~ - Toa(p) ~ 0,3413423637071942.

¥~
3
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Ja pelo método da aproximacdo pelo ponto médio,

1
Pro<X<1)~ \/TTT - Mes(p) ~ 0,34134713240054887.

E pelo método da aproximacdo de Simpson,

1
Pr(0 < X < 1) ~ o - Sylp) ~ 0, 3413454061390929.

Das aproximagdes acima temos que sdo plausiveis e que diferem apenas na quinta
casa decimal ap6s a virgula, o que é esperado ja que aproximamos a integral com um
erro menor que 107°.

O resultado obtido a partir das aproximagdes é coerente, pois sabe-se que uma pro-
babilidade é um nimero entre 0 e 1. Ainda podemos compreender que a area abaixo do
grafico de p no intervalo [0, 1] representa aproximadamente 34,134% da drea total abaixo
do gréfico de p.
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A constante de Kaprekar—6174

Prof. Doherty Andrade — doherty200@hotmail.com

1. A Constante 6174

Dado um nimero N com 4 digitos (base 10), escrevendo os digitos de N em forma
ascendente obtemos um ntiimero Nj e escrevendo os digitos de N de forma descendente

obtemos

um numero N>. Subtraindo o maior nimero do menor obtemos um niimero

N3. Se N3 = 6174 ja atingimos a constante de Kaprekar. Se ndo, repete-se o processo
com o nimero N3. Apdés um ntimero finito de passos (no maximo 8 passos) atinge-se a
constante de Kaprekar K = 6174. Observe que deve-se considerar o digito zero quando
este aparecer no processo.

2. Notebook em Python

O cédigo abaixo para notebook, em Python 3.7.3, executa o procedimento acima. No
exemplo, tomamos o nimero N = 1234. Este c6digo foi baseado no trabalho de Kuba

Siekierzynski de 2016.
Se vocé usa Jupyter Notebook para executar arquivos Python, digite este notebook e

execute-o.

In [1]:

iy

Cédigo baseado em Kuba Siekierzynski (c) 2016
Este algoritimo retorna a constante de Kaprekar 6174 para nmos. com 4 digitos.

Adpenas para uso didatico -- prof. Doherty Andrade

mniian

# armazena a constante de Kaprekar

K = [6174]

def asce(n):
# escreve o numero em forma ascendente.
return int(''.join(sorted(str(n))))

def desce(n):
# escreve o numero em forma descendente
return int(''.join(sorted(str(n))[::-11))

n = input("Entre com um nimero de 4 digitos: ")
while True:
# inicia as iteragdes
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print(desce(n), "-", asce(n), "=", desce(n)-asce(n))
n = desce(n) - asce(n)

if n not in K:
# vertfica se jd atingiu a constante
K.append (n)
else:
if K.index(n) == len(K)-1:
# se encontrou como ultimo mumero é a constante
K =[]
K.append (n)
else:
K = K[K.index(n) :]
break

print('Constante de Kaprekar foi obtida em ',len(K), 'passos:', n)

Entre com um numero de 4 digitos: 1234

4321 - 1234 = 3087

8730 - 378 = 8352

8532 - 2358 = 6174

Constante de Kaprekar foi obtida em 3 passos: 6174

Se aplicarmos a rotina de Kaprekar aos niimeros com 3 digitos (base 10), resultard
na constante 495 em no méaximo 6 passos. Pesquise sobre a constante de Kaprekar para
ndmeros com diferentes quantidade de digitos.
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Regra de trés Simples e Composta

Prof. Doherty Andrade — doherty200@hotmail.com

REesumo: Nestas notas apresentamos um revisdo sobre regra de trés simples e composta e
suas propriedade. Apresentamos também algumas aplica¢des elementares.
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1. Introducao

Os conceitos de razdo, propor¢do e como consequéncia suas aplicagdes, nos ajudam
a resolver problemas importantes. O método chamado regra de trés é uma importante
técnica que ndo pode ser desprezada. Embora importante, esse é um assunto elementar,
em nivel inicial de sexta série, e, portanto, ao alcance de de todo estudante.

Vamos entdo, conforme solicitado, vamos aos conceitos bdsicos necessdrios para o
entendimento desse assunto.

Chamamos de grandeza a tudo o que pode ser medido. Sdo exemplos de grandezas,
tempo, massa, velocidade, distancia, temperatura e etc.

< . : . a

Chamamos de razdo entre dois nimeros a e b # 0 ao quociente entre eles, isto é, b
Chamamos o nimero a de antecedente e o ntimero b de consequente.

Por exemplo, a razdo entre 8 e 2 é 4, pois ; =4.

No nosso vocabuldrio empregamos muitas vezes o conceito de razdo. A palavra razao
tem origem na palavra latina ratio e significa divisao.
Apenas 3, dentre 100 pessoas, léem jornais regularmente. A razdo entre a quantidade

que léem jornal e os que ndo léem jornal é 100" Isto é, 3%.

Outros exemplos em que aparece o conceito de razao:


www.dma.uem.br/kit/jeepema

ii.

1ii.
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V.
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Escala: é a razdo entre o comprimento apresentado em um desenho ou maquete
e o comprimento correspondente real, ambos expressos na mesma unidade de
medida.

Velocidade: é a razdo entre a distancia percorrida e o tempo gasto em percorré-la.

Densidade demogrifica: é a razdo entre o namero total de habitantes e a drea da
regiao.

Consumo médio de combustivel: é a razdo entre a distancia percorrida e a quan-
tidade de combustivel gasto em percorré-la.

Gramatura de papel: é a razdo entre a massa do papel e a drea do papel.

Diariamente, muitas vezes sem nos dar conta disso, estamos comparando grandezas.
Vejamos alguns exemplos:

1.

Se o litro da gasolina custa R$2,50, entdo dez litros custam R$25,00. Note, pela ta-
bela, que aumentando a quantidade de gasolina a ser comprada, o preco também
aumenta.

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
1 2,50
2 5,00
4 10,00
8 20,00
10 25,00

Vemos que dobrando a quantidade litros de gasolina, dobramos também o preco
a ser pago. Aqui as grandezas comparadas foram o pre¢o da gasolina e litros.
Note que a razdo entre os valores da primeira grandeza (Quantidade de gasolina)
e os valores correspondentes da segunda grandeza (preco) sdo iguais. Vejamos,
tomemos como exemplo as seguintes quantidades

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
4 10,00
8 20,00
Assim, temos
4_2 8 2
10 520 5



REGRA DE TRES SIMPLES E COMPOSTA 29

Se um operario em um dia de trabalho constréi um muro de 3 metros de compri-
mento, entdo (nas mesmas condi¢des) para construir um muro de 24 metros ele
precisara de 8 dias. Note, pela tabela, que ao aumentarmos o tempo de trabalho,
aumentamos também o comprimento do muro.

Dias de trabalho | Comprimento do muro
1 3
2 6
4 12
8 24

Aqui as grandezas comparadas foram o tempo de trabalho e o comprimento do
muro.

Note que a razdo entre os valores da primeira grandeza (tempo de trabalho) e os
valores correspondentes da segunda grandeza (comprimento do muro) sdo iguais.
Tomemos como exemplo as seguintes quantidades:

Dias de trabalho | comprimento do muro
2 6
4 12
Assim, temos:
2 1 4 1
6 3°12 3

Vamos agora estabelecer o conceito basico no estudo das propor¢des. Dizemos que
duas grandezas sdo diretamente propocionais quando a razdo entre os valores da
primeira grandeza e os valores correspondentes da segunda grandeza sdo iguais.

Mais precisamente, sejam G; e G, duas sequéncias de medidas dadas por

G1 .o M,a2,43,...,04,. ..
G2 : bl,bz,bg,...,bn,....

Se
ap __dp as _an_k

by by by by
dizemos que as duas grandezas G; e Gy sdo diretamente proporcionais.

Assim, no exemplo 1), a grandeza quantidade de gasolina e preco sdo grandezas
diretamente proporcionais, pois dois valores quaisquer correspondentes dessas

grandezas possuem a mesma razao, igual (nesse caso) a %

No exemplo 2), a grandeza dias de trabalho e o comprimento do muro sdo grande-
zas diretamente proporcionais, pois dois valores quaisquer correspondentes des-
sas grandezas possuem a mesma razdo, igual (nesse caso) %
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Chamamos de propor¢ao a igualdade entre duas razdes.
Em uma proporg¢ao
a ¢

b d
a e d sao denominamos extremos, b e ¢ denominados meios.
.. a _c . ) . .
Lemos a proporcdo - = — da seguinte forma: a estd para b, assim como c esta para d.

A propriedade fundamental das proporg¢des nos permite resolver muitos problemas.
Ela afirma que se temos ; = § entdo, necessariamente tem-se que ad = bc.

Em palavras temos o seguinte:

Propriedade 1.1 (Propriedade Fundamental) Em uma proporgio, o produto dos meios é iqual
ao produto dos extremos. Isto é,

a ¢
5= ad = bc.
Para obter este resultado basta multiplicar ambos os lados da igualdade ; = 5 pelo
termo bd. O que resultada em

a ¢ _abd  cbd J—b
p-d7 5 a T

Segue dessa propriedade, que se conhecermos trés niimeros de uma proporcao, entdo
o quarto é facilmente calculado. Vem dessa propriedade o nome Regra de Trés.

Tomemos o seguinte exemplo:

4 8
3 x
Utilizando a Propriedade Fundamental, temos que
é:§<:>4x:8><3<:>x:%(:Hc:ﬁ
3 x 4

2. Exemplos: grandezas diretamente proporcionais

Ja temos todos os elementos necessérios para resolver problemas simples envolvendo
grandezas diretamente proporcionais.

Primeiro exemplo: Se o litro da gasolina custa R$2,50, entdo quanto custam doze litros?
Vamos denominar por x o preco de 12 litros de gasolina. Assim, temos os seguintes
dados:

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
1 2,50
12 x

Primeiro note que as grandezas envolvidas sdo diretamente proporcionais. Como hé
igualdade entre a razdo entre os pregos de gasolina e a razdo entre os valores correspon-
dentes a serem pagos, temos a seguinte proporgao

1 12
2,5 «x°
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Resolvendo essa proporcdo, obtemos a equagdo x = 12 x 2,5 = 30,0. Assim, por 12
litros de gasolina deve ser pago R$30,00.

Segundo exemplo: Se um operario em um dia de trabalho constréi um muro de 3 metros
de comprimento, entdo (nas mesmas condi¢des) em quanto tempo ele construird um
muro de 24 metros?

Vamos denominar por x o tempo que o operdrio leva para construir um muro de 24
metros. Temos a seguinte tabela:

Dias de trabalho | comprimento do muro
1 3
b 24

Primeiro note que as grandezas envolvidas sdo diretamente proporcionais. Como ha
igualdade entre a razdo entre os dias gastos na construcdo e os valores correspondentes
aos comprimentos, temos a seguinte propor¢ao

1 X

37 24
Resolvendo essa proporcdo, obtemos a equagdo 3x = 24 e portanto x = 8. Assim, em
8 dias de trabalho, o operdrio constréi um muro de 24 metros.

Terceiro exemplo: Trés amigos, Jodo, Pedro e Miguel montaram um oficina mecanica.
Jodo entrou com R$15.000,00, Pedro com R$ 30.000,00 e Miguel com R$ 45.000,00 na soci-
edade. Depois de seis meses obtiveram R$ 60.000,00 de lucro. O lucro deve ser dividido,
entre eles, proporcionalmente ao valor investido. Quanto cada um deve receber?

Vamos denotar por x, a parte do lucro recebida por Jodo; y a parte do lucro recebida
por Pedro e por z a parte do lucro recebida por Miguel. Assim, tem-se x +y +z = 60.000.
Como a divisdo deve ser proporcional ao capital investido, temos

x _y .z
15.000  30.000  45.000

onde k ¢é o valor comum das razdes. Segue que x = 15.000k, y = 30.000k e z = 45.000k.
Assim, como x + y + z = 60.000 podemos escrever

k,

15.000k + 30.000k + 45.000k = 60.000
90.000k = 60.000

ro— 60.000
~90.000
2
k = —.
3
< 2 A
Logo, para Jodo temos 15000 — 3¢ portanto, pela regra de trés, x = R$10.000, 00.
2
Para Pedro, temos 3 0% 0 -3¢ assim, pela regra de trés, temos y = R$20.000. Para

. z 2
Miguel, temos 15000 — 3° Donde z = R$30.000, 00
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3. Propriedades

Ja vimos a propriedade fundamental das propor¢des e com ela fomos capazes de
resolver alguns problemas. Vamos ver outras propriedades que se ajudardo e resolver
problemas mais facilmente.

Propriedade 3.1 (Segunda Propriedade) Em toda proporgio % = 2 tem-se
a_c¢, atc_a_c
b d b+d b d
Uma relagao similar vale para o caso & = < = <
ma relagdo similar vale par Sb_d_f'

De fato, tem-se:
c e a+c+e a c

a e

b d FUbtd+f b 4 _f
Primei . a_c atc_a
rimelramente vamos provar que b = d b—|— d = b.

De 2 = 2 temos que ad = bc. Somando ab a ambos os lados, obtemos ad + ab =

b
bc + ab. Reorganizando, tem-se (a + c)b = (b + d)a. O que resulta em

atc a
b+d b
Do mesmo modo, demonstra-se a segunda parte: Zi; = 2 De % = 2 temos que
ad = bc. Somando dc a ambos os lados, obtemos ad + dc = dc + bc. Reorganizando,
tem-se (a +c)d = (b+d)c. O que resulta em
atc ¢
b+d d

Note que a propriedade acima fornece no primeiro caso

a_c  atc_a

b d b+d b

B_C o 8tc_c¢

b d b+d d

e no segundo caso

a c e a+c—+e a
_:_:_@—:—
b d f b+d+f b
a_c_¢  stcte ¢
b_d_f b+d+f_d
E_E_f@ a+c+e_€
b d f b+d+f f
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Exemplo 3.1

Podemos utilizar a segunda propriedade para resolver de modo mais simples o problema
dos trés amigos sdcios na oficina mecanica.

Vimos que
X Yy oz
15.000  30.000  45.000
Utilizando a segunda propriedade temos que
x+y+z x y z

15.000 + 30.000 + 45.000 _ 15.000 _ 30.000 _ 45.000°
Como x 4+ y + z = 60.000, segue que

60.000 x vy  z
90.000  15.000  30.000  45.000°

De onde segue, ap6s simplificagdo e utilizando regra de trés seguidamente, que:

2 X
3 = 15000 = x = 10.000
2 y
3 = 30.0002>y—20.000
2 z

Podemos resumir a técnica empregada no exemplo acima em um teorema que facilita
muito a divisdo em partes diretamente proporcionais.

Teorema 3.2 Sejam dados N > 0 e niimeros ndo nulos a,b e c. Os niimeros x,y e z que dividem
N em partes diretamente proporcionais a, respectivamente, a, b e c sdo dados por:

Na
X = —
a+b+c
B Nb
y = a+b+c
Nc
z = —.
a+b+c

A demonstragdo deste teorema segue diretamente da segunda propriedade.

4. Grandezas Inversamente Proporcionais

Assim como as grandezas diretamente proporcionais, as grandezas inversamente pro-
porcionais também aparecem em nosso cotidiano. Vejamos alguns exemplos:

1.  Com velocidade de 100 km/h um trem bala percorre uma determinada distancia
em 3 horas. Aumentando a velocidade para 150km/h ele percorrerd a mesma
distancia em 2 horas.

Note, pela tabela, que aumentando a velocidade do trem, diminuimos o tempo de
viagem.
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Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
150 2
200 3/2
400 3/4

Vemos que dobrando a velocidade, percorremos o mesmo percurso na metade do
tempo. Aqui as grandezas comparadas foram velocidade e tempo. Note que a
razdo entre dois valores de velocidade e a razdo entre seus respectivos tempos
ndo é a mesma. Vejamos, tomemos os seguintes valores,

Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
200 3

Mas observe que tomando a razdo de uma grandeza com os inversos da outra
grandeza,

1 2
199 _ 300 e 229 300.
3 3

temos igualdade. Logo, temos a proporcao

100 _ 200 _ 59,

3

Q=

Dois operdrios realizam uma tarefa em 6 dias. Em quanto tempo 4 operdrios
realizam juntos o mesmo servigo?

Note, pela tabela, que ao aumentarmos o nimero de trabalhadores o tempo ne-
cessdrio para realizar a tarefa diminui.

Ntumero de operarios | Tempo (h)
2 6
4 3
8 1,5

Note que a razdo entre duas quantidades de dias de trabalho e a razdo entre os
respectivos tempo de trabalho ndo é a mesma. Vejamos, tomemos as seguintes
quantidades

Ntumero de operarios | Tempo (h)
2 6
4 3
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Calculando as razdes, temos que

W =
[¢)
SIS
Il
NS

2
6

sdo diferentes.

Observe que tomando os inversos (de uma grandeza ou de outra), temos

Logo, temos a proporgdo

(ST ITN

Estes dois exemplos ilustram grandezas inversamente proporcionais.

Dizemos que duas grandezas sdo inversamente propocionais quando a razdo entre
dois valores quaisquer da primeira grandeza e os inversos correspondentes da segunda
grandeza sdo iguais.

Mais precisamente, sejam G; e G, duas sequéncias de medidas dadas por

Gy : ay,ap,as3,...,044,...
G2 . bl,bz,bg,...,bn,....

Se
ay
1~ 1
by by

az
1 L
b
dizemos que as duas grandezas G; e G sdo inversamente propocionais
Nos dois exemplos apresentados acima, as grandezas sdo inversamente proporcio-
nais.

Note que

as an
b3

i )
T =71 © mby = aby,
by b

que na prética agiliza os célculos.

5. Exemplos: grandezas inversamente proporcionais

Ja temos todos os elementos necessdrios para resolver problemas simples envolvendo
grandezas inversamente proporcionais.

Primeiro exemplo: Com velocidade de 100 km/h um trem de alta velocidade percorre
uma determinada distancia em 3 horas. Aumentando a velocidade para 150km/h, em
quanto tempo ele percorrerd a mesma distancia?

Vamos denominar por x o tempo necessario para fazer o trajeto com velocidade de
150km/h.
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Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
150 x

Como hé igualdade entre o inverso da razdo entre as velociades e os valores corres-
pondentes ao tempo, temos a seguinte proporcao

100 _ 150

Wl
e e

Resolvendo essa proporgao, obtemos a equagdo 150x = 300. Assim, x = 2. Logo,
aumentado a velocidade, o tempo gasto diminuird para duas horas.
Na prética, escreve-se diretamente o produto 150x = 100 x 3, o que resulta x = 2.

Segundo exemplo: Dois operdrios realizam um tarefa em 6 dias. Em quanto tempo 4
operdrios juntos realizam o mesmo servigo?
Vamos denominar por x o tempo que 4 operdrios levam para realizar a obra.

Numero de operdrios | Tempo
2 6
4 x

Como as grandezas sdo inversamente proporcionais, temos a seguinte proporcao:

o~ N
Ri=|

Resolvendo essa equagdo, temos 4x = 12 e, portanto, x = 3. Assim, em 3 dias de
trabalho, 4 operarios realizam o tabalho.
Na prética, escreve-se diretamente o produto 4x = 12, o que resulta x = 3.

Terceiro exemplo: Um pai deixou 104 mil reais de heranca para os seus trés filhos. Esse
total deve ser dividido em partes inversamente proporcionais as suas idades. André o
mais novo tem 2 anos, César o do meio tem 3 anos e Rodrigo o mais velho tem 4 anos.
Quanto cada um recebera?

Vamos denotar por x, a parte recebida por André; y a parte recebida por César e por
z a parte recebida por Rodrigo. Assim, tem-se x + vy + z = 104.000,00. Como a divisdo
deve ser inversamente proporcional as idades, temos

X oy oz
1171k
2 3 1
onde k ¢é o valor comum das razdes. Segue de
X y z
1=k 1=k 7=k
2 3 1
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que
ok kK
oy YTy EFT g

Assim, como x + vy + z = 104.000 podemos escrever

kK ok ok
S+ = 104
Stztg = 104000
6k +4k+3k 04000
12
13k
=%~ 104.000
12
o 104000 x 12
N 13
k = 96.000
000 9.
Logo, para Jodo temos x = 2% _ 48000,00. Para Pedro, temos y = _6??00 _
96.000

32.000,00. Para Miguel, temos z = 1 = 24.000, 00.

Assim, temos que Jodo receberd R$48.000,00, Pedro receberd R$32.000,00 e Miguel
R$24.000,00

Apresentamos agora a segunda propriedade adaptada para o caso de grandezas in-
versamente proporcionais.
Propriedade 5.1 (Segunda Propriedade-grandezas inversamente proporcionais) Em toda
proporgio % = % tem-se

b d
a_c@aJrc_a c
1~ 11,1 1" 71
b 4 btd b 4
o a ¢ e
Uma relagdo similar vale para o caso 7+ = 7 = 1 :
b d f
a ¢ e atct+e a c e
IT=1 19T 1,1° 1° 171
b 4 f bT4dTF b 4 ¥

O exemplo acima pode ser facilmente resolvido utilizando esta propriedade. De fato,
como a partilha deve ser inversamente proporcional as idades, temos

y z

x
1711
2 3 1

e usando a segunda propriedade podemos escrever:

x+y+z x |y z
1,1,1 1 1 1°
23T 2 3 1
De onde segue que:
x+y+z
3 =2x =3y =4z
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Logo,
104.000
13
12

Resolvendo cada uma das equacdes:

= 2x =3y = 4z.

104.000
5 =2 = x=48.000

12

104.
W0 3y = y=32000

12
104.000

13
12

=4z = z =24.000.

Podemos resumir a técnica empregada no exemplo acima em um teorema que facilita
muito a divisdo em partes inversamente proporcionais.

Teorema 5.1 Sejam dados N > 0 e niimeros ndo nulos a,b e c. Os niimeros x,y e z que dividem
N em partes inversamente proporcionais a, respectivamente, a, b e ¢ sio dados por:

Nbc

ab+ac + be
Nac

y = ab + ac + bc
Nab

ab +ac + bc
A demonstracgdo deste resultado segue diretamente da terceira propriedade.

6. Proporcionalidade composta
Ja definimos quando duas grandezas sdo diretamente propocionais. Do mesmo

modo, podemos definir grandezas diretamente proporcionais para trés ou mais gran-
dezas .

Mais precisamente, sejam Gi, G, e Gz trés sequéncias de medidas dadas por
Gy : ay,ap,as,...,4,,...
Gz . bl,bz,b3,...,bn,...
Gs : €1,62,C3,...,Cnyenn.

Dizemos que G; é diretamente proporcional a G, e a Gz de forma composta se

a1 ar as an k

b1C1 N szz N b3C3 N bncn

Dizemos que G; é inversamente proporcional a G, e a G3 de forma composta se

a _ dp a4z _an_k

i 1 1 1

b101 b2C2 b3C3 bncn
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Dizemos que G; é diretamente proporcional a G, e inversamente proporcional a G3
de forma composta se

a a2 a3 _ ... _ M _ g

1 1 1
lea bZXE bZXa bnx—

Vejamos alguns exemplos aplicando esses conceitos.

7. Exemplos: Regra de trés composta

1. Dois clubes e futebol decidem construir um estddio ao custo de R$100.000.000,00
(cem milhdes). O critério de investimento para cada clube foi que a divisdo seria
diretamente proporcional a quantidade de torcedores de cada clube e inversamente
proporcional a distancia de suas sedes até o estddio. Com os dados da tabela abaixo,
determine o quanto cada clube de investir.

Clube | Torcedores | Distancia
A 150.000 30 km
B 220.000 15 km

Vamos denotar por x a quantia a ser investida pelo clube A e por y a quantia
investida pelo clube B. E claro que x + y = 100 milhdes. Como as quantias x e i séo
diretamente proporcionais ao ntimero de torcedores e inversamente proporcionais
as distancias, temos que

X _ y
1 1°
150.000 x 4 220.000 x &

Simplificando, temos a proporg¢do

r_Y

1 4

De onde segue, pela segunda propriedade, que

x—l—]/_f_]i

1+4 1 4
Logo,

100 _x_y

5 1 4

e, portanto, x = 20 milhdes e y = 80 milhdes.

2. Um trabalhador trabalha duas horas diarias para montar 18 componentes eletroni-
cos. Com o aumento da demanda, a fabrica contrata mais dois funciondrios que
trabalhardo com o primeiro trabalhador por 8 horas didrias. Quantos componentes
eles produzirdo por dia?
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Trabalhadores | Horas | Componentes
1 2 18
3 8 b

Como as grandezas ntimero de trabalhadores e horas sdo diretamente proporcio-
nais a quantidade de componentes, temos que:

18

2
8

1
— = = X = = x = 216 componentes .

x 3
. Duas bombas escoam 2100 litros de 4gua em trés horas. Em quanto tempo 5 bombas

do mesmo tipo escoariam 7000 litros?

Bombas | Volume (litros) | Tempo
2 2100 3
5 7000 x

A grandeza quantidade de bombas e o tempo sdo grandezas inversamente propor-
cionais. J4 a grandeza volume e o tempo sdo grandezas diretamente proporcionais.

Logo, podemos escrever

3 5

2100

X 7000 = x =4.

x 2

. Com 10 funciondrios uma indtstria produz 2000 pegas trabalhando 8 horas por dia
durante 5 dias. O ntimero de funciondrios para que a empresa produza 6000 pecas
em 15 dias, trabalhando apenas 4 horas por dia, sera de:

Note que:

A grandeza niimero de funciondrios é diretamente proporcional a grandeza ntimero
de pecas.

A grandeza niimero de funciondrios é inversamente proporcional a grandeza horas
trabalhadas.

A grandeza ntamero de funciondrios é inversamente proporcional a grandeza dias
trabalhados.

Trabalhadores | Pecas | horas/dia | dias
10 2000 8 5
X 6000 4 15
E——2000><4—L><E:>x—20
x 6000 8 5 -
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8. Usando Maple

Podemos utilizar um software de matemaética simbolica para programar a divisdo em

partes diretamente e inversamente proporcionais apresentadas pelo teoremas.. Veja o
exemplo em Maple.

Diretopro := (N, a, b, c¢) -> (Nxa/(atb+c), Nxb/(atb+c), Nxc/(atb+c));
Inverpro := (N, a, b, c) -> (Nxb*c/(a*btakxctbxc), Nkxaxc/(axbtakxctb*c),
N*a*b/ (a*xb+ta*xc+b*c));
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