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Notas sobre Modelagem Matemadtica na Genética de Popula¢des com
Selecao

Vinicius Freitas de Oliveira e Suzete Maria Silva Afonso

REsuMoO: A genética de populagdes é a ciéncia que estuda o comportamento
das frequéncias alélicas e genotipicas nas populagdes e quais os possiveis feno-
menos que podem alterd-las ao longo do tempo. A fim de estabelecer uma in-
terdisciplinaridade entre biologia e matematica, estas notas exibe a construcgdo
de um modelo matemadtico para populagdes com a presenca de selegao natural
de forma que contemple o comportamento de tais frequéncias no tempo. Para
tanto, sdo utilizados conceitos de probabilidade, estatistica e equagdes de dife-
renca. O modelo final trata de uma equagédo de diferencas néo linear e o estudo
dos resultados conta com o auxilio do método teia de aranha para a andlise
qualitativa dos resultados. Estas notas foram inspiradas nas notas de aula de
Ocone (2014), [7].
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1. Introducgao

No final do século XIX, com a necessidade de estudar variacoes heredita-
rias nas populagdes, surgiu a ciéncia da genética de populagdes. Essa ciéncia
analisa o comportamento das frequéncias génicas nas populagdes, bem como
os fendmenos capazes de alterd-las no decorrer do tempo. Esses fendmenos
sdo compreendidos principalmente pela migracao, selecdao natural e mutacao.
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As variagdes génicas dependem de caracteristicas especificas dos indivi-
duos, o gendtipo e o fendtipo, e para entendé-las advimos do sistema es-
trutural de funcionamento dos organismos vivos, a célula. E na célula que
estd contida toda a informacdo genética, passada de forma hereditaria. Essa
heranga é chamada de gene e trata-se de um trecho da molécula de 4cido
desoxirribonucleico, 0o DNA (AMABIS e MARTHO, 1994).

Os genes sdo encontrados em um local dos cromossomos, denominado lo-
cus, no plural loci. As diferentes formas e varia¢cdes dos genes sdo chamadas
de alelos, que tém direta influéncia na determinagdo de uma caracteristica
(LEWIS, 2004). Os alelos sdo identificados por letras, podendo ser recessi-
vos ou dominantes. Alelos dominantes, representados por letras maitsculas,
sempre se expressam. J4 os alelos recessivos, representados por letras mi-
nusculas, sdo inibidos na presenga de alelos dominantes, ou seja, s6 possuem
expressao quando sozinhos.

Os cromossomos podem ser subdivididos como autossdémicos, que ndo se
diferem entre os sexos, e sexuais, que determinam o sexo do individuo. Para
as chamadas espécies diploides, os cromossomos autossdomicos sdo agrupa-
dos em pares homologos, que sdo iguais entre si. Esses cromossomos parea-
dos sdo chamados de genétipos, que sdo uma estrutura gréfica dos alelos. Sao
os gendtipos que possuem o codigo para construir uma proteina e determinar
uma caracteristica. Essa caracteristica é chamada de fenétipo (LEWIS, 2004).

A diferenca entre gendtipo e fenétipo é mais complexa, pois além do fené-
tipo ter dependéncia direta do genétipo, ele também depende da influéncia
do meio em que se vive (HARTL e CLARK, 2007). Por exemplo, a cor da
pele é uma caracteristica, portanto, um fenétipo. O genétipo do individuo ira
dizer a quantidade da proteina melanina que devera ser produzida, porém,
a exposicdo ao fator externo, o sol, também terd influéncia na cor da pele. A
Figura 1 mostra cromossomos homoélogos com seus diferentes genétipos.

Analisando a Figura 1, pelos casos I e III, observam-se os genétipos AA
e aa, respectivamente, possuindo dois alelos iguais — homozigose; j& no se-
gundo caso, observa-se o genétipo Aa, com alelos diferentes — heterozigose.

O estudo dos genétipos e de suas frequéncias genotipicas é muito impor-
tante, pois nos permite prever as suas distribuigdes em proles provenientes de
acasalamentos de um grupo de individuos da mesma espécie. As aplicacdes
dessas previsdes sdo numerosas e muito titeis na medicina, no direito, na bio-
tecnologia, na sociologia, na antropologia, nas politicas sociais, dentre outras
areas. Por exemplo, a compreensdo das distribui¢des genotipicas no decorrer
do tempo pode ajudar na percepcao de doencas hereditarias, levando a uma
possivel cura, ou no mapeamento genético da susceptibilidade de doencas,
incluindo o cancer, ou na melhoria no desempenho de animais domésticos
e plantas cultivadas, ou ainda na organiza¢do de programas de cruzamentos
para a conservacgdo de espécies ameacadas de extingdo (HARTL e CLARK,
2007).
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Figura 1: Cromossomos Homologos e Genétipos

Caso | Caso |l Caso lll
Locus
A‘ ‘A A‘ a a‘ a
— 7
Cromossomos
Homélogos

FONTE: Os Autores (2018)

Aqui, temos como objetivo realizar aplicagdes matemaéticas na genética de
populagdes por meio da construcdo e andlise de um modelo matematico para
populagdes com selecdo. Cabe mencionar que essa construgdo pode também
ser verificada em Ocone (2014), [7]. A modelagem serd promovida por meio
de conceitos de probabilidade, estatistica e equacdes de diferencas e o modelo
serd examinado mediante a andlise de estabilidade e o método teia de aranha.

Para a elaboragdo da figura presente no texto foi utilizado o software

Adobe TllustratorR e para a construgdo dos gréficos o software AutoCADR,

2. Principios de Genética de Populagdes

O grande propésito dos modelos de genética de populagdes é descobrir
qual é a probabilidade que um individuo portador de um genétipo G tenha
um descendente com esse mesmo genétipo. Essa probabilidade dependera de
diversas premissas sobre qudo provével é que individuos de diferentes geno-
tipos acasalem entre si. Os itens abordados nesta se¢do tratam de principios
por trds dessas premissas.

2.1. FreQUENCIAS ALELICAS E FREQUENCIAS GENOTIPICAS. Considere uma po-
pulacdo qualquer e um dos possiveis genétipos, Gy ---Gr. A frequéncia
fc,.c, € definida pela seguinte férmula:

f » numero de individuos com genétipo Gy - - - G
G Ge ™ tamanho da populagdo '

(1)

Quando o tempo for considerado, fg,.. ¢, (t) denotard a frequéncia genoti-
pica no tempo t.
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As frequéncias alélicas sdo calculadas contando somente alelos e igno-
rando como eles sdo organizadas em gendétipos. Seja [ um locus. Dada uma
populacdo, a colecdo alélica para o locus | é a colegdo de todos os alelos de
genotipos de populacdo que ocorrem no locus I. Lembramos que uma po-
pulacdo é tratada como uma colecdo de sequéncias de caracteres genotipicos.
Considere um alelo particular A que pode ocorrer em I. A frequéncia f4 de
A é definida como sua frequéncia relativa a cole¢do alélica correspondente a
| da seguinte forma:

A~ numero de A’s na cole¢ao alélica de [

fA = ’ (2)

tamanho da colegdo alélica de [

e, de forma similar a frequéncia genotipica, denotamos a frequéncia alélica
no tempo t por fa(t).

Exemplo 2.1. Considere o estudo de um locus com dois alelos, A e a, para uma
populagio de espécies diploides. Uma coleta de 15 amostras dessa populagio obteve o
seguinte resultado: AA, AA, Aa, AA,aa,aa,aa, Aa, Aa, AA, AA,aa, Aa, Aa, AA.

Se essas amostras representam toda a populagio, entdo as frequéncias genotipicas
valem: fap = % = %, faa = % = % e faa = %, valores obtidos com a férmula (1).
Com a férmula (2), vemos que as frequéncias alélicas valem: f4 = % e fa= %.

Veja que para um locus com dois alelos, A e a, os possiveis gendtipos sdo
AA, Aa e aa, assim, é facil notar que: fa + fo =1e faa+ fag + faa = 1. Além
disso, existe uma relacdo entre as frequéncias genotipicas e alélicas. E o que
veremos na proxima proposigao.

Proposicao 2.2. Seja P uma populagdo de uma espécie diploide com tamanho N e
seja | um locus nessa populagio que admite dois alelos, A e a. Entdo,

fA:fAA'f'% e fa:faa‘f'%-

Demonstragdo. Como N é o tamanho da populagdo P e ela é diploide, segue
que o tamanho da colecdo de alelos no locus /, onde A ocorre, é 2N. Contudo,
para contarmos a quantidade de A’s no grupo de alelos do locus /, usaremos
as frequéncias genotipicas. Pela definicdo de faa (veja (1)), existem Nfaq
genotipos AA na populagdo, e como cada um deles contribui com dois alelos
A’s, no total existem 2N f4 4 desses alelos na populagdo P. Do mesmo modo,
existem Nfa, genotipos Aa que contribuem com um total de Nf4, alelos A.
Como os individuos com genétipos aa ndo contribuem para a frequéncia f4,
por (2) segue que

f _ ZNfAA + Nan
A 2N

A frequéncia do alelo g, f,;, pode ser obtida de forma analoga. O
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Embora as frequéncias alélicas possam ser encontradas através das frequén-
cias genotipicas, sem pormenorizar, a reciproca ndo é vélida, pois as frequén-
cias genotipicas ndo dependem apenas da quantidade de alelos, mas de como
os alelos estdo distribuidos entre os individuos.

2.2. AcASALAMENTO ALEATORIO. De acordo com Magalhdes e Lima (2010),
uma varidvel aleatéria trata-se de um valor de interesse proveniente de um
experimento aleatorio e é exatamente esse conceito que arquiteta a definigdo
de acasalamento aleatdrio.

Definicdo 2.3. O acasalamento aleatdrio é a criagdo de um novo individuo pela unido
de dois gametas, um 6vulo e um espermatozoide, escolhidos por experimentagio alea-
toria na populagdo. Em suma, cada gameta, seja masculino ou feminino, é cedido de
maneira aleatoria por seus pais.

No caso de espécies monoicas, espécies que apresentam 6rgdos sexuais
dos dois sexos, ambos gametas virdo de um mesmo grupo de acasalamento,
havendo possibilidade de reposi¢do, ou seja, os dois gametas podem ser de
um mesmo pai ou ndo. Quando os gametas vem de um mesmo pai, ocorre
a chamada autofecundagdo. Para uma populagdo com tamanho N, a proba-
bilidade de ocorrer uma autofecundacdo é de 1/N. Consequentemente, para
uma populacdo muito grande, essa probabilidade é extremamente pequena.
O lema abaixo estabelece um principio simples para calcular a probabilidade
genotipica da prole através da frequéncia de ocorréncia.

Lema 2.4. Seja S uma populagio com reprodugio por acasalamento aleatério e A um
alelo. Se p5, é a probabilidade do gameta possuir o alelo A e f3 é a frequéncia desse
alelo na populagio S, entdo:
pa=f ©

O Lema 2.4 traz um dos resultados mais importantes para modelos basea-
dos em acasalamentos aleatdrios e sua prova pode ser encontrada em Ocone
(2014). A equagdo (3) é uma consequéncia da ideia de escolha aleatéria do
parceiro e da natureza da reproducédo sexual.

Para finalizarmos as considerag¢des a respeito do acasalamento aleatério, o
exemplo abaixo traz uma aplicacdo importante do Lema 2.4.

Exemplo 2.5. Considere um acasalamento aleatério ocorrendo em uma populagio de
gendtipos AA, Aa e aa em uma populagdo monoica (com um locus e dois alelos A e
a), com frequéncias alélicas f4 e fa. Sejam pYy e p} = 1 — pYy as probabilidades dos
progenitores masculinos passarem os alelos A e a, respectivamente, para a prole no
acasalamento aleatério. E sejam p? e p3 = 1 — p% as probabilidades dos progenitores
femininos transmitirem os alelos A e a, respectivamente, para a prole no acasalamento
aleatério. Uma vez que ambos os progenitores sio escolhidos do mesmo grupo de
acasalamento (estamos considerando uma espécie monoica), segue que:

Ph=ra=fa e pi=pi="rfa
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A probabilidade da prole, de um acasalamento aleatdrio, possuir gendtipo AA é
equivalente a probabilidade dela receber o alelo A de cada progenitor (andlogo para
aa), jd que os progenitores sio escolhidos de forma independente. Sendo assim, tem-se

2
P(prole ser AA) = pYy - p% = (fa)* = (fAA + %) (4)
e
1.2 (N2 faa\?
P(prole ser aa) = p, - v5 = (fa)* = | faa + - ) - )

Por fim, para calcular a probabilidade da prole obter um genétipo Aa, leva-se em
conta a contribuigdo de ambos os alelos, A e a. Desta forma, obtém-se

P(prleser Aa) = ply? -+ pios = 2fafo =2 (Fan+ 122 ) (fut 222). @

2.3. MUTAGAO, SELECAO E MIGRAGCAO. A mutagdo é uma mudanca aleatoéria
na sequéncia do DNA de um tinico gene. Essa variagdo ocorre em um alelo de
um gameta proveniente do grupo de acasalamentos por um erro no processo
de reprodugdo ou por consequéncias da radiagdo (BEIGUELMAN, 2008).

A selecdo natural, intitulada por Darwin, é um principio em que indi-
viduos de uma populagdo estdo sujeitos, devido a luta pela vida, a proba-
bilidades de sobrevivéncia antes de se tornarem possiveis reprodutores, por
diversos fatores, incluindo a influéncia genotipica. Em outras palavras, a se-
lecdo natural acontece quando diferentes genétipos tém diferentes chances de
sobrevivéncia ou sucesso reprodutivo (HARTL e CLARK, 2007).

Ja a migracdo, segundo Hartl e Clark (2007), ocorre quando individuos
entram e saem, em massa e de forma desorganizada, de uma populacéo.
As chamadas cidades universitédrias dispdem dessa caracteristica, pois muitos
jovens chegam na cidade para estudar, fazem parte do grupo de reprodutores
por um periodo de tempo muito curto, se formam e vdo embora.

2.4. GERAGOES NA0O-SOBREPOSTAS. O conceito de geragdes ndo-sobrepostas ex-
prime que os individuos de uma geragdo qualquer t acasalam entre si para
produzir a geracdo t + 1 e a partir disso ndo acasalam mais. Da mesma forma,
a geracdo t + 1 acasala entre si e, analogamente, ndo acasalam mais, e assim
por diante (OCONE, 2014). Esse principio é muito ttil para modelos de po-
pulagdes com acasalamentos sazonais, como é o caso de muitas espécies de
passaros.

2.5. PREMISSA DA POPULAGAO INFINITA. O préximo principio é a suposi¢do
de uma populagdo infinita, ou seja, a suposicdo de que o limite do tamanho
da populacido tende ao infinito. Embora essa premissa seja extremamente
simples, os seus resultados e a sua aplicagdo tem uma enorme relevancia.
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Considere uma populacédo de filhos construida por acasalamento aleatdrio
de uma determinada populagdo de pais. Seja fg,...g, a frequéncia de um
genotipo na populagdo de descendentes e seja pg, ... g, a probabilidade de que
o genétipo é produzido em um tnico acasalamento aleatério.

A premissa da populacdo infinita consiste em impor que, para todo gené-
tipo, seja vélida a seguinte identidade:

fGi- G, = PGy G- (7)

Na realidade pratica, a utilizagdo da premissa de populacdo infinita é util
para uma populagdo tdo grande de tal forma que a identidade (7) represente
o que ocorre quando a populacdo tende ao infinito, tornando-se uma boa
aproximacgao.

2.6. EquiLiBrio DE HARDY-WEINBERG. Godfrey Harold Hardy e Wilhem Wein-
berg chegaram quase simultaneamente a conclusdes sobre a genética de po-
pulagdes. Essas conclusdes passaram a ser conhecidas como a lei do equilibrio
de Hardy-Weinberg.

Definicdo 2.6. As frequéncias genotipicas faa, faa € faa, com faa+ fag+ faa =1,
estdo no equilibrio de Hardy-Weinberg se existir p € R, com 0 < p <1, de tal modo
que:

fAA:PZI faa=2p(1—p) e faa:(l_P)z-

O equilibrio de Hardy-Weinberg é muito importante pois sua auséncia diz
que a populacdo pode sofrer mutagdo, migragdo ou selecdo, adulterando os
resultados das varia¢des genéticas. Dai vem a importancia prética de saber se
a populagdo estd ou ndo nesse equilibrio.

3. Construc¢iao do Modelo
Para a construcio do modelo 2, consideremos as seguintes premissas:
1. Acasalamento aleatoério;;
Geragdes ndo-sobrepostas;
Populagéo infinita;

Espécies monoicas;

AR BN

Populagdo sem migragdo e mutagao;

6. Populagdo com selegéo.

1 OCONE (2014) traz detalhes técnicos para explicar a validade desta identidade.
2 A construgio desse modelo também é encontrada em Ocone (2014).
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Também consideraremos que os acasalamentos ocorrem sazonalmente, ou
seja, a geragdo f acasala para produzir a geracado t + 1 (depois ndo acasala mais
por 2), assim, o préximo acasalamento s6 ocorrerd quando a geragao t + 1 for
madura sexualmente para produzir a geragado f + 2, e assim por diante.

Para iniciarmos a modelagem, consideremos uma popula¢do com um lo-
cus e dois alelos, A e a. Definiremos dois tipos de frequéncias para uma
mesma geragdo. Denotamos as frequéncias alélicas e genotipicas na geracao
t, no momento do nascimento, por fa(t) e fu(t) e faa(t), faa(t) e faa(t),
respectivamente. Por exemplo, a frequéncia f44 € a probabilidade de um
individuo nascido na geragdo t possuir o gendtipo AA.

O segundo grupo de frequéncias sdo aquelas que representam a geragao
t no momento da maturidade sexual, usaremos as notacgdes pa(t) e pa(t)
para as frequéncias alélicas e paa(t), pas(t) e paa(t) para as frequéncias ge-
notipicas. Observemos que a frequéncia no momento da maturidade sexual
depende da sobrevivéncia dos individuos. Assim, para o genétipo AA, por
exemplo, segue que® paa(t) = P(UaalS), onde Uya é o evento do indivi-
duo nascido na geragdo t possuir genétipo AA, e S é o evento do individuo
nascido na geracdo t sobreviver. A mesma derivacao vale para pa,(t) € paa(t).

A premissa 6 diz que na populagdo ha presenca de selegdo e sabemos que
ela ocorre quando os genodtipos afetam a sobrevivéncia. Isso pode acontecer
em duas situagdes: quando os gendtipos possuem diferentes probabilidades
de reprodugdo ou quando os genétipos possuem diferentes taxas de sobre-
vivéncia. Essas taxas de sobrevivéncia, ou coeficientes de selecdo, serdo de-
notadas por wa4, wa, € Wy, e sdo iguais de geragdo em geracdo, ou seja, 0s
coeficientes de selecdo sdo independentes de individuo para individuo e in-
dependentes da geracdo. Para simplificarmos a compreensdo, diremos que
w4 € a probabilidade de um individuo sobreviver visto que possui o geno-
tipo AA, de forma andloga w,, para o gendtipo Aa, e w,,; para o gendtipo
aa.

Nas proximas linhas aplicaremos o Teorema de Bayes, que serd enunciado
abaixo. Sua demonstracdo pode ser encontrada em Magalhdes e Lima (2010).

Teorema 3.1 (Teorema de Bayes). Considere que os eventos Ay, Ay, ..., A for-
mem uma partigio do espaco amostral Q) e considere B um outro evento tal que P(A;)
e P(B|A;),i=1,2,...,k, sejam conhecidas. Para qualquer j = 1,2,...,k, tem-se

P(AjNB)  P(B|A))-P(A;)
P(B) P(B)

P(Aj|B) =

3 P(U44|S) equivale a probabilidade condicional do evento U4 visto que o evento S
ocorreu. Magalhdes e Lima (2010) trazem uma abordagem mais completa sobre as probabili-
dade condicionais.
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em que

k
P(B) = gP(Ai) - P(B|A;).

Por conseguinte, pelo Teorema de Bayes, tem-se:

PAA(t) _ P(S|u?)zzél;(uAA)

Além disso,
P(S) = P(S|Uan)P(Upn) + P(S|Upq)P(Ung) + P(S|Usa) P(Uga) =

= wAAfAA(t) + wAaan(t) +waafaa(t)/

de onde segue que

_ wanfaa(t)
paalt) = Waafaa(t) + waafaa(t) + Waafaa(t) ®)

O préximo objetivo é simplificar a equacgao (8) em funcdo das frequéncias
alélicas. Sabemos que a probabilidade de um pai da geragdo ¢, escolhido
aleatoriamente, passar o alelo A para a prole é p(t), e pela Proposicao 2.2,
segue que pa(t) = paa(t) + (1/2)pa,. Consequentemente, pelas premissas 1
e 2, para todo t > 0, tem-se:

fat+1) =pat) e falt+1) = (1=pa(t), )

e pelas equacoes (4), (5) e (6),

faa(t+1) =pa(),  faa(t+1) =2pa(t)(1—pa(t)) e fua(t+1) = (1=pa()*
(10)
Quando t > 1 as frequéncias acima estardo no equilibrio de Hardy-Weinberg
com

p=palt—1) = fa(b).
Portanto, substituindo (9) e (10) na Equagéao (8), temos:

_ wanfs(t)
Paslt) = R T oA - fa ) T wm = a0
similarmente,
) w2 fA(D)(1— fa(t)) )

waAf3(t) +waa2fa(t)(1 = fa(t)) + Waa(1 = fa(t))*
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Para completarmos o0 nosso objetivo usamos o fato de fa(t+1) = pa(t) =
paa(t) + (1/2)paq(t) e somamos a Equagdo (11) com a metade da Equagdo
(12) e finalmente obtemos:

Wanfi(t) +waafa(t)(1— fa(t))
waafa (1) +w0a2fa(t)(1 = fa(t)) + waa(1 = fa(t))?

Embora (13) seja valida apenas para todo t > 1, se assumirmos que a
geragdo 0 estd no equilibrio de Hardy-Weinberg em sua infancia, ou seja,
que f44(0) = f3(0), faa(0) = 2fa(0)(1 = fa(0)) e faa(0) = (1= fa(0))?,
entdo a Equacdo (13) também serd vélida para t = 0, e para prosseguirmos,
assumiremos que isso ocorre, o que ndo afetara a andlise qualitativa do limite
de f4(t) quando t tende ao infinito.

Até entdo poderiamos considerar a Equagdo (13) como o modelo final, po-
rém é conveniente simplificarmos a escrita com uma func¢do chamada fungdo
fitness. Biologicamente, essa func¢do avalia o qudo adaptado estd o individuo
no ambiente em que vive e a traducdo matematica é mostrada a seguir:

falt+1) = (13)

W(p) = prAA +2p(1 — pl)wa, + (1 — p)zwaa, com0<p<1 (14

Portanto, para todo t > 0, aplicando (14) no modelo (13), obtemos a versao
tinal, conforme segue abaixo.

Wanfi(t) +waafa(t)(1— fa(t))
W(fa(t)) '

No inicio desta se¢do dissemos que a sele¢do ocorre em duas situagdes,
porém o modelo foi construido tendo em vista que a selecdo ocorre apenas
quando genétipos possuem diferentes probabilidades de sobrevivéncia. Fe-
lizmente o modelo (15) pode ser generalizado para a outra situagdo, quando
genoétipos possuem diferentes probabilidades de reproducao. Para isso, é pre-
ciso apenas manter a premissa de acasalamentos aleatérios.

(15)

falt+1) =

4. Anélise do Modelo

Para a andlise gréfica da equagdo (15) usaremos o método teia de aranha
(cobweb), que pode ser analisado pelo leitor em Elaydi (2005).

Inicialmente, observemos que os coeficientes de selecdo sdo estritamente
positivos, visto que sdo probabilidades, consequentemente a fungdo fitness
também assume valores positivos, W(p) > 0. Para simplificarmos a notagao
do modelo, denotaremos f4(t) por f(t) e definiremos a fungdo ¢(p) por

_ PPwaa+p(l—p)wa,
W(p) ’

¢(p) 0<p<L
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Assim fica mais facil enxergar a equagdo (15) como uma equagédo de dife-
rengas autdénoma de primeira ordem na seguinte forma f(t+1) = ¢(f(¢)). O
primeiro passo para a aplicagdo da teia de aranha é calcular os pontos fixos
da fungdo ¢. Com efeito, os pontos p € [0, 1] que satisfazem ¢(p) = p sdo:

WAg — Wag
—WAA +2Wag — Waa

p1 =0, py =1 e p3 =

Os dois primeiros pontos fixos possuem uma andlise preliminar muito
importante. Note que quando p = 0 o alelo A entrard em exting¢do, pois
se isso ocorrer em alguma geracdo, as proximas geragdes continuardo em
abstinéncia de A pois ndo hd mutagdo para mudar esse quadro. De modo
semelhante veja que quando p = 1 o alelo a4 entrara em extingao.

Além disso, como p pertence ao intervalo [0, 1], para que pj esteja entre 0
e 1 é necessdrio que ou Wy, > Wyg € Way > WAL OU WAy < Wag € WAy < WAA-
De fato, quando o numerador e o denominador de p3 sdo positivos, segue
que:

Wa, — W Wpag — Wag > 0= wa, >w
0< Aa aa <1 :>{ Aa aa Aa aa

2Wpag — WAL — Wag Wag — Wag < 2WAq — WAA — Waa = Wag > WAA,

e caso o numerador e o denominador de p; sejam negativos, segue que:

Wa, — W Wpag — Wag < 0= wa, <w
0< Aa aa <1 :>{ Aa aa Aa aa

2WAq — WAA — Wag Wag — Wag > 2Wpg — WAA — Wag = Wag < WAA-

O segundo passo para aplicarmos a teia de aranha é encontrarmos a deri-
vada de ¢ no ponto p. Com efeito,

_ PPwaawa +2p(1 — P)waaWaa + (1 = p)*Wp0Waa
W2(p)

Agora, dividiremos nosso estudo em quatro casos, que sdo eles: domi-
nancia do alelo 4, dominancia do alelo A, domindncia dos heterozigotos e
dominancia dos homozigotos.

¢'(p)

e Caso I: Dominancia do Alelo a

Para o primeiro caso consideremos que wsy < wa, < Wae. Veja que o
ponto fixo p3 ndo estd entre 0 e 1 e assim ndo faz parte do estudo, consequen-
temente teremos apenas dois pontos fixos de ¢ em 0 < p < 1 que sdo p; =0
e p; = 1. Podemos concluir que o gréfico da ¢ deve estar inteiramente acima
ou inteiramente abaixo da reta diagonal y = x no intervalo 0 < p < 1.

A inclinagdo da reta tangente a funcdo y = ¢(p) em pj é dada pela
derivada da ¢ no ponto pj, ou seja, ¢'(0) = wa,/wWas. A hipétese inicial,
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Wa, < Waa, implica que ¢'(0) < 1, consequentemente o grafico da ¢ estara

inteiramente abaixo da diagonal y = x, conforme mostra a Figura 2(a).
Aplicando o método da teia de aranha, conforme mostra a Figura 2(a),

concluimos que tlgg f(t) =0, o que significa que o alelo A entrard em extin-

¢do e o alelo 2 dominara o grupo de alelos.

Figura 2: Dominancia dos alelos

A

v

[Dominancia do alelo A] 1

<
1
x

v

[Dominancia do alelo a] 1
FONTE: Os Autores (2018)

e Caso II: Dominancia do Alelo A

Para este caso consideremos que w;; < wa, < waa. Novamente, o ponto
fixo p3 ndo fara parte do estudo, entdo os pontos fixos da ¢ sdo pj e p;. Dessa
vez, temos que ¢'(0) > 1, em virtude da hipétese. Consequentemente, o
gréfico da ¢ estard inteiramente acima da diagonal y = x, conforme mostra a
Figura 2(b).

Aplicando o método da teia de aranha para esse caso, conforme mostra a
Figura 2(b), concluimos que tlgglo f(t) =1, o que significa que o alelo a entrara

em extingdo e o alelo A dominaré o grupo de alelos.
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e Caso III: Domindncia dos Heterozigotos

Agora, consideremos wa, > wWa4 € Wa, > Wae. Veja que para esse caso 0S
trés pontos fixos da ¢ pertencem ao intervalo [0, 1]. Porém, o gréfico da ¢ nédo
estard inteiramente acima ou inteiramente abaixo da diagonal ¥ = x, como
foi garantido nos casos anteriores.

Figura 3: Dominancia dos Heterozigotos

A

y =X

[£(0) < p3] w1
A

[£(0) > pt] A

FONTE: Os Autores (2018)

Como ¢'(0) > 1, o gréfico da ¢ passard acima da diagonal ¥ = x no
intervalo 0 < p < p;. Consequentemente, p; sera assintoticamente estavel
(Figura 3(a)) e pela andlise de estabilidade (veja em ELAYDI (2005)) segue
que ¢'(p3) < 1, portanto o grafico da ¢ manter-se-4 abaixo da diagonal y = x
até chegar ao ponto fixo p;. As Figuras 3(a) e 3(b) mostram essa ocorréncia.

Aplicando a teia aranha, tanto para f(0) < p} (Figura 3(a)) ou para f(0) >
ps (Figura 3(b)), segue que: tlg?o f(f) = p3, que implica a dominancia dos

heterozigotos, Aa.

e Caso IV: Dominancia dos Homozigotos
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Assumiremos para o Gltimo caso que W, < Waa € Wa, < Wae OCOITEM,
e como no Caso III, a fungdo ¢ possui os trés pontos fixos no intervalo [0, 1].
Também de forma similar, veja que, como ¢'(0) < 1, o gréfico da ¢ estara
abaixo da diagonal y = x até o ponto fixo p3 e acima da diagonal y = x a
partir deste ponto.

Pela teia de aranha (Figura 4), segue que: tlgg f(t) =0, quando f(0) < p3

e tILm f(t) =1, quando f(0) > pj3.

Figura 4: Dominancia dos Homozigotos
A

y=x

v

[£(0) < p3] E 1

v

[£(0) > p3] P 1
FONTE: Os Autores (2018)

Finalmente, este caso nos mostrou que w4, < wa, € Wa, < Wy, acarretam
a domindncia dos homozigotos, AA e aa.

5. Considerag¢des Finais

Levando em conta as numerosas aplica¢des da genética de populagdes e a
relevancia que elas exercem na sociedade, torna-se imprescindivel a interdis-
ciplinaridade entre as dreas da biologia e da matematica. Com este trabalho,
através da constru¢do do modelo matematico, foi possivel perceber como es-
sas ciéncias se relacionam harmonicamente.
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Com o modelo construido vimos a grande utilidade da ferramenta teia de
aranha. Mesmo nos deparando com uma equacdo de diferencas néo linear,
ndo foi necessdrio encontrar uma solugdo para obtermos conclusdes a respeito
das frequéncias no decorrer do tempo.

Embora os resultados obtidos nos quatro casos estudados parecam 6bvios,
a andlise do modelo fornece-nos também resultados quantitativos. No caso
em que os heterozigotos dominaram foi possivel observar qual é exatamente
o valor do limite das frequéncias. Ja no caso da dominancia dos homozigotos
pudemos encontrar a linha que divide as regides de dominancia dos alelos.
Portanto, o modelo ndo nos promove apenas uma andlise qualitativa dos seus
resultados, por meio do método da teia de aranha, mas também nos direciona
a valores exatos de dominancia.

Por fim, observamos que este trabalho, embora ndo possua a anélise de um
modelo inédito, tem grande utilidade cientifica, principalmente por nado exis-
tirem referéncias sobre o assunto no nosso idioma, podendo ser um agente
fomentador para essa linha de pesquisa no pafs.
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Algumas aplicacdes da aritmética a criptografia
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ResuMoO: Neste trabalho apresentamos uma aplicagdo da teoria dos nimeros a
criptografia. Como veremos os niimeros primos e a relacdo de congruéncia mo-
dulo inteiro desempenham um papel importante nesta drea. Apresentaremos
também alguns exemplos.
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1. Introducao

Atualmente os computadores com algoritmos sofisticados e processadores
cada vez mais velozes criam rapidamente tabelas de niimeros primos. Mas em
passado recente tabelas eram elaboradas manualmente usando, por exemplo
o crivo de Eratdstenes, como foi o caso da tabela publicada em 1914 por
Derick Norman Lehemer que continha os nimeros primos menores do que
10 milhdes. Veja em [4].

Mesmo com esta facilidade computacional os nimeros primos muito grandes
resistem e a busca por eles e por um padrdo em que aparecem (se existe)
desafia os matemadticos. A utilizagdo dos computadores nos trouxe a possi-
bilidade de procurar nimeros primos cada vez maiores, mas que utilidade
tem o conhecimento de nameros primos cada vez maiores? A resposta é que
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o conhecimento dos ntimeros primos muito grandes permite criptografar do-
cumentos e senhas. E isso ndo é pouco. Garantir a seguranga e a integridade
dos dados armazenados em um computador tornou-se atualmente vital para
pessoas e companhias. Seguranga e integridade de dados sdo coisas diferen-
tes: seguranga significa proteger os dados contra usudrios ndo autorizadas e
integridade significa proteger os dados contra usudrios autorizados.

Um dos algoritmos atuais mais seguros de encriptacdo de informacgdes, o
algoritmo RSA, originou-se dos estudos de Ronald Rivest, Adi Shamir e Le-
onard Adleman, matematicos que mudaram a histéria da Criptografia.

O principio do algoritmo é construir, utilizando ntmeros primos, duas cha-
ves: uma chave chamada de chave publica e outra chamada de chave pri-
vada. Uma chave é uma informacéao restrita que controla toda a operagdo dos
algoritmos de criptografia. Inicialmente devem ser escolhidos dois ntimeros
primos quaisquer e quanto maior os nimeros escolhidos mais seguro serd o
algoritmo.

Antes de iniciar com os exemplos, vamos rever a relagdo de congruéncia moé-
dulo um inteiro m > 1. Seja m > 1 um inteiro fixado. Se x e y sdo inteiros,
dizemos que x é congruente a y médulo m se x — y é maltiplo de m. Isto
é, se existe um inteiro k tal que x —y = km. Ou ainda, que m divide x — y.
Representamos isso por x = y mod m e lé-se: x é congruente a y médulo
m. Observe que se x é congruente a y médulo m, entdo, quando divididos
ambos por m, deixam o mesmo resto. De fato, suponha que x = kym 41y e
y = kom +ry, onde 0 < r1,r, < m. Calculando x — y temos que:

x—y= (ki —kp)m+ (r1 — 7).

Como m divide x —y e m divide (k; — k2)m, entdo, m tem obrigatoriamente
que dividir (r; —r2). Como 0 < r1,rp < m, entdo, r1 —ry = 0 e, portanto,
r1 = rp. Essa relacdo é uma relacdo de equivaléncia.

Usamos a notagdo x = y(mod m) para representar que x e y sdo congruentes
moédulo m. Veja [1].

2. Algumas aplicacdes simples

2.1. Cédigo de César. A aritmética médulo m é muito utilizada na criptogra-
fia. O exemplo mais simples (e muito antigo, remonta a Jalio César impera-
dor romano). Veja [2]. Ele usava um método de escrita de mensagens secretas
onde cada letra do alfabeto é associada a um ntiimero como na tabela abaixo e
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depois transladava trés casas mais a frente e tomava o médulo m = 26 (letras
do alfabeto).

A|/B|/C/D|IE|F|GH|T|J|K|L|M
o(1}2|3(4 /5|67 |8|9 (101112
NIOIP|Q|R|S|T|U|V| W X|Y]|Z
13114 15|16 |17 |18 |19 (20|21 |22 |23 |24 |25

Assim, no método de César define-se uma fungdo f(n) = (n+3) mod 26
para encriptar uma mensagem, chamada de funcdo encriptadora. Para de-
sencriptar e recuperar a mensagem original utilizava a sua inversa f~1(n) =
(n —3) mod 26, chamada de fun¢do desencriptadora.

O método como apresentado acima é pouco seguro, ja por volta de 1580 um
sistema semelhante foi utilizado pela rainha Maria da Escécia, para conspirar
junto com os espanhdis contra sua prima Isabel I. As mensagens de Maria
foram facilmente decifradas culminando com a sua decapitagdo. Desde essa
época os sistemas de codificacdo melhoraram muito. Veja [5].

Como vimos o método de César é pouco seguro e podemos melhorar defi-
nindo fungdes f mais gerais, como por exemplo, f(n) = (an +b) mod m
com inteiros a e b de modo que f tenha inversa. Como por exemplo, a fun-
¢do f(n) = (7n+3) mod 26 como funcdo encriptadora e, como fung¢do de-
sencriptadora, g(n) = (1514 7) mod 26. Podemos criar um procedimento
computacional para verificar o funcionamento desses fungdes. Veja abaixo
um procedimento em Maple.

for k from 0 to 26 do

m(k] := mod(7xk+3, 26);
nlk] := mod (15*m[k]+7, 26);
od;

E bom registrar aqui que esta simplificacdo ndo leva em conta letras maits-
culas e mintsculas, acentos, espagos e outros caracteres. Hd um método de
conversdo de caracteres ASCII, usado pela maioria dos computadores, esta

implementado no MapleR. Vejamos um exemplo:

convert("Bom dia pessoal", bytes);

cujo resultado é
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[66, 111, 109, 32, 100, 105, 97, 32, 112, 101, 115, 115, 111, 97, 108]
Para recuperar a expressdo original:

convert([66, 111, 109, 32, 100, 105, 97, 32,
112, 101, 115, 115, 111, 97, 108], bytes);

2.2. Geragdo de numeros aleatérios. Muitas vezes a codificagdo de uma men-
sagem pode ser realizada por meio da geracdo aleatéria de nameros. A ge-
ragdo de nameros aleatérios no computador ndo é de fato aleatério, por isso
mesmo, sdo chamados muitas vezes de niimeros pseudo-aleatérios. A vari-
edade de métodos é grande, por exemplo, um dos métodos utiliza os movi-
mentos do seu mouse armazenados nas tltimas horas para gerar esses ntime-
ros. Mas o método mais comumente utilizado é o método das congruéncias
lineares, descrito abaixo, que consiste em escolher 4 ntimeros inteiros positi-
Vos:

(i) um ntmero m para a aritmética médulo m,

(ii) o multiplicador a,
(iii) o incremento c,
(iv) e a raiz xg satisfazendo2 <a<m,0<c<me0 < xg < m.
Em seguida, iniciando com xp, gera-se uma sequéncia de ntiimeros pseudo-
aleatérios x, com 0 < x,, < m para qualquer n, por meio da férmula:

Xpi1 = (ax, +¢) (mod m),n > 0. (1)

Como exemplo, escolhendo m = 9,4 = 7,c = 5,x9 = 3, obtemos de acordo
com a equacdo 1 que:

x1 = (7x0+5) mod9=26 (mod9)=38
xp = (7x14+5) mod9 =61 (mod9) =7
x3 = (7x24+5) mod9=54 (mod9)=0
(7x0+45) mod9=5 (mod9)=5
( 4

7x4+5) mod 9 =40 (mod9)=

X4 =
X5 =

Os valores obtidos acima e outros mais estdo organizados na seguinte tabela:
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n |
Xn |

01 23 456 8 89
387 05 46 213
Como x9 = xp, a sequéncia tem apenas 9 elementos diferentes, antes de co-
mecgar a se repetir.

Novamente, podemos escrever facilmente um procedimento computacional
para gerar nimeros aleatérios como descrito acima. Apresentamos a seguir
um procedimento em Maple que gera os nimeros pseudo-aleatérios do exem-
plo acima.

m:=9; a:=7; c :=5; x[0] := 3;
for n from O to (m-1) do x[n+1] := modp(a*x[n]+c, m);od;

A maioria dos computadores utiliza este procedimento para gerar ntimeros
aleatérios com o nimero de Mersenne m = 231 — 1, com incremento ¢ = 0 e
multiplicador a = 7°, o que permite gerar 23! — 2 ntimeros diferentes antes
de iniciar a repeti¢do. Veja [2].

3. Aplicacdo ao sistema de criptografia RSA

O sistema de criptografia RSA, iniciais de seus desenvolvedores Rivest, Shamir
e Adleman surgiu em 1976. Atualmente o governo dos Estados Unidos da
América detem a sua propriedade. Esse sistema é na verdade uma familia de
sistemas criptogréficos diferentes se escolhermos os pardmetros diferentes,
essa familia é definida da seguinte forma:

(i) o espago da mensagens: Z;, onde n = p X g, com p,q nimeros primos
quaisquer.
(i) u(x) = x* (mod n), para qualquer x € Z,.

b

(iii)) v(y) =y’ (mod n), para qualquer y € Z,,

onde a e b sdo taisquea x b (mod ((p—1)x(g—1))) =1.

As chaves u (publica) e a chave v (privada) devem satisfazer a duas proprie-
dades para que o sistema seja seguro:

(i) v(u(x)) = x, para qualquer mensagem x.
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(ii) Néao deve ser possivel obter x conhecendo-se u(x) e ndo conhecendo
v(x). Note que resolver esta questdo é um problema em aberto, com
consequéncias importantes para a utilizagdo da criptografia.

Consideremos ainda que MDC(a,n) = 1 e seja b a solugdo da congruéncia
linear ab =1 (mod n).

No sistema RSA, podemos comegar por traduzir as mensagens (sequéncia de
letras) em sequéncias de ntiimeros inteiros. Por simplicidade e para ilustrar
consideremos apenas as letras do alfabeto portugués:

AIB|IC/ D EF|IG|H| IT|J|L||M
0001020304 |05/06|07 0809|1011
N|IOIP|Q|R|S|T|U|V |X|Z
12113 (14 15|16 |17 |18 |19 |20 | 21 | 22

O inteiro x resultante é entdo transformado, com a ajuda da chave publica,
em um inteiro

u(x) =x" (mod n).

Como exemplo tomemos p = 43,7 = 59 e a = 13 e vamos codifique a palavra

GOLD. Para as contas utilizamos o software Maple com o pacote numtheory.

Neste caso n = 43 x 59 = 2537. Como a = 13 é primo, MDC(3,42 x 58) = 1.
Codificando, obtemos

G/ O|L |D
06 |13 |10 |03

Logo, a mensagem corresponde é x = 06131003. Aplicando a chave publica u
a mensagem X, obteremos uma mensagem codificada:

u(x) = (06131003)*  (mod 2537) = 1868,

com apenas 4 digitos. Para manter o mesmo ntimero de digitos, agrupamos
em x os digitos em blocos de 4 e depois aplicamos u a cada um dos blocos!.

0613 — 0613'% (mod 2537) = 1767
1003 — 1003 (mod 2537) = 0885.

1 deve-se ter x < n.
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A mensagem criptografada é 1767 0885.

Quando esta mensagem for recebida, o receptor a decodifica com a chave
privada v que s6 ele conhece por meio de b:

x =o(u(x)) =u(x)’ (mod n).

Assim, para determinar a chave privada b temos que resolver a congruéncia
13b =1 (mod 2436).
Resolvendo, obtemos b = 937.

Segue que x; = 1767°% (mod 2537) = 613 = 0613 e x, = 0885°> (mod 2537) =
1003, e, portanto, x = x1x, = 0613 1003 que é a mensagem original GOLD.

Agora vamos ilustrar como resolver a conguréncia linear 130 = 1 (mod 2436)
que utilizamos acima. E um exercicio simples de méximo divisor comum
entre dois inteiros positivos que recai nas equag¢des Diofantinas.

Note que 130 = 1 (mod 2436) < 13b + 2436y = 1, que é uma equagdo Dio-
tantina. Como MDC(2436,13)=1, a congruéncia tem solu¢do. Vamos determi-
nar uma solugdo particular utilizando MDC(2436,13). Veja [1].

18712 (112
2436 | 13 |53 1
5 3 12(1]0

N

Agora, reescrevendo o MDC, usando que

2436 = 13 x187+5

13 = 5x2+3
5 = 3x1+2
3 = 2x1+1.

1 = 3-2x1
= 3-(5-3x1)=3x2-5
= (13-5%2)x2-5=13x2-5x5
13 x 2 — (2436 — 13 x 187) x 5 = 13 x 937 — 2436 X 5.

Segue que b = 937.
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Resumindo, uma vez escolhidos os ntimeros primos P e Q, defina os ntimeros:

N = PxQ
Z = (P-1)x(Q-1).
Agora escolha um ntmero D que seja primo com relacdo ao niimero Z. De

posse desses ntimeros comega o processo das chaves publicas e privadas. Para
isto é necessario encontrar um niimero E que satisfaga a seguinte propriedade:

(ExD) (mod Z)=1.

Isto é, ED ao ser dividido por Z deixa resto igual a 1. Com esse processo
definem-se as chaves de encriptagdo e desencriptagao.

Para encriptar utilizamos E e N — esse par de nimeros serd utilizado como
chave ptiblica. Para desencriptar utilizamos D e N — esse par de ntimeros é
utilizado como chave privada. As formas gerais sdo:

Texto Criptografado = ((Texto Original)f) (mod N)
Texto Original = ((Texto Criptografado)”) (mod N)

Mais um exemplo, tomemos P = 17e Q = 13 dois nameros primos. Assim,
N=PQ=221eZ = (P—-1)x(Q—1) = 192. Em seguida, escolhemos
o nimero D = 7 que é primo com relacdo a Z e o nimero E = 55 que é
congruente a 1 médulo Z. Temos os seguintes resultados:

Encriptando Desencriptando

Original =3 Criptografado = 198
Criptografado = (3°°) (mod 221) Original = ((198)”) (mod 221)

= (174449211009120179071170507) (mod 221) | = (11930436453209472) (mod 221)
Criptografado = 198 Original= 3

Como podemos ver, quanto maior os ntimeros escolhidos mais protegidos
estardo os dados criptografados. A corrida por ntimero primo muito grande
j& comecou ha algum tempo e ndo deve parar logo. Outros detalhes em [5].
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1. Introducao

A teoria dos jogos é a teoria matemadtica que procura modelar fendmenos em que se pode
observar contflito, isto é, quando dois ou mais agentes interagem com objetivos contrdrios.
Assim, a teoria dos jogos pode ser definida como a teoria dos modelos matematicos que
estuda a escolha de decisdes 6timas sob condi¢des de conflito.

A origem da teoria do jogos pode ser situada no século XVIII, até onde se tem co-
nhecimento, por meio de correspondéncias entre Nicolas Bernoulli e James Waldegrave,
este dltimo analisa um jogo e fornece uma solu¢do no sentido que veremos mais adiante.
No século XIX, Zermello e Borel, separadamente, publicaram diversos trabalhos sobre jo-
gos. Borel achava que a guerra e a economia podiam ser estudadas por meio de jogos
estratégicos.

Em 1928 o matemaético John von Neumann demonstrou importantes resultados, em 1944,
junto com o economista Oscar Morgenstern, publicou o livro “The theory of games and
economic behaviour”. O grande salto ocorreu em 1950 com John Forbes Nash Junior, em
1994, juntamente com outros receberam o prémio Nobel por suas contribui¢des a teoria dos
jOgos.

Os primeiros registros de estudos de um jogo por estratégia mista datam de 1713 no
estudo do jogo Le her (jogo de baralho com um deck de 52 cartas) realizado por James
Waldegrave e descrito por ele em uma carta destinada a Pierre Rémond de Montmort. Em
1838, Augustin Cournot analisou um caso especifico de duopdlio e ele definiu conceito de
equilibrio de mercado como a situagdo em que ambas as empresas agem de forma 6tima a
decisdo da empresa concorrente.

A Teoria dos Jogos s6 vai chamar a aten¢do das ciéncias sociais em 1944 (em plena
Segunda Guerra Mundial) com o livro Teoria dos Jogos e Comportamento econémico de John Von
Neumann e Oscar Morgenstern. Nessa obra, eles detalharam e especificaram a formulagao
de problemas econdmicos e a aplicacdo da teoria dos jogos a economia

Para prosseguirmos com nossa explanagdo, voltemos a meados do século XVIII quando

Adam Smith publica a obra A Riqueza das Nagoes. Considerado o pai do liberalismo e
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um marco na economia, com uma burguesia emergente e a beira da revolucdo industrial,
Adam Smith insere conceitos com A Mao Invisivel, no qual ele afirma que existiria uma
“mao invisivel“que regula os mercados e seus agentes e estabelece uma determinada ordem
originada da interacdo dos individuos. Independentemente de uma entidade coordenadora
em comum. Ele afirmava ainda que se cada um fizesse o bem para si préprio, o estaria
fazendo também para o coletivo. Em meados da década de 50, século XX, John Forbes Nash,
prova a existéncia de um jogo cooperativo, ou seja, ndo ha necessidade de sorte para joga-lo,
e afirma que vocé tem que fazer o bem para si préprio e para o coletivo simultaneamente.
Por exemplo, o sonegador de impostos esté se beneficiando com o valor que pagou a menos
em tributos, mas prejudicou a construgdo de estradas, hospitais, ferrovias, ou seja, o seu
coletivo. Ele prova entdo, que todo jogo possui um equilibrio e ele é tinico, o que lhe
renderia o Prémio Nobel de economia de 1994. O trabalho de Nash foi um marco para a
economia e para os conceitos matematicos da Teoria dos Jogos da época, principalmente,
porque era o periodo da Guerra Fria e buscava-se muito a compreensdo da Teoria dos Jogos
e como aplica-la. Ele ainda formulou o problema da barganha e fez uma ampla contribuigdo
para os jogos cooperativos e ndo cooperativos.

O tema de modelagem matematica em financas é fascinante e possui aspectos interdis-
ciplinares que relacionam algumas das principais contribui¢des cientificas do século XX.

Dentre elas, citamos como exemplo:

e A metodologia de Arrow-Debreu que estd associada ao prémio Nobel em Economia
de Kenneth Arrow (1972) e o de Gerard Debreu (1983).

e A teoria de precificagdo por principios de ndo-arbitragem e de cobertura de cartei-
ras e que leva a equacdo de Black-Scholes. Esta tltima contribui¢do estd associada
ao prémio Nobel de 1997 para Robert Merton e Myron Scholes também na area de

Economia.

e A férmula de Feynman-Kac que aqui novamente, temos uma referéncia ao célebre

matemadtico aplicado Marc Kac em conexdo com o fisico Richard P. Feynman ganhador
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do prémio Nobel de Fisica de 1965.

Na proxima se¢do apresentamos a definicdo matematica de jogo e damos alguns exem-

plos.
2. Definicao de jogo

Um jogo é uma terna (G,S,U), onde G = {g1,42,...,gn} denota um conjunto finito de
jogadores g;, S é o conjunto das estratégias de cada jogador S = {S1,S2,...,5,} e §; =
{si1,8i2, - .,Sim;} sd0 opgdes de decisdes do jogador g;, denominadas de estratégias puras, e
U é o conjunto das funcdes utilidades de cada jogador U = {uy,uy, ..., u,} em que cada u;
estd definida por

uj:S — R
s —  u(s)
onde S =[] S; é 0 espaco das estratégias puras. Um elemento s € S é denominado um
perfil de estratégias puras

s = {S1j,,52jps - - s Suj, -

Note que u;(s) associa a cada perfil de estratégias puras um ganho (payoff) do jogador g;

quando os jogadores utilizaram as suas estretégias puras apresentadas em s.

3. Exemplos de jogos

Apresentamos a seguir alguns exemplos simples que ilustram os problemas tratados na

teoria dos jogos.
e Exemplo 3.1 (Dilema do prisioneiro)

Este é um dos exemplos mais conhecidos, foi formulado por Albert W. Tucker em 1950.
Dois ladrdes, Al e Bob, sdo capturados e acusados do mesmo crime. Presos em selas
separadas e sem comunicdo entre si, o delegado faz a eles a seguinte proposta: cada um

pode escolher entre confessar e negar o crime. Se nenhum deles confessar, entdo ambos
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terdo uma pena de um ano de prisdo. Se os dois confessarem, entdo ambos terdo pena de
cinco anos. Mas se um confessar e o outro negar, entdo o que confessou serd libertado e o
outro serd condenado a dez anos de prisao.

Neste exemplo, temos:

Jogadores Estratégias

Al S1={confessar, negar}

Bob S2={confessar, negar}

O conjunto das estratégias S puras é o produto cartesiano S1 x S2 das estratégias de

cada um dos jogadores
S = {(confessar, confessar), (confessar, negar), (negar, confessar), (negar, negar)}.

As duas fungoes utilidades sdo

Upj: S - R, UBop - S - R
(c,c) — =5 (c,c) — =5
(¢,n) — 0 (¢,n) — —10
(n,c) — —10 (n,c) — O
(n,n) — —1 (n,n) — -1

E usual representar os payoffs em uma tabela

BOB

confessar | negar
AL| confessar | (-5,-5) | (0,-10)
negar (-10,0) (-1,-1)

Vamos analisar este jogo do ponto de vista do Al. Duas situagdes podem ocorrer com
relagdo ao Bob: confessa ou ndo confessa. Se Bob confessa, entdo é melhor Al confessar
também. Se Bob ndo confessa, entdo Al ficard livre se confessar. Em qualquer caso, é

melhor Al confessar.
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Do mesmo modo, vamos alisar o jogo do ponto de vista de Bob. Duas situa¢gdes podem
ocorrer com relacdo ao Al: confessa ou ndo confessa. Se Al confessa, entdo é melhor Bob
confessar também. Se Al ndo confessa, entdo Bob ficard livre se confessar. Em qualquer
caso, ¢ melhor Bob confessar.

Pensando assim, ambos ficardo presos por cinco anos.
e Exemplo 3.2 (Guerra dos sexos)

Um casal deseja sair para passear. O homem prefere assitir a um jogo de futebol enquanto
a mulher prefere ir ao cinema. Ambos indo ao futebol ou ao cinema, apenas um deles terd
maior satisfacdo; mas se sairem sozinhos entdo ambos ficardo igualmente insatisfeitos.
Esta situacdo se adequa ao um jogo estratégico em que o conjunto de jogadores é
G = {homem, mulher}, as estratégias do homem Sy = {futebol, cinema} e as estratégias

da mulher Sj; = {futebol, cinema}. Assim, o conjunto S das estratégias é
S = {(futebol, futebol), (futebol, cinema), (cinema, futebol), (cinema, cinema)}.

As duas fungdes utilidade up e uys estdo descritas pela seguinte matriz dos payoffs

Mulher
futebol | cinema
Homem | futebol | (10,5) (0,0)
cinema | (0,0) (5,10)

e Exemplo 3.3 (matching pennies)

Neste jogo, dois jogadores exibem, a0 mesmo tempo, a moeda que cada um esconde na sua
mao. Se ambas apresentam cara ou coroa, o segundo jogador da sua moeda ao primeiro
jogador. Se ambos forem distintas, isto é, uma apresenta cara e o outro coroa, o primeiro
jogador da sua moeda ao segundo.

As duas fungdes utilidade estdo descritas pela seguinte matriz dos payoffs
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gl
521 522
g2|s11 | (1-1) | (-L,1)
s12 | ((L1) | (1,-1)

e Exemplo 3.4 (Caso da perfuracao dos pocos de petréleo)

As empresas XY e WZ ganham a licitagdo para a perfuragdo e exploracdo de um pogo
de petrdleo P. Ambas devem iniciar suas atividades simultaneamente. Ha duas opgdes
de tubulagdo: a estreita, de custo de 1 (um) milhdo de doélares e a larga ao custo de 5
(cinco) milhdes de ddlares. Ora, se XY e WZ acordarem em gastar menos, as duas instalam
a tubulacdo estreita e extraem a mesma quantidade de petréleo. Mas se uma das duas
decidirem colocar a tubulagdo larga para extrair mais petréleo e mais rdpido, serd benefici-
ada caso a outra mantenha a estreita. Mas se ambas tiverem o mesmo raciocinio, gastardo 5
(cinco) milhdes e ao final vado extrair a mesma quantidade cada, mas com 4 (quatro) milhdes
de ddlar a mais de custo.

As estratégias sdo:
Sxy X Swz = {(estreita,estreita); (estrita,larga); (larga,estreita); (larga,larga)}.
A Matriz de payoffs é dada por:

Perfuradora XY

larga | estreita
Perfuradora WZ| larga | (-5,-5) | (-5,-1)
estreita | (-1,-5) | (-1,-1)

4. Dominancia

Vamos denotar por s_; um perfil de estratégia em que a estratégia do jogador g; foi

retirada, isto é,

S—i = {81j1/82jp7 -+ S(im1)jy_17 S(i+1)jiy1s - -+ Snjin S
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e por S_i =81 X 'Si—l X Si+1 X S;.
Deste modo, um perfil de estratégia pura pode ser convenientemente representado por
S = (Sij/ S,i).

Pelo par (s;j,,s_;) representamos

(117527 -+ S(i=1)j 1 Sijir S(i+1) a7+ )

Dizemos que uma estratégia pura s; do jogador g; é estritamente dominada pela es-
tratégia s;/ se

u;(sikr,8—i) > ui(Sik, 5—),

paratodos_; € S_;.

A estratégia pura s;; do jogador g; é fracamente dominada pela estratégia s;; se

ui(sik/, S_i) > ui(sikz s—i)r

paratodos_; € S_;.

Chamamos de dominancia estrita iterada ao processo em que, sequencialmente, se elimi-
nam as estratégias estritamente dominadas.

Uma solucdo estratégica ou equilibrio de Nash de um jogo é um ponto onde cada joga-
dor ndo tem incentivo de mudar sua estratégia se os demais jogadores ndo o fizerem. Em

termos matemaéticos, um perfil de estratégia pura

* % % * % % *
S = <51/SZ"‘"S(i—l)'sifs(i+1)/'"'Sn) €S
é um equilibrio de Nash se

ui(s,8*;) > ui(sij, s*;)

quandoi=1,2,...,neparatodoj; =1,2,...,m;, com m; > 2.
No dilema dos prisioneiras, o perfil de estratégias (confessar, confessar) é um equilibrio
de Nash. Na batalha dos sexos, (futebol futebol) e( cinema, cinema) sdo tnicos equilibrios.

No jogo de combinar moedas ndo hé equilibrio de Nash.
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Uma alternativa para estes casos é considerar o jogo de ponto de vista probabilistico,
isto é, ao invés de escolher um perfil de estratégia pura, o jogador deve escolher uma
distribuicdo de probabilidades sobre suas estratégias puras.

Uma estratégia mista p; para o jogador g; € G é uma distribuicdo de probabilidades
sobre o conjunto S; de estratégias puras do jogador, isto é, p; é um elemento do conjunto
Am;,

Ap, ={(x1,x2,. .., xm;) € R™;x1,>0,x2,>0,...,x5, > 0e Zxk =1}
k=1

Note que Ay, € um conjunto compacto e convexo.

O espago de todos os perfis de estratégia mista é o produto cartesiano
A=Ay XAy X+ XAy,

denominado de espaco de estratégia mista. Um vetor p € A é denominado de um perfil de

estratégia mista.

Como no caso de estratégias puras, usamos a notacdo p_; para representar as estratégias
de todos os jogadores, com excegdo do jogador g;.

Note que A é compacto e convexo, pois é produto de compactos e convexos.

Cada perfil de estratégia mista p = (p1, Py, ---,P,,) € A determina um payoff esperado,
uma média dos payoffs ponderada pelas distribuigdes de probabilidades py,p,,...,p,-

Mais precisamente,

P = (pl,pz,---,Pn) = (Pll,Plz,---,P1n;P21,P22,---,PZn;---;Pn1,Pn2,---,ann)

entao

DI W (§ (]

n1=1j=1 jn=1

Sejam Sl.(o) =S5 e A,S?} = Ay,. Defina recursivamente,

n) _ {s e Slgn_l); Ap € A,%_l) tal que Vs_; € Sg'qi_l),ui(p,s,i > u;(s,s_;)}
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Aﬁ,’;) ={p= (PlzPZI---eri) € Aw;Vk=1,2,...,m;, pr > 0 somente se sj; € Sl(n)},

onde u;(p,s_;), por abuso de notagdo, representa o payoff esperado quando o jogador g;
escolhe a estratégia mista p e os demais jogadores escolhem as estratégias mistas corres-

pondentes as estratégias puras dadas por s_;. A intersec¢do

é o conjunto das estratégias puras e

A,sloio) ={p € Aw; Bp' € A talque Vs_; € S(_Of)ui(p’,s_i) > ui(p,s_i)},

é o conjunto de todas as estratégias mistas do jogador g; que sobreviveram a técnica da

dominancia estrita iterada.
Definicdo 4.1 (Equilibrio de Nash) Dizemos que um perfil de estratégia mista
p = (PPl P) EA =Dy X Ay X oo X Ay,

é um equilibrio de Nash se
ui(pi pZ;) = uilpy,pZ;)
para todo p; € Ay, isto é, nenhum jogador se sente motivacio de trocar sua estratégia mista se 0s

demais jogadores sio o fizerem.
e Exemplo 4.2

No dilema do prisioneiro, o perfil de estratégia mista p* = (1,0;1,0) é um equilibrio de

Nash, pois

ui(p,p*) = u1(p,1—-p;1,0) =5p—10 < u1(1,0;1,0) = uy(p1, p3),
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paratodop = (1—p,p) €Az e

uz(p1,q) = u1(1,0,9,1—q) = 59 — 10 < us(1,0;1,0) = uz(py, p3),

paratodo q = (1—¢,9) € A,.
Note que este equilibrio corresponde ao equilibrio em estratégias

puras s* = (confessar, confessar).

5. O teorema minimax de von Neumann

5.1. JoGO COM 2 JOGADORES E DE SOMA CONSTANTE. Um jogo com dois jogadores, g; cha-
mado jogador linha (com m estratégias) e g. chamado jogador coluna (com n estratégias) e

matriz de payoffs dado por

e
1 " . n
1| (a11,b11) | (a12,b12) (a1n, b1n)
gl 2 | (a21,b21) | (a22,b22) (az, bay)
m (amlr bml) (aTI’ZZI me) (amn/ bmn)

satisfazendo ajj + bi]- =c, paratodoi =1,2,...,metodoj=1,2,...,n é dito um jogo de
soma constante. No caso em que ¢ = 0 o jogo é dito de soma zero.

Note que, nesse caso, conhecendo-se a matriz dos payoffs do jogador g; também se
conhece a matriz dos payoffs do jogador g, pois b;; = ¢ — a;;.

Se A é a matriz dos payoffs do jogador g; e B é a matriz dos payoffs do jogador g,, entdo
A+ B = C, a matriz com todas as entradas iguais a c.

Se p = (p1,P2,---,Pm) € Ay é uma distribuicdo de probabilidade para as estratégias

puras do jogador linha e se ¢ = (41,92,.-.,9n) € An é uma distribuicdo de probabilidade
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para as estratégias puras do jogador coluna, entdo o payoff esperado para o jogador linha é

a1 di2 - A q1
m n
a1 dyp -+ A2 qz
w(p,q) =Y Y pigaij = [ PLP2 P ] ! =p'Aq.
i=1 j=1
i Am1 Am2 D A 1L qn ]

De modo analogo,
uc(p,q) = p'Bqg.
Como o jogo tem soma constante,
A+ B = a; + bj] = [c] = c[1],

onde [1] denota a matriz m x n formada com 1 em todas as suas entradas.

Notando que u;(p,q) = Y_Y_ piqjaij = p’ Aq obtemos uc(p,q) = 3>_ 3 piqibij = p'Bg =
pT(C—A)g = c—u(p,q). Assim, temos:

Lema 5.1 u.(p,q) = c—u;(p,q).
Lema 5.2 Vale a sequinte propriedade
ui(p*,q") 2 w(p,q") & uc(p™,q") < uc(p,q’)-

Demonstragio: Note que u.(p*, q*) = c —u;(p*, q*) < c—u;(p,q*) = uc(p, q")-

Para a reciproca, u;(p*,q*) = c —u.(p*,q*) > c—uc(p,q*) = u;(p, q%).
Isto conclui a demonstragéao. 0

5.2. EQUILIBRIO DE NASH EM ESTRATEGIAS PURAS. Dizemos que ajj da matriz A é um ponto
de sela se ele for simultaneamente um minimo em sua linha e um méximo em sua coluna.

Isto é,

v

ail,Vl = 1,2,...,71
ak]',\V/k = 1,2,...,711.

ai]-

V

Eli]'
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Teorema 5.3 O elemento a;; é um elemento de sela de A se, e somente se, o par (i, j) é um equilibrio

de Nash em estratégias puras para o jogo.

Demonstrag¢do: Suponha que o ponto 4;; seja um ponto de sela de A. Como 4;; € um méaximo
na coluna, tem-se
ul(i,j) = (Zl']' > ak]- = ul(k,j),Vk = 1,2,. ..o, m.

Isto é, o jogador linha ndo pode aumentar o seu payoff se o jogador coluna mantiver a
estratégia.

Por outro lado, como a;j € minimo em sua linha, vale que
uc(i,j) =bjj=c—a;; > c—ay = by =uc(il)

para todo ! = 1,2,...,n. Isto é, o jogador coluna ndo pode aumentar o seu payoff se o
jogador linha mantiver a estratégia.
Se (i,j) € um equilibrio de Nash para o jogo, ¢ facil ver que 4;; ¢ uma maximo em sua

coluna e um minimo em sua linha e portanto, é um ponto de sela. O

Teorema 5.4 Se a;; e ays sdo pontos de sela de A, entio a5 e a,; também sio pontos de sela e além
disso,

Aij = Ars = Qjg = dyj.
Demonstragdo: Considere a matriz dos payoffs A = [a;]. Como a4;; e a,5 sdo selas segue que

ajj < ajs < Ars

e
Ajj 2 Arj = rs.
Donde segue a igualdade e a concluséo. O
Notagdo: 4 = min ay, minimo na linha k e 4, = max a4y, maximo na coluna k. Assim, o

1<I<n 1<k<m
payoff minimo do jogador coluna, se escolher a coluna /, é dado por c —aj.
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Defina
v)(A) = max g = max min gy
1<k<m— 1<k<m 1<I<n
v.(A) = min 7, = min max a.
1<I<n 1<I<n1<k<m

Teorema 5.5 Vale sempre a desiqualdade v.(A) > v;(A).

Demonstragio: E claro que ay; > mlin a,Vk=1,...,mVIl=1,...,n Tomando o maximo
1<I<n

em k nessa expressdo temos max a;; > max min ay = v;(A),V].
1<k<m 1<k<m1<I<n

Agora tomando o minimo em j, min max a;; > v(A),Vj, isto é, v (A) > v;(A). O
1<j<n 1<k<m

Teorema 5.6 Uma matriz A tem ponto de sela, se e somente se, vj(A) = v (A).

Demonstrag¢do: Suponha que 4;; seja ponto de sela da matriz A. Entéo, a;; = 1mlin a; = a.
<I<n -

como v;(A) = max a segue quev;(a) > a; = ajj.

Po outro lado, a;; = rr}cax ayj = aj e como vc(A) = min—1 < < na; segue que
a<k<m

vc(A)

IN

11]' < ai]'.

Combinando, obtemos que v;(A) > v.(A). Do teorema anterior, segue a igualdade.

Suponha que exista linha i tal que v;(A) = a;. Mas como a; = min;<s<j, a;, existe coluna
| tal que a; = a;;. Assim, v;(A) = a; = aj.

Do mesmo modo, v.(A) = ai; para algum k e algum 1.

Como v;(A) = v:(A) temos que a; = a;; donde segue que 4;; é ponto de sela. O

Assim, em um jogo de dois jogadores e com soma constante dado por uma matriz de

payoffs A do jogador linha tem um equilibrio de nash em estratégias puras se, e somente
se, v;(A) = v (A).
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6. Equilibrio de Nash em estratégias mistas

Definimos as seguintes fun¢des
v1(A) = maxminp’ Aq e vc(A) = min max p’ Aq.
Como no caso de estratégias puras, tem-se:
Teorema 6.1 Vale sempre a desiqualdade v.(A) > v;(A).

Demonstragao: Temos que para todo p € Ay,

plAq > min pT Ay.

YEAL
Assim,

max p! Aq > max min pl Ay = v;(A).

pGAm PEAm YEAm
Consequentemente,

v.(A) = min max pf Aq > max min p? Ay = v;(A).
qeEA, pEAY PEAL YEA

Isto completa a demonstragao. O

O resultado a seguir, € um teorema que caracteriza a existéncia de equilibrios de Nash

em estratégias mistas em termos de v; e v,.

Teorema 6.2 Um perfil de estratégias mistas (p*, q*) é um equilibrio de Nash de um jogo com dois
jogadoes e com soma constante definido pela matriz de payoffs do jogador linha se, e somente se,
tem-se v;(A) = v.(A) = p*T Aq”*.

Demonstragio: Se (p*,q*) é um equilibrio de Nash, entdo

«T

p* Aq* = u(p*,q") > u(p.q*) = p' Aq",
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para todo p € Ay. Em particular,

p*TAq = max pT Aq* > min max pl Ay = v.(A).
PEAM yGAnPEAm

Vale também que

pTAq=c—uc(p",q°) <c—u(p’,q) =p'Aq
para todo q € A,. Em particular,
p'TAqQ* = minp*TAq = v;(A).
qEA,

Assim, obtemos que v;(A) > v.(A). Agora a igualdade segue do teorema.

Agora suponha que v;(A) = maXpea, Mingea, pT Aq, entdo existe p* € Ay, tal que
0(A) = mingea, p*TAq.

Analogamente, como v.(A) = mingea, MaXpea,, pTAq, entdo existe q* € A, tal que
0c(A) = maxpea, PTAq".

Como por hipétese, v.(A) = v;(A), temos que

min p*TAq = v;(A) = v.(A) = max p' Aq*.
qQEAn PGAm

Afirmamos que (p*, q*) é um equilibrio de Nash do jogo. Com efeito,

u(p*,q") =p*TAq* > min p*TAq = max pTAq* > x"Aq* = u;(x’, q")

para todo x € A,,. Por outro lado,

ue(p",q") =c—p"AqQ" > c—maxp'Aq’ = c—minp"'Aq > c —x"" Ay = u(p"y)
PEAmM qciy

para todoy € Ay.
Deste modo,(p*, q*) é um equilibrio de Nash do jogo. O
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7. O teorema minimax de von Neumann

O proximo teorema estabelece que, para jogos de dois jogadores e com soma zero, sem-
pre v;(A) = v.(A). Sendo assim, pelo teorema 6.2, para esta classe de jogos, existe sempre
ao menos um equilibrio de Nash em estratégias mistas. Além disso, o teorema a seguir da

um método para determinar o equilibrio de Nash.

Teorema 7.1 (MiniMax de von Neumann) Para todo jogo de soma zero com dois jogadores, re-
presentado pela matriz de payoffs de A do jogador linha, sempre existe um perfil de estratégia mista
(p*, q*) € Am x Ay satisfazendo

01(A) = max min pTAq = p*T Aq* = min max pT Aq = v.(A).
PEAL QEA, qEA, pEAN

Em particular, (p*, q*) é um equilibrio de Nash do jogo.

A demonstracdo deste resultado que apresentamos a seguir utiliza um importante re-
sultado da programacao linear, o teorema da dualidade.

Dado um problema de programacao linear, chamado de primal,

Maximizar by
(primal) { sujeito a Ay < c,
y=0
o seu dual é dado por
Minimizar ¢!
(dual) ¢ sujeito a xTA > b7, .
x>0

X

Teorema 7.2 (dualidade) O problema primal possui solucdo se, e somente se, o problema dual

possui solugdo. Além disso, se y* é solugdo do problema primal e x* é solugdo do problema dual,

entdo ambos os problemas possuem o mesmo valor 6timo, isto é, T x* = bTy*.
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Demonstragio: (Teorema 7.1)A demonstracdo consiste em introduzir os seguintes proble-

mas de programacdo linear, onde ¢ = (1,1, ..., Dleb=(1,1,...,1)7Te

Maximizar b7y
(primal) { sujeito a Ay <,
y=0

o seu dual é dado por
T

Minimizar ¢
(dual) ¢ sujeito a xTA > b7, .
x>0

O problema dual tem solugdo x* # 0 e o primal tem solugdo y* # 0. Como c

X

Tx* :bT *

definimos

@ =clx* =bTy* > 0.

Note que ® > 0, pois (0,0,...,0) ndo é admissivel.

Tome

* *

L

ols

Afirmamos que p*T Aq* = O 1.
De fato,

xTA > VT =xTAay > Ty =0
Ayt < e=axTAay <y = 0.

Segue que x*T Ay* = @. Dividindo por ®2, obtemos

xT *
X y -1
Al=]|=0"".
( © ) (@)
Isto é, p*TAq* = @1,

Agora vamos provar que (p*,q*) é um equilibrio de Nash.
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Notemos que p* € Ay e que q* € Ay, pois sdo ndo negativos e

xf Iyt @
YL E-% gt
yi byt @

Como x*TA > bT (dual) obtemos x*T Ag > bTg = 1, para todo g € A,,. Logo,
pTAg>1=pTag>0"1=pTaq"
Como Ay* < ¢ (primal) obtemos p” Aq* > pTc = 1, para todo p € Ay, Logo,
OpTA(q'®) <1=plAq* <O L
Donde obtemos que
w(p*,q") =p"' Aq" > pTAq" = ui(p,q"),

assim, o jogador linha ndo pode aumentar o seu payoff esperado trocando p* por p se o
jogador coluna ndo mudar a sua estratégia.

Por outro lado, como o jogo é de soma zero

uc(p*, q*) = —u(p*, q*) > —w(p*, q) = uc(p*, q),

assim o jogador coluna ndo aumenta o seu payoff quando troca q* por q se o jogador linha
mantiver p*.

Logo,(p*,q*) é um equilibrio de Nash. O

e Exemplo 7.3 (Vacinagao)

O governo deseja vacinar seus cidaddos contra um certo tipo de virus da gripe. Este virus
possui dois sorotipos, sendo que é desconhecida a propor¢do na qual os dois sorotipos

ocorrem na populacdo di virus. Foram desenvolvidos duas vacinas em que a eficdcia da
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vacina 1 é 85% contra o sorotipo I e de 70% contra o sorotipo II. A eficdcia da vacina 2 é de
60% contra o sorotipo I ede 90% contra o sorotipo II. Que politica de vacinacdo deveria ser
tomada pelo governo?

A situacgdo pode ser modelada como um jogo de soma zero com dois jogadores, o nde
o jogador linha, que é o governo, deseja fazer a compensagdo (a fragdo dos cidadaos resis-
tentes ao virus ) o maior possivel e o jogador coluna (o virus) deseja fazer a compensagdo a

menor possivel. A matriz dos payoffs é a seguinte:

Virus

Sorotipo I Sorotipo II
Governo| Vacina I | (0.85,—0.85) | (0.70,—0.70)
Vacina 11 | (0.60,—0.60) | (0.90,—0.90)

Para encontrar um equilibrio de Nash, devemos resolver os seguintes problemas de

programacao linear (primal)

Maximizar (y1 + )

. 0.85 0.70 | | 1
sujeito a
0.60 0.90 Y2

e o seguintes problema de programacéao linear (dual)

Minimizar (x1 + x2)

- 0.85 0.70
sujeito a [ X1 X } [ 0.60 0.90 ] > [ 11 }
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X1 >0
X2 > 0
A solucdo do problema primal é dada por
(4050,
Y 769769
e a solugdo do problema dual é
. (20 10,
- 1237237
Segue que 0 = y] +y; = x] +x; = %. Deste modo, o tnico equilibrio de Nash para o
x* 21 y* 45

problema é da pelo ponto (p*,4*), onde p* = 7= (5,5) eqt = o= (§,§)

Figura 1: ppl- primal

8. O Teorema de Equilibrio de Nash

Na segdo anterior provamos o teorema minimax de von Neumann que d4 a existéncia
de um equilibrio de Nash para jogos de soma zero com dois jogadores. Mas este resultado
é geral: todo jogo definido por uma matriz de payoffs possui um equilibrio de Nash em

estratégias mistas.
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A demonstracdo do Teorema de Equilibrio de Nash utiliza o teorema do ponto fixo de

Brouwer.

Teorema 8.1 (Brouwer) Seja A C R" um compacto convexo e F : A — A continua. Entdo, F

*

possui um ponto fixo p* € A, isto é, F(p*) = p*.
Definimos paracadai=1,..,nej=1,..,m; a funcdo
Zij A — R
p = zij(p) = uilsij, p—i) — ui(pi, p—i),

que mede o ganho ou perda do jogador g; quando ele troca a distribuicdo de probabilidade

pi pela estratégia pura s;;.

Teorema 8.2 Seja p* € A. Temos que p* é um equilibrio de Nash se, e somente se, z;j(p) < 0, para

cadai=1,..,.nej=1,..,m,

*

Demonstragio: Seja p* = (p;, p*,) um equilibrio de Nash, entdo u;(p;, p*;) > u,-(si]-, P,

paracadai=1,..,nej=1,..m; Consequentemente,
zij(p*) = ui(sij, pZ;) —ui(pi, pZi) <0,

paracadai=1,..,nej=1,..,m;.

Reciprocamente, se zl-]-(p*) >0paracadai=1,..,nej=1,.,m; entdo
ui(ej, p2;) = wi(sij, p;) < wi(pi, pZi),

paracadai=1,..,nej=1,..,m;.

Devemos mostrar que para todo p; € Ay, tem-se

ui(pi, p=;) < ui(pi, p;).

Como x — u;(x, p’) é um funcional linear, temos que
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”i(Pi/P*—i) = (Zpk €k, P ) szk uz €k, P

m; mi
< > pi-wi(phpt) = wi(ph ') D pik
k=1 k=1
onde, na dltima igualdade, usamos o fato de que Y | py = 1, dado que p; € Ay, l

Paracadai=1,..,nej=1,..m; definimos a funcdo
gij A — R
p — &ij(p) =max{0,z;(p)}

Corolério 8.3 Seja p* € A. Temos que p* é um equilibrio de Nash se, e somente se, g;i(px) = 0,

paracadai=1,..,nej=1,.,m
Definimos a aplicagao
F:A=Ap X o XAy — A=Ay, X oo X Ay,
p=(p1pn) = F(p) = W1(p), - yn(p)),
onde pi = (pit, - Pim;), Yi(p) = (Y (p), -+ Yim,(P)) €

pii + 8ii(p)
1+Zk 1g1k( )

yij(P) =
8.1. A DEMONSTRACAO.

*

Teorema 8.4 Seja p* € A. Temos que p* é um equilibrio de Nash se, e somente se, F(p*) = p*.

Demonstragdo: Observemos que y;(p) € Ay, para todo i = 1,..,n. De fato, claramente

yijj > Oparatodoi=1,..nej=1,..,m. Paratodo p € A, tem-se
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1+ 7% gik(p) 1+ 0% girlp)

14+ 7 8i(p) _
1+ 0% &ik(p)

ou seja, mostramos que F(A) C A.

fyik(iﬂ) = i( pix + 8ix(p) > _ 2ty Pt 2y Sik(p)

Seja p* um equilibrio de Nash, entdo g;;j(p*) = 0 paracadai = 1,..,nej=1,..,m;.
Deste modo, y;;(p*) = p* paracadai=1,..,nej=1,..,m; isto & y;(p*) = p; para cada
i=1,..,n ouainda, F(p*) = p*.

Reciprocamente, se p* € A é um ponto fixo do operador F : A — A, isto é,

. Pt gi(pY)
pij 1+Zk 1g1k( ),

paratodoi=1,..,nej=1,..,m; Segue que

glj pz] Zgzk . (1)

Definimos « = ) || ¢y (p*) paracadai=1,..,nej=1,..,m; Queremos mostrar que
a = 0, de modo que gi(p*) = 0 paratodoi = 1,..,n e k = 1,...,m;. Suponhamos, por
absurdo, que & > 0, vemos por (1) que

gz](p*) >0 & P:} > 0.

Sem perda de generalidade suponhamos que para algum 0 < [ < m;, tem-se p}; >

0,..p; >0e pj( - = Piyy, = 0. Observemos que

m;
. *
pi =) Piew
k=1

onde e; é 0 i-ésimo vetor da base canonica de R™i. Como gj(p*) > 0 parak =1, ..., 1, temos

0 < gi(p*) = zik(p*), ou seja

I+1) —

Mi(Pf/P_l) < uj(e;, p- )/
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para todo k = 1, ..., I. Desta maneira, temos

m; mi m;
ui(pi,pty) = w (Z Pi PL) =Y Pi-uilenpty) > Y P uipi p)
k=1 k=1 k=1
mi

= wi(p},p*) - D> pho=uipi,p")),
k=1

um absurdo. Isto demonstra que gi]-(p*) =0,paratodoi =1,..,nej=1,..,m;e, assim

pelo corolario 8.3, p* é um equilibrio de Nash em estratégias mistas. 4

Teorema 8.5 (equilibrio de Nash) Todo jogo definido por matrizes de payoffs possui um equilibrio
de Nash.

Demonstragdo: A aplicacdo F : A — A é continua e A é um conjunto compacto e convexo.
Pelo teorema do ponto fixo de Brouwer, F possui um ponto fixo p*. Pelo Teorema 8.4, p* é

um equilibrio de Nash. 4

O corolério 8.3 acima apresenta também um método para calacular os equilibrios de

Nash de um jogo. Eles sdo as solugdes do seguinte problema de otimizagdo ndo-linear:

n m;
e 2
minimizar ) Y (g(p))
i=1 j=1
sujeito a p € A.
De fato, a soma dos quadrados é zero se, e somente se, cada parcela é nula.
No caso do dilema do prisioneiro (p,q) = (p,1—p;9,1—¢q) € Ay x Ap é um equilibrio

de Nash se, e somente se, (p,q) é solu¢do do seguinte problema
Minimizar G(p,q) = (max{0, —(—1 + p)(4q + 1)})? + (max{0, —p(4q + 1)})>+

+(max{0, —(4p + 1) (=1 + q)})* + (max{0, —q(4p + 1)})?

syjeitoa0<p <1, 0<g<1L
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Figura 2: superficie para o dilema dos prisioneiros

Sabemos que (p,q) = (1,0;1,0) é o tnico equilibrio de Nash para o dilema dos prisio-

neiros . A figura 2 mostra a superficie.

No caso do jogo a batalha dos sexos, devemos maximizar a fun¢do

(max{0,5 (—1+p) (39— 1)})*+ (max{0,—5p (39— 1)})* + (max{0,—5 (3p—2) (-1 +q)})* +

+ (max{0,—5q9 (3p— 2)})2

Sabemos que (p,q) = (1,0;1,0) ou (0,1;0,1) ou (%, 3;3;3) sdo os tnicos equilibrios de

Nash para a batalha dos sexos. A figura 3 mostra a superficie.
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Figura 3: superficie para a batalha dos sexos
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