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Integrais Impréprias

Albo Carlos Cavalheiro — Depto. de Matematica — UEL-Pr

RESUMO: Neste texto apresentamos as defini¢des de integrais improprias e alguns dos te-
oremas sobre convergéncia e divergéncia de integrais impréprias (critério da comparagéo,

teste limite da comparagdo e o teste de Dirichlet), tema pouco abordado.

Palavras-chave: Integrais Impréprias. Critérios de Convergéncia. *
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1. DefinicOes de integrais impréprias

Uma condigdo necessdria para que uma fungdo f : [a,b] — R seja integravel (se-
gundo Riemann) é que f deve ser limitada. Observe que temos duas condigdes
bésicas: a fungdo f é limitada e o dominio de integracdo [a,b] é compacto. Vamos
estudar integrais de fun¢des quando uma dessas hip6teses é omitida, ou seja, as inte-

grais improprias.

* Publicado em 14-12-2017.
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INTEGRAIS IMPROPRIAS 2

Defini¢ao 1.1 Dizemos que uma funcdo f é localmente integrdvel em um intervalo I

se f é integravel em qualquer intervalo [a,b] C I.

Exemplo 1.2 A funcdo f(x) = sen(x) é localmente integravel em (—oo,0). A fungdo

h(x) = y/x é localmente integravel em [0, c0).

Defini¢do 1.3 Seja f uma fungdo localmente integravel em [a, o). Definimos a integral
improépria

/aoof(x) dx = lim /atf(x) dx

t—o0
se o limite existir e for finito. Tal limite denomina-se integral imprépria de f esten-
dida ao intervalo [a,00). Neste caso, dizemos que a integral imprépria é convergente.

t
Se tlim / f(x) dx for oo, - co ou ndo existir, dizemos que a integral imprépria é diver-
— Ja

gente.
1
Exemplo 1.4 A fungédo f(x) = o é localmente integréavel em [1, o0). Temos,
® 1 tq 1/
/ —dx = lim —dx=1lm | — —
1 x? t—oo J1 x2 t— 00 x|

:1m<—1+Q:L
t—o00 t

© 1
ou seja, a integral improépria / — dx é convergente.
1 X

Exemplo 1.5 A fungdo f(x) = e* é localmente integrével em [0, o0). Temos,
00 t t

/ efdx = lim [ e*dx = lim <ex )
: 0

t—o0 JO t—o0

_ E_1) —
= e b=

ou seja, a integral imprépria / e* dx é divergente.
0
Exemplo 1.6 A fungdo f(x) = cos(x) é localmente integréavel em [0, o). Temos que

00 t
/ cos(x)dx = lim [ cos(x)dx = lim sen(t)
0 t—o0 JO t—so00

o0
nao existe, ou seja , a integral improria / cos(x) dx é divergente.
0

Defini¢do 1.7 Seja f uma func¢do localmente integravel em (— oo, a|. Definimos

t— — o0

/a fx)dx = lim /ta F(x) dx.



INTEGRAIS IMPROPRIAS 3
Se o limite existir e for finito, dizemos que a integral improépria é convergente. Caso
a
contrdrio, a integral imprépria / f(x)dx é divergente.
—00

Defini¢ao 1.8 Seja f localmente integravel em RR. Definimos

[” swax= [ pacs [T

© 0
desde que ambas as integrais improprias / f(x)dxe / f(x) dx sejam convergen-
0 — 00
(o)
tes. Caso contrdrio, a integral imprépria / f(x)dx é divergente.
—0o0

Exemplo 1.9 A fungdo f(x) = e* é localmente integravel em (— oo, 0]. Temos

)

0 0
/ e*dx = Ilim e'dx = lim (ex

t——o00 Jt t—— 00

= lim (1-¢") =1,

t——o0

0
ou seja, a integral improépria / e* dx é convergente.
— 00

Exemplo 1.10 Usando os exemplos 1.5 e 1.9, temos que a integral imprépria / e’ dx

é divergente.

1

Exemplo 1.11 A fungdo f(x) = T2

é localmente integravel em (— oo, c0). Temos

t

© 1 . | )
et = dm ) e Bmere(s)

0

: T
= tlgg arctg(t) = >

0 1
De modo andlogo, também obtemos que / ——dx = T Portanto,
—oo 1+x 2
© 1 0 1 © 1 T
d :/ d d = — _— = .
/_001+x2 SR S A e A I

1
Exemplo 1.12 A fungéo f(x) = e é localmente integravel em [1,00). Usando que

1 x!1=p
/—pdx:m, se p }é 1,

X

/%dlen(x), se p=1,

obtemos que



INTEGRAIS IMPROPRIAS 4

(1) /oo 1 dx L se p > 1, ou seja, convergente
1 - 7 7 7 Vi ;
| wl= e j g

© 1
(ii) / e dx = oo, se p <1, ou seja, divergente.
1

Exemplo 1.13 Vamos determinar o valor de / e “x"dx, paran € N, usando indugéo
0

e integracdo por partes.

(i) Temos paran =1,

%} t
/ xe *dx = lim [ xe ¥dx
0 t—o0 JO

= lim | —xe " —e *
t—o0

t
)
= lim[(—te f—e f)+1]

t—o0

= 1=1.

(ii) Para n = 2, temos
00 t
/ x2e ¥dx = lim [ x*e *dx
0 t—o0 JO
t t
+2/ xe_xdx)
0 0
t
= lim (tze_t+2/ xe_xdx)
t—oc0 0

= 2/ xe Ydx
0
2 =2

= lim | x%e *
t—o0

(iif) De forma analoga obtemos / x3e *¥dx =6 =23l
0

(iv) Suponha que / x" e~ *dx = n!. Temos,
0

00 t
/ X"le ¥dx = lim [ ¥"Tle ¥dx
0 t—o0 Jo
t t
= lim (— xtle=x —|—(n—|—1)/ x”e_xdx)
t—o0 0 0
t
= lim ( —t" et 4 (n4+1) / x'te™* dx)
t—o0 0
= (n+1)/ e Ydx
0
= (n+41)n!

= (n+4+1)!
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(0]
Portanto, / x"e " Ydx =n! (neNN).
0

Teorema 1.14 Suponha que f1, ..., fu sejam localmente integrdveis em [a, o0) e que / fi(x)dx
a

(0]
sejam convergente, j = 1,2, ...,n. Se c1, ..., ¢, sdo constantes, entdo / (c1fi+ . +enfn)(x)dx
a

¢ convergente e

/(c1f1+ A cnfn)(x x—cl/ fi(x)dx + .. —|—cn/ fu(x

a

Demonstracao Se a < t < oo temos
t
/(C1f1+ +Cnfn) X—Cl/ fl dx+ ‘|’Cn/ fn

Logo, passando o limite quando ¢ — co, obtemos o resultado. O
Defini¢do 1.15 Seja f uma fungdo ndo limitada em (a,b] e integravel em [t,b], para
todo t € (a,b). Definimos a integral imprépria de f em (a, b] por

b b
/a f(x)dx = lim [ f(x)dx.

t—at Jt

Se o limite existir e for finito, dizemos que a integral imprépria / f(x)dx é con-
a

b
vergente. Caso contrdrio, a integral imprépria / f(x)dx é divergente.
a

Exemplo 1.16 Considerando a fung¢do f(x) = € (0,1]. Temos

1
V'
11

/—t;lx = lim dx = lim 2+/x
0

ﬁ t—=0F \/_ t—=0+F
= 1im(2—2\/) =2,

t—0t

1

t

ou seja, a integral improépria / \/_ dx é convergente.

Exemplo 1.17 Considere a fun¢do f(x) = In(x), com x € (0,1]. Temos,

1 1 1
1 dx = i 1 dx = li 1 -

/0 n(x)dx Jim - f n(x)dx t_1>r51+(x n(x) —x)

= lim(t—tIn(t) - 1) = —1,

t—0+

t

1
(pois 111(1)1+ tIn(t) = 0) ou seja, a integral imprépria / xIn(x) dx é convergente.
t— 0
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Defini¢do 1.18 (a) Seja f uma fun¢do ndo limitada em [g,b) e integravel em [a, t| para

todo a < t < b. A integral imprépria de f em [a,b) é definido por

/a " F(x)dx = lim / () d.

t—b—

Se o limite existire for finito, dizemos que a integral imprépria é convergente. Caso

contrdrio, divergente.

(b) Seja f uma funcdo ndo limitada em [a, p) e (p,b]. Se as duas integrais improprias
p b

/ f(x)dxe / f(x) dx sdo convergentes, entdo definimos a integral imprépria de f
a p

em [a,b] como
b P b
[ e = ["fyaxs [ d

1 1 t 1 3
dx = i / dx = lim 2(x —1)%/3
/0 x—1 * t—lgl 0 vVx—1 x t_1>r1r172(x )

s 3., w23 3\_ 3
= lim (z(t 1) 2)- >

t—1—

Exemplo 1.19 Considere a fungdo f(x) = . Temos

dx = lim

1 3 1
Vx—1 t—>1+/t Vx—1

3 1 1 1 3 1 3 3
4 :/—d +/ L ax=2(YA-1).
/0 Jx—1 * 0 vVx—1 * 1 Jx—1 * 2( )

3 3
De modo analogo, temos que / dx = 5 V/4. Portanto,
1

Exemplo 1.20 Considere a integral imprépria

/Oz/ﬂ (Zx sen(1/x) — COS(l/x)) dx.

Temos,

/02/7T (2xsen(1/x) - cos(l/x)) dx

2/
= lim (Zx sen(1/x) — cos(l/x)) dx

t—=0t Jt
2/7'()
t

. 4, 4
= lim (— —t sen(l/t)) =

7T2

= lim (x2 sen(1/x)

t—0t+

pois lilgl+ t?>sen(1/t) = 0. De modo analogo, obtemos que
t—

/0 <2x sen(1/x) — cos(l/x)> dxy — %

-2/
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Portanto,

/_22/; (zxsen< )—COS( )>dx
[ (zrsen(1) ~con(2) Y
" ron(t) (1))

4 4 8

n2 o2 w2
Exemplo 1.21 A fungdo f(x) = (1 — x) 7 é localmente integrével em [0, 1).

(a) Para p #1 temos

1—1 d li P d
/0 (1—x)? AT (1—x)P *

— ) pt+1t
= (027
~ kim (1-t)17—-1 1/(1—p), se p<1
t=1" p—1 0, se p>1

(b) Para p = 1, temos

T 1 t1
/ dx = lim dx
0o 1—x t—-1-Jo 1 —x
t

= lim —In(1—x)
t—1— 0

= lim —In(1—t#) = oo.
t—1-

Portanto,

=

/1 1 P 1/(1—p), se p <1 ( convergente),
X =
0 oo, se p>1 ( divergente).

Exemplo 1.22 Vamos determinar para que valores de p a integral imprépria

2/m
/ (px”_lcos(l/x) +x”_zsen(1/x)) dx
0
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¢ convergente. Temos,

/T
/02 (p xP~leos(1/x) + xp_zsen(l/x)) dx

2/ 4

= lim — (xp cos(l/x)) dx

t—0+tJe  dx

2/m

= lim x” cos(1/x)

t—=0T ¢
= lim —t" cos(1/t).

t—=0T

Para p > 0 temos que lim ¥ cos(1/t) = 0. Ja para valores p <0, o limite lim #* cos(1/t)
=0+ t—=0t

ndo existe. Portanto, a integral impropria é convergente se p > 0 e divergente se p <0.
p
Observacao 1.23 (a) Na Defini¢do 1.18 (b), se as duas integrais improéprias / f(x)dx
a

b
e / f(x)dx existem, entdo definimos a integral imprépria de f sobre [a,b] como a
p

/abf(x)dx:/apf(x)dx-l—/pbf(x)dx,

ou com a notacdo de limite

—€ b

/hf(x) dx = lim ’ f(x)dx + lim f(x)dx. (1)
a e—=0" Ja =0t Jp+é

Se esses dois limites existem, entdo também existe o limite

lim ( ap_gf(x) dx + b f(x) dx) (2)

e—0" p+e
e tem o mesmo valor. Entretanto, a existéncia do limite (2) ndo implica a existéncia de

(1). Por exemplo, considerando a fungdo f(x) = 1/x> (e 0 < ¢ < 1), temos

. —¢ 11 . 1 1 1 1
SE%(/_l Fd”/g Fd") —gﬂfﬂ(i‘z—ez)‘(i‘@ﬂ =0,

01 11
mas as integrais improprias / —dxe / — dx ndo existem (sdo divergentes).
1X 0 X

Definimos a integral imprépria de f (também chamada integral de Cauchy) como
a integral dada por (1). O limite (2)(quando existe) é chamado valor principal de

b
Cauchy da integral e denotado por v.p.c. / f(x)dx.
a

Generalizando, uma fungdo que tenha um ntimero finito de pontos onde néo é de-
finida ou ndo limitada pode ser tratada subdividindo-se o intervalo em subintervalos

com esses extremos.
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(b) Considere agora a integral improépria sobre (— o0, 00),

_OO f(x)dx = lim 0f(x) dx + lim Cf(x) dx. 3)
0 b 0

b ——o0 c—00

A existéncia do limite
;

lim [ f(x)dx 4)

r—oo J_4

ndo implica que a integral impropria / f(x)dx seja convergente. Por exemplo,

r 0 0
lim [ xdx =0, mas / xdxe / x dx sdo divergentes. O limite (4), quando existe,
r—00 J_ ¢ 0 — 00

é chamado valor principal de Cauchy da integral improépria sobre R e denotado por

v.p.C. /_oo f(x)dx.

2. Integrais Impréprias de Fungdes Nao

Negativas

Nesta secdo vamos estudar as integrais impréprias de fungdes ndo negativas.
Apresentaremos alguns testes para garantir que uma integral imprépria é conver-

gente ou divergente.

Teorema 2.1 Seja f : [a,00)— R uma fungio localmente integrivel e suponha que f(x) > 0.

Entdo a integral imprépria / f(x)dx é convergente se, e somente se, fungio F(x) =
a
X
/ F(£) dt ¢ limitada,
a

Demonstragio Como f(x) > 0 para todo x € [4, ), temos que F é uma fun¢do monétona

ndo decrescente em [a,0). Portanto, a existéncia do limite lgn F(x) equivale ao con-
X— 0
Cc
junto { / f(t)ydt: c> a} ser limitado. O
a
Teorema 2.2 (Critério da Comparagdo) Sejam f e g duas funcdes localmente integriveis

em [a,00) e satisfazendo 0 < f(x) < g(x).

(i) Se / g(x) dx é convergente, entio / f(x)dx é convergente.
a a

(ii) Se / f(x) dx é divergente, entio / g(x) dx é divergente.
a a
00 t
Demonstracio (i) Temos que / g(x)dx =lim [ g(x)dx =M < 0.
a

t—o0 a

Como 0 < f(x) < g(x), obtemos que, para todo a < t < oo,

/atf(x)dxg /atg(x)dxg /Ooog(x)dx:M.
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t
Como a fungdo F(t) = / f(x)dx é ndo decrescente e limitada (0 < F(t) < M), resulta
a

t
que o limite lim F(t) = lim / f(x) dx existe e é finito. Portanto, a integral imprépria
t—00 t—o00 Jg

/ f(x) dx é convergente. O
a

Observacgdo 2.3 O Critério da Comparacdo é valido para qualquer tipo de integral
imprépria. Ele é util se o integrando da integral imprépria é complicado mas pode

ser comparado com uma funcdo que é mais facil de ser integréavel.

Exemplo 2.4 Considere as fungdes f(x) = e *cos?(x) e g¢(x) = e * em [0,0). Temos
que

0<e *cos?(x) <e ™.
o0
Além disso, também temos que / e “dx =1, ou seja, convergente. Portanto, pelo
0

(o)
Teorema 2.2, a integral / e “cos?(x) dx é convergente.
0

12 + cos(rtx)

A=) dx.

Exemplo 2.5 Considere a integral imprépria /
0

(i) Para p < 1e 0<x < 1, temos

2 + cos(7x) < 3

O<—a—xp a—xp

1
Pelo Exemplo 1.21, temos que / de ¢ convergente se p < 1. Portanto,
o (1—

12
aplicando o Teorema 2.2, obtemos que / 2+ cos(nx) cos(rrx)

0 (I—x) dx é convergente (se p < 1).

(ii) Para p > 1, temos

1 < 2 4 cos(7tx)

O< A=xp= A—xp

1
e como / =7 dx é divergente (se p > 1), entdo a integral imprépria
o (1—

12 4 cos(mx)
/o —(1 — ) dx

é divergente se p > 1.

Observagdo 2.6 Seja f : [4,00)— R uma fun¢do localmente integavel. Entdo se a <

1, < ¢ < co temos

/ﬂcf(x) dx = /aalf(x) dx+/ulcf(x) dx.
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a
Como / f(x)dx é uma integral definida, fazendo c— oo, concluimos que se uma
a

[e9) [e9)
das integrais impréprias / f(x)dx ou / f(x)dx for convergente, entdo a outra
a ay

também sera convergente, e neste caso
(e aq e}
/ F(x)dx = / Flx)dx + / F(x) dx.
a a a,

Isto significa que todo teorema envolvendo convergéncia ou divergéncia de integral
imprépria / ” f(x)dx no sentido da Defini¢do 1.3 continua valido se as hipéteses
sdo satisfeitgs em um subintervalo [a1,00) de [a,00). Por exemplo, o Teorema 2.2
continua vélido se 0 < f(x) < g(x) em a; <x < oo, onde a; é algum ponto em [a, ).
Com isso, se f(x) >0 para algum intervalo [a1,00) de [4, o), mas ndo necessdriamente
para todo x € [a,00), continuaremos a usar a convengao introduzida para fun¢des néo
negativas, isto é, escrevemos / N f(x)dx < oo se a integral imprépria converge. A
a

mesma observagdo é vdlida para qualquer tipo de integral imprépria.

Exemplo 2.7 Considere, para p >0, a fungao

_ (x—=1)P(2 +sen(x))
f(x) - (x _ 1/3)2}9

Para x suficientemente grande temos que

1 (x —1)P(2+sen(x))
2xP = (x—1/3)%

4
< —.
= xp

De fato, para x > 1 temos

(x —1)P(2+sen(x)) (x —1)F
(@) 0 <xPf(x) =xF (x_l/;;p S3x”m =g(x).

Temos que }gl;og(x) = 3. Logo, para todo ¢ > 0 existe M; > 0 tal que se x > M;

implica |g(x) — 3| <& (ou seja, 3 —e < g(x) <3+ ¢). Em particular, para ¢ = 1 existe
4
M; > 0 tal que x? f(x) <g(x) <4, ouseja, f(x) < Ly parax > M;.

(x —1)P(2+sen(x)) (x —1)F
>xF ————— = h(x). C
G137 2 oty M) Como
lim h(x) = 1, dado qualquer ¢ > 0 existe M, > 0 tal que se x > M, temos

X— 00

|h(x) — 1| <e. Em particular, para ¢ = 1/2 existe M, > 0 tal que h(x) >1/2. Logo,

1
xPf(x)>h(x) >1/2, ou seja, f(x)> 5y para x > M,. Com isso, escolhendo M =

(b) Também temos x¥ f(x) = x?

max{Mji, M}, temos para x > M

1 (x —1)P(2+sen(x))
207 = (x—1/3)%

4
< —.
= xp
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Portanto, usando o Teste da Comparacdo e o Exemplo 1.12, temos que a integral

improépria

/°° (x =1)P(2+sen(x))
dx
1 (x —1/3)%F
é convergente se p > 1 e divergente se p <1.
® In(x) 4 sen(x)
Jx

Exemplo 2.8 Considere a integral impropria / dx. Observe que, para
1

x > €?,
In(x) + sen(x)
Vx

>

S-

Como

© 1 t
/e2 ﬁdx = }Lr{ol) eZTdX

= 11m2\/_

t—o0

= hm(Z\/_—Ze) = o0,

t—o0

*1
entdo, pelo Teste da Comparacao, / n(x) + sen(x)
e? VX

: : . [*®In(x) +sen(x) ,
tegral imprd / dxéd te.
integral impropria | NG x é divergente

dx é divergente. Portanto, a

® 4
Exemplo 2.9 Vamos estudar a integral imprépria / Ls(x)dx. Considere as

0 (14x)x

integrais improprias

14 + cos(x) ® 4 4 cos(x)
- copo [TATent,
(1+x)vx 1 (1+x)vx

4 + cos(x) - 5
(1+x)vx VX

15
/ —=dx é convergente, entdo I; é convergente.
0

Jx

(ii) Para x > 1, temos 0 <

(i) Para 0 < x < 1, temos 0 < e como a integral imprépria

4 4 cos(x) < 5
(1+2x)v/x  x3/2

¢ convergente, entdo I, é convergente.

Portanto, / M
0 (14+x)vx

Teorema 2.10 (Teste Limite da Comparagdo) Suponha que as fungdes f e g sdo localmente

. . . [® 5
Como a integral imprépria /1 372 dx

dx = I + I, é convergente.

integrdveis em [a,b) (com b < oo ou b = o0), f(x) >0, g(x) > 0eque

im @ = ou lim f) = oxse b = oo
S g = (o i g = 4 o =), ©
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b b
(i) Se 0 < M < oo, entdo / f(x)dxe / ¢(x) dx sdo ambas convergente ou ambas diver-
a a

gentes.

b b
(ii)SeM:ooe/ g(x)dx:oo,entﬁo/ f(x)dx = oo.

b b
(iii) Se M =0e / g(x) dx é convergente, entio / f(x) dx é convergente.
a a

Demonstragio (i) Por (5) (usando a defini¢do de limite) existe a; € [a,b) tal que

O<M<fﬁ<

A 7 < b/
5 <) 5, Se a1 <X <

e portanto, para a; <x <, b, temos

3

M) < fx) < 2Mg() ©

Se a integral impropria de ¢ em [a,b) é convergente e como g(x) > 0, entdo

/bg(x)dxﬁ /bg(x) dx < oo.

a1 a

b
Logo, usando (6), obtemos / f(x)dx < oo. Com isso, usando que f é localmente
ay

integravel, obtemos

/abf(x) dx — /u‘”f(x) dx + /:f(x) dx < 0.

b
Agora se / g(x) dx é divergente, por (6) (% g(x) < f(x))epelo Critério da Comparagéo,

a1

b b
obtemos que / f(x)dx também é divergente. Logo, / f(x)dx é divergente.
aq a

(i) Se M = oo, existe ay € [a,b) tal que f(x)>g(x) se x € [ap,b). Logo, pelo Critério
b b
da Comparacdo, se / g(x)dx = oo, entdo / f(x)dx = oo.
a a

(iii) Se M = 0, entdo existe a3 € [a,b) tal que f(x) <g(x) se x € [a3,b). Usando o
b

b
Critério da Comparacao, se / g(x) dx é convergente, entdo / f(x) dx é convergente.
as as
Portanto,
as
a

/abf(x)dx:/ f(x)dx—i—/ajf(x)dx < oo,

Exemplo 2.11 Vamos determinar para que valores de p € R a integral imprépria

/”/2 sen(x) i
0

xP
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é convergente usando o Teorema 2.10. Considere as fungoes

_ sen(x) 1

flx) = € g(x):ﬁ.

xP

Temos que lim —— = lim
x—0T g(x) x—0t X

/2 /2 1 x2—P
/ g(x)dx = lim p—dx: lim (
0

o i .. [™?sen(x)
se p < 2. Portanto, pelo Teste Limite da Comparagdo, a integral imprépria / dx

0 xP
é convergente se p < 2.
1
xP(1+x)7
YL 4x Para verif
,q € R. Considere a integral imprépria / —————— dx. Para verificar para quais
valores de p e q a integral imprépria é convergente, considere as seguintes integrais

Exemplo 2.12 A funcgdo f(x) = é localmente integravel em (0,00) com

improprias
Y S SR L S B
V7)o xP(1+ x) SR CRE T GO R

1
(i) Analisando a integral imprépria J;. Considere g(x) = et Temos,

f(x) 1

o0t g(x)  xm0r (14 x)7

Como,

1 1 1/(1—p), <1
/g(x)dx=/ L /(1=p), sep
0 0 xP 0, se p>1

1

1
entdo, aplicando o Teorema 2.10, temos que |; = /0 xP(1+x)

; dx é convergente se

p < 1 (para qualquer valor de 7).

(ii) Analisando a integral imprépria J, = p dx. Considerando agora

i 1
/1 xP(1+ x)

a fungédo h(x) = 7, temos

xP+
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Como
0 S 1/(p+g—1), +g>1
/ h(x)dx:/ 1+ dx = /pHa=1) septy
1 1 X oo, se p+4q<1
< . _ = 1 .
entdo, aplicando o Teorema 2.10, |, = /1 AL dx é convergente se p +¢q > 1.
: N *° 1 )
Portanto, combinando (i) e (ii), obtemos que /0 PA L) dx é convergente se
p <1lep+g > 1. Por exemplo,
(a) /w;dx (com p=1/2eg=2)
0 V(L +xP PR
o0 1
b) | s —1/3eq=5),
O) | ya s (com p=1/3eq=5)

© x°
(c)/0 mdx (com p=-5eqg=38),

sdo integrais impréprias convergentes.
00 (y — 6
Exemplo 2.13 Considere a integral imprépria / M
1
(x —sen(x))®
flx) = —F——

x8

S dx, com
X

. Usando a fungéo g(x) = 1/x2, temos

~~

lim (x) — lim M

x—eo g(x)  x—eo X6 =0

(o] (o] 1
Como a integral imprépria / g(x)dx = / P dx é convergente, entdo pelo Teo-
1 1

—sen(x))°®

*(x P
rema 2.10(iii), temos que /1 ( o dx é convergente.

3. Func¢des Absolutamente Integraveis

O Critério da Comparacdo (Teorema 2.2) e o Teste Limite da Comparacado (Teorema
2.10) podem ser usados para o estudo da convergéncia ou divergéncia de integrais
impréprias de fungdes ndo negativas. Nesta secdo, vamos apresentar critérios para
o estudo de integrais improéprias de fungdes que mudam de sinal no intervalo de

integracao.

Defini¢do 3.1 Dizemos que uma fungdo f : [a,00)— R é absolutamente integravel em

oo
[a,00) se f é localmente integravel em [0,0) e / |f(x)| dx é convergente. Neste caso,
a

também dizemos que a integral imprépria / f(x) dx é absolutamente convergente
a
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o0
Teorema 3.2 Se f é uma fungio absolutamente integrdavel em [a, o), entdo / f(x)dx é
a

convergente.

Demonstra¢ao Temos que

0<[f(x)] + fx) <2[f(x)]:

(o]
Como / |f(x)] dx é convergente, podemos usar o Critério da Comparagdo (Teorema
a

2.2), para concluir que a integral impropria / (If(x)] + f(x)) dx é convergente. Po-
0

demos escrever, para todo a < t < o,

/atf(x)dx = /at(|f(x)| +f(x))dx—/at |f(x)|dx.

Como as integrais impréprias / (If(x)|+ f(x))dx e / |f(x)|dx sdo convergentes,
0 0

o0
entdo / f(x) dx também é convergente. O
0

o0

Exemplo 3.3 Considere a integral imprépria / e~ *cos®(x) dx. Observe que
0

0<|e *cos®(x)| <e ™.

(0] (o]
Como / e~ dx é convergente, entdo / | e *cos®(x) | dx é convergente (pelo Critério
0 0

oo
da Comparacgdo). Portanto, / e xcos3(x) dx é (absolutamente) convergente.
0

Exemplo 3.4 A reciproca do Teorema 3.2 ndo é verdadeira. Vamos verificar que a inte-
en(x) sen(x)

—|dx

x x

o0
dx é convergente e que a integral imprépria /
1

gral imprépria / 5
1

é divergente.

(i) Usando integracdo por partes, obtemos

/1t 1sen(x) dx = — @ + cos(1) — /; cos () dx.

1 « , . . s
< € /1 2 dx é convergente. Logo, a integral imprépria

COSx

Parax > 1, temos 0 < 5
X

*° cosx . .
/ 2 dx é (absolutamente) convergente. Além disso, também temos
1

lim cos(t)
t—o0 t

= 0.
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Portanto,
o t
/ senx Jr — lim senx gy
1 X t—o0 J1 X
t t
= lim ( — w + COS(l) . / COSEX) dx>
f—00 t 1 X

= cos(l) — /oo cos(x) dx < oo
= : 2 .

(ii) Para todo x € R temos que |sen(x)| <1. Logo, sen?(x) <|sen(x)|. Para x>1

obtemos
sen(x)
X

- senz(x).
X

Usando integracdo por partes, obtemos

/1t wdx __sen(2t) n sen(2) + /; ( LI Sen(zx)) dx.

x - 4t 4 2x 42

o 2
Usando que a integral improépria / sezizx) dx é (absolutamente) convergente,
1
® 1
—dx =
| =00
2t
e tlim sen(2t) = 0, obtemos que
—o0

¢ 2
lim/ de:oo.
1

t—o0 X

sen(x)

dx é divergente. Temos

Logo, pelo Critério da Comparagao, /
1

) ) 1) 2
x x x
/ sen(x) t;lx:/ |sen( )|dx2/ sen”( )dx:oo,
1 x 1 X 1 X
® |sen(x
ou seja,/ (x) dx = oco.
1 x
© e~ Ysen3(x
Exemplo 3.5 Considere a integral imprépria / T()dx. Temos que, para
1
x>1,
e *sen®(x 1
0< ! (x) 1
x X
© 1 , © | e~ *sen?(x
Como / 2 dx =1 (ou seja, convergente) entdo / T() dx é convergente.
1 1

2
® e~ Ysend(x) , | .
Portanto, / ————dx é absolutamente convergente (e entdo, convergente).

1 x2



INTEGRAIS IMPROPRIAS 18

Teorema 3.6 (Teste de Dirichlet) Seja h(x) = f(x)g(x) e suponha que
(i) a fungdo f é continua e F(x / f(t)dt é limitada em [a,b) (com b < 00 ou b = o0);
(ii) a fungdo g : [a,b) — R é derivivel com g’ absolutamente integrivel (ou seja, / ¢ (x)]dx <
a

li =0 li =0seb = o0).

o) e lim g(x) (ou xgr(}og(x) se )
b
Entdo, a integral impropria / f(x) g(x)dx é convergente.
a

Demonstragio Como a fungdo h(x) = f(x) g(x) é continua em [a,b), entdo também
é localmente integrével em [a,b). Lembrando que se F(x / f(t)dt entdo F'(x) =

f(x). Paraa <t < b, usando integragdo por partes, obtemos
t t
| @8 dx = Fyg(t) — [ Fx) g/ () dx.

Usando que F é limitada (ou seja, |F(x)| < C para todo x € [4,b)) e que ¢’ é absoluta-

mente integravel, pelo Critério da Comparacdo, temos que

/\F |dx—l1m/\1-" ¥)| dx < oo,
t—=b

p01s/ |F(x \dx<C/ ¢’ (x)] dx.

Além disso, como lirl? F(t) g(t) = 0 (pois F é limitada e lirgl g(t) = 0), obtemos
t—b- t—b-

[ f@sax = Jim [ f0 g0 dx

— Jim (Fg() - [ P () x)

t—b—

= — /bF(x)g'(x)dx < oo,

% sen(x)
xP

Exemplo 3.7 Considere a integral imprépria / dx, com 0 < p <1. Usando
1

o Teste de Dirichlet com f(x) = sen(x) e g(x) = %, temos que / sen(x) dx é

1 xF
convergente (com 0 < p <1).

Exemplo 3.8 Considere a integral improépria / sen(x?) dx (chamada de integral de
0

1
Fresnel). Observe que / sen(x?) dx é finita (pois f(x) = sen(x?) é continua). Para
0

¢ > 1, aplicando o Teorema de Mudanga de Variavel (com ¢ = x?), obtemos

/1C sen(x?) dx = % /1c2 Se\I}(;)
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® gen(t)

Vit

/100 sen(x?) dx = /100 sen\/_it) dt

Pelo Exemplo 3.7 (com p = 1/2) temos que / dt é convergente. Com isso,
1

é convergente. Portanto,

00 1 00
/ sen(x?) dx = / sen(x?) dx +/ sen(x?) dx < oo,
0 0 1

ou seja, convergente.

Exemplo 3.9 O teste de Dirichlet também pode ser usado para verificar que certas inte-
grais improprias sdo divergentes. Por exemplo, a integral imprépria /1 N xP sen(x) dx
é divergente se p > 0. De fato, suponha que essa integral imprépria seja conver-
gente para algum p > 0. Entdo, a funcdo definida por F(x) = /1 ' tPsen(t) dt seria
limitada em [1,00), e usando f(x) = xPsen(x) e g(x) = 1/x” no Teorema 3.6 con-

(o]

cluiriamos que / sen(x) dx também é convergente. Mas / sen(x) dx é divergente.
1 1

(0]
Portanto, / xP sen(x) dx é divergente se p > 0.
1

4. Mais alguns exemplos

o0

Exemplo 4.1 Considere a integral imprépria / e *sen(x) dx. Usando integragdo por
0

partes obtemos

/exsen(x) dx = —%ex(sen(x) + cos(x)).

Logo,

00 t
/ e “sen(x)dx = lim [ e *sen(x)dx
0 t—o00 JO

= lim ( - %e‘x(sen(x) + cos(x))

t—o0

)
= lim ( - %et(sen(t) + cos(t)) + %)

t—o0

1

2/
pois tlim e =0e|sen(t)+ cos(t)] <2.
—00

o0
Portanto, a integral improépria / e *sen(x) dx é convergente.
0

Exemplo 4.2 Vamos determinar para quais valores de p € R a integral imprépria
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/2: <p x’”_lcos(%) + xp_zsen<%>) dx

€ convergente.

Temos que
/2: (p xp_lcos<§> + x’“%en(%)) dx
o [ o)
= tILm (x%os(%) t )
*© 27
= tlin;o (t’%os(%) — (2n)pcos<%>>.

Como o limite thm tPcos(1/t) existe e é finito se p <0, obtemos que a integral impropria
—00

© 1 1
/ (p xP~lcos <—> + xpzsen(—>) dx é convergente se p <0 (e divergente se p > 0).
27 X X

Exemplo 4.3 Vamos determinar se a integral imprépria

/oo (x2_|_3)3/2

2
o T 1) sen”(x) dx

é convergente ou divergente.

Vamos estudar as duas integrais impréprias

0 (x2 4 3)3/2 0 (x243)3/2
/0 Wsenz(x)dx e /_stenz(x)dx.

Se essas duas integrais impréprias forem convergentes, entdo podemos escrever

© (x243)32 0 (P +3 2,
[ e = [ D i
(x +3)3/2 2
+/0 Wsen (.X) dx.

V3 (x2 +3)3/2

(x* + 1)3/2 Senz(x) dx existe (é finita) pois a fungdo
X

(a) Temos que a intergral /
0

foy = I
(x* +1)3/2

3<x24+x2=2x%2ex*+1>x% Logo,

sen’(x) é continua em [0,1/3]. Para x>+/3 temos que x> +

(2x2)3/2 _ 2\/§

(x4)3/2 X3

2 3/2
0< (x=+3)

2
< Wsen (X) S
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[e,°]
Como a integral improépria /f Fdx é convergente, estdo aplicando o Critério da
3

0 (42 3/2
Comparagéo, temos que / ( +3)

2 p
~— - —sen”(x)dx é convergente. Portanto, podemos
V3 (x4 +1)3/2 (x) 5 P

escrever

) (x2+3)3/2 ) V3 (x2+3)3/2 )
/0 Wsen (x)dx = /0 Wsen (x)dx

) x2+3 3/2
+/\/§ —Ex4 n 1;3/2 sen?(x) dx < oo,

ou seja, é convergente

(22 +3)3/2
(x* +1)3/2

0 (x2_|_3)3/2 5 I (x2+3)3/2 )
/OOWSQD (X) dx :/O Wsen (X) dx.

(b) Como f(x) = sen’(x) é uma funcao par (f(—x) = f(x)), entdo

Portanto, a integral imprépria

© (x2 4 3)%2 0 (24302
/ o ATz / o (o 1)p72 S () dx
© (24332,
+/O Wsen (X) dx

é convergente.

Exemplo 4.4 Vamos determinar condigdes sobre p, g € R para que a integral imprépria
o p
/0 ﬁ dx seja convergente.

Vv T teorais i o L xP p ©  xP p
aImosS analisar as mtegrais 1improprias —— o ax e - aX.
§rais TmpTop /0 (1+22)7 /1 (1+22)7

(@) Se 0 < x <1, entdo aplicando o Teste Limite da Compara¢do com

xP

f(x)zm

e g(x) = xP, obtemos

iC) 1
lim = lim =1
xi>0+ g(x) x50+ (1+x2)1

1 1
Como / g(x)dx = / xP dx é convergente se p > —1, entdo a integral imprépria
0 0

/f dx—/omd

e convergente se p > —1 (para qualquer valor de g).
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(b) Para x > 1, temos que (1 + x2)1 > x4, Logo,

xP xP
0< — <2 —xP 2,
(1+x2)7 — x29

Como a integral imprépria / xP~%1dx é convergente se p —27+1 < 0 (ou seja,
1

o0 p
p < 2q — 1), entdo pelo Critério da Comparacdo a integral imprépria /1 ﬁ dx

é convergente se p < 29 — 1.

: . N N 4
Portanto, por (a) e (b), temos que a integral imprépria / ( dx é convergente
0

1+ x2)4
se —1 < p < 2g —1 e neste caso

/o(1+x2 _/ 1+ +/ 1+x2

00 x3 00 \/_
Porexemplo,/o mdx (Comp:3eq:4)e/0 de (Comp 1/28

q=3/2) sdo integrais improprias convergentes.

® sen(x)

x(In(x))P

Exemplo 4.5 Considere a integral imprépria / dx. Para x >2 temos que
2

In(x) > 0 (para x >2). Logo,

sen(x)

x(In(x))P

B |sen(x)| 1
= Tx(In(x)?] = x(n(x)?

Para p > 1 temos

[ 1 . t
/ e ™ T M, oy ™

pois se p > 1 (1 —p < 0) temos hm ﬁ (In(t))!™? = 0. Portanto, a integral

1mpr0p ria

®© sen(x)
b sty

é (absolutamente) convergente se p > 1.
®  cos(x)

m dx. Usando o teste de Diri-

Exemplo 4.6 Considere a integral imprépria /
0

chlet com
cos(x) 1

M) = a2y ~ Ar e

cos(x) = f(x) g(x),
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1
(1+22)3
(i) a fungdo f(x) = cos(x) é continua em [0, c0) e também temos que a fungdo F(x) =

t t
/ f(x)dx = / cos(x) dx = sen(t) é limitada em [0, o);
0 0

sendo g(x) = e f(x) = cos(x). Temos,

(i) g'(x) = — (14?%)4

0.

é absolutamente integravel ( / (x)|dx < o0) e hm g( ) =

.. ) } L. ®  cos(x B}
Portanto, pelo Teste de Dirichlet, a integral imprépria / ( (x) dx é convergente.
0

T+ 2p

%) x4COSZ( % )
AT ¢

x4cosz( 1 ) 1

A+ 20 8=y 70

Exemplo 4.7 Considere a integral imprépria / x. Temos que
0

flx) =
Vamos verificar as condi¢des do Teste do Limite da Comparacao.

(a) Temos

1
. flx) - (14 x?)x* cosz<x>
X—00 g(x) X—00 (1+ x2)3

1 1
6 L 2( 2
. X (1+x2)cos (x)
= lim 3
X—00 1
x6<1—|——2)
X
= lim

X
xX—00 1 3
(1 + F)

00 t
/0 g(x)dx = lim %dx

t%oo()l

(b) Além disso, temos

t

= lirgoarctg( x)

0

T
= tlggloarctg() 5

Portanto, pelo Teste Limite da Comparagao (Teorema 2.10) a integral impropria

1

o0 x4cosz< )

[
o (14+x2)3

€ convergente.
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5. A func¢dao Gama e a fun¢ao Beta de Euler

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados da fun¢do gama de Euler (ou
simplesmente, fun¢gdo gama), que é denotada por I'(x), x € Dr CR. A fun¢do gama
pode ser utilizada na resolugdo de equagdes diferenciais ordindrias pelo método de

expansdo em séries de poténcias ou pelo método de Frobenius.

A funcdo gama foi inicialmente concebida por Euler como uma generaliza¢do
continua do fatorial de nimeros naturais: n!, para n € IN. A ideia de Euler era encon-
trar uma fungdo I' que satisfizesse I'(1) = 1 e também satisfizesse a equagado funcional

I'(x+1) = xI'(x) para todo x real positivo. Depois de varias tentativas Euler concluiu

(+a) (+3) ]

que a fungdo
1 (o]

satisfazia as condi¢des desejadas.  Euler estudou diversas propriedades da
funcdo definida em (7). Uma dessas propriedades identificadas por Euler foi o fato

que I'(x) pode ser escrita na forma de uma integral
I(x) = / Plemt gy, )
0

Vamos iniciar o nosso tratamento da func¢do gama definindo-a por (8).

Defini¢ao 5.1 Para a« > 1 definimos a fungédo
['(a) = / e ¥ x*ldx
0

que é chamada de fun¢do Gama.
Vamos verificar que esta integral imprépria é convergente.

1
Considere a fungdo g(x) = — para x > 1. Temos,

= 2
—xxoc—l ) xoc—l—l
lim > = lim =0
X—00 X x—oo X

Logo, dado ¢ > 0 existe K = K(¢) tal que

0<e *x¥l<ex?, para x > K.
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(o] (e°]
Como a integral imprépria — dx é convergente, entdo e *x*1dx é conver-
K X2 K
gente. Portanto, para « > 1, temos que

I'(a) = / e *x* ldx < oo
0

1
Agora, para 0 < a < 1, temos que a integral improépria / x* Ly é convergente.
0

Como 0 < e * <1 para todo x > 0, temos pelo Critério da Comparacdo que a integral
1
improépria / e  *x*"ldx é convergente (com 0 < a < 1). Logo, podemos definir a
0
funcdo Gama para todo « > 0 considerando como a soma

00 1 o]
I'(a) = / e “x" ldx = / e “x* ldx + / e “x* ldx.
0 0 1
Temos que, para todo a > 0,
I(a+1)=al(a). 9)

De fato,
Fa+1) = / e ¥ xe =1 gy = / e “x"dx.
0 0

Agora, usando integragdo por partes, obtemos

t t
/e_xx”‘dxz—t“e_t-i—(x/e_xx”‘_ldx,
0 0

e entdo
00 t 00
/ e  *x*dx = lim e_xx"‘dx:tx/ e *x* ldx = al(a),
0 t—o0 JO 0
pois lim t*e”! = 0 para todo « € R.
—0

Portanto, T'(a +1) = aT(a), se « > 0.

Com isso, temos

(1)
T2)=T(1+1)=1T(1) =1
I(3)=T@2+1)=2TQ2)=2=2!
[(4)=T(3+1)=3T@3)=6=23l
T(5)=T(4+1) =4T(4) =24 = 4



INTEGRAIS IMPROPRIAS 26

e por indugdo obtemos I'(n + 1) = n! para n € N.
Vamos verificar agora que I'(1/2) = /7.

De fato, temos que I'(1/2) = / e~ *x~ /2 dx. Usando a mudanca de variével x = 12,
0

obtemos
r(1/2)= = Oooe—xx—l/zdx
_ o [T
/0 e du
Com isso e usando (9) obtemos
r(3/2)=r(1/2+1) = %F(l/Z) = g,
r5/2)=r(2+1/2)=r3/2+1) = %F(S/Z) = %;
[(7/2)=T(3+1/2)=T(5/2+1) = ;F(5/2) = 15;3/%,
!

I’(n~|—1> _ 1.3....(271—1)\/E_ (Zn).ﬁ, HeN.

2 2n ~ 4np!
Agora, observe que para x > 0, temos
I'(x) = /0 Yot In(e) dt,
I (x) = /O T et (In(h) 2 dt.
Logo, I'"'(x) > 0 para x > 0. Portanto, I' ¢ uma fung¢do convexa em Ry = {x€R:
x > 0}.
Vamos agora fazer a extensdo da fungdo I' para x <0.

Para x > 0, usando que I'(x + 1) = xT'(x), obtemos

IFx+n)=(x+n—-1)(x+n—-2)..(x+1)xT(x),

e entdo podemos escrever

I(x) = : I'(x+n)

x+n—1)(x+n—-2)..(x+1)x

(10)

Como I'(x + n) estd definida para x +n > 0, entdo (10) prolonga I'(x) na regido

x > —n, exceto nos pontos x = —k (k = 0,1,...,n — 1). Usando (10), obtemos para
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X> —n

IF(x+1+n)
(x+n)(x+n—1)..(x+1)
(x+n)'(x+n)
(x+n)(x+n—1)..(x+1)
I'(x+n)
(x+n—-1)..(x+1)

= xT(x).

I'(x+1) =

Com isso, podemos calcular a fungdo gama para valores negativos nao inteiros. Por

r 1
exemplo, usando que I'(x) = %, temos

I(-1/2) = —2T(1/2) = —2y/7,
4ym

r(-3/2) = —gr(—3/2+ 1) = — %r(—l/z) = 2T

Definigao 5.2 Para x > 0 e y > 0, a funcdo Beta de Euler é definida por

B(x,y) = /01 Pl — Y, (11)

Se x >1 ey >1, esta integral é propria (ou uma integral definida), masse 0 < x <1
ou 0 <y <1, a integral é impropria.
E possivel provar que

() I(y) W)

B(x,y) = Taty)

Exemplo 5.3 Aplicando a mudanca de varidvel t = u/" meRen > 0)na integral

1 1 ;
t,
b =
e usando (12), obtemos

1
1—u

/1 W11 — )12 gy
0

ul/"=vgy

S
S|

11 ;
P o=
| =

B(1/n,1/2)

(1/n)T(1/2)

r(1/n+1/2)
['(1/n)

I['((n+2)/2n)

—

[l JINPIIR,I|E

3
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Por exemplo, se n = 2/3, temos

1 1 3 r3/2) 3m
/ Aan TV T
Agora, para n = 1/2, obtemos
1 1 r'(2) 4 8
——dx =2 —— =2ynl.— = —.
/0 Ji—vx Vrs2) =2V =

Exemplo 5.4 Para x > 0 e y > 0, fazendo a mudanca de variavel ¢t = (senu)? em (11)

obtemos

/2
B(x,y) =2 / (senu)* L(cosu)®~1du. (13)
0

1
Com isso, para x = n + 5 (nelN) ey =1/2, obtemos (usando (12))

n/2 1 11
2n _ = .
/0 (senu)™du = 2B(n—l—z,z)
1
1 F(n+§)F(1/2)

2T(n+1/2+1/2)

ﬁf(ﬂ + %)
2 T(n+1)
135.2n—-1)

246..2n) 2

189

/2
_ 10 7, _
Por exemplo, (com n = 5), /0 (sen(x))"dx = 15ag "

De forma andloga, obtemos que

/2
/ (senx)**1dx = \/2E L'(n + ;) =1 ;;6(2(2:1_)1)
0 r(n+§) e eee n

Também temos, para p e g inteiros ndo negativos (usando (13))

/OH/Z(COS(G))ZP1(Sen(9))2q1d9 - 3800

LI (p)I(g)
2T(p+q)
l(p—l)!(q_l)!
2 (prg-1t

/2
Por exemplo, com p =5 e g = 6, temos / (cos(x))?(sen(x))H dx = ——.
0
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6. Sugestao de Atividades

(1) Determine se cada integral imprépria é convergente ou divergente.
Ln(x)
(@) | —=
0 Vx
o0 2
(b) / X2
1

x2+1
0 [,

dx

X

L In(x)
(d) /O S dx
(2) Determine os valores de p para que a integral impropria seja convergente.

(a) /On/z sen(x)
0

xP
/2 cos(x)
(c) / xPe ™ dx
0

m/2 gen(x)
D[ gy ™

(3) Determine os valores de p,q € R para que sejam convergentes as seguintes integrais

improprias.
1
(a) / xP (1 —x)Tdx
0

o xP
(b) /1 Sk

o[ iy,

1 (1 — xZ)p

(d) /1 (1—x)P(1 +x)7dx

-1
Respostas (1) (a) convergente, (b)divergente, (c) absolutamente convergente,
(d) convergente.
@@p<2,bpr<l,(@p>-1d -1<p<2
(3) (a) convergente se p,q > —1, (b) convergente se —1 < p <29 —1,

(c) convergente se p — g < 1, (d) convergente se p,q < 1.
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RESUMO: O teorema de Dini apresenta condigdes para que uma
sequéncia (f,) de fungdes continuas que converge pontualmente para
f continua, também convirja uniformemente para a mesma f.
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1. Introducao

Para o estudante de Calculo, a convergéncia de fungoes, surge
quando estudamos polinomios de Taylor, sequéncias e séries de fungoes.
Nessa ocasiao é muito comum os estudantes utilizarem o que conhecem
de convergencia de sequéncias numéricas para deduzirem resultados,
muitas vezes erroneos, sobre convergéncia de fungoes. Um dos resul-
tados mais esclarecedores a esse respeito é o Teorema de Dini, esse
teorema deixa bem claro que nao se pode confundir a convergéncia
pontual com a convergéncia uniforme de funcoes.

2. Enunciado

Nesta secao vamos apresentar a demonsrtragaodo Teorema de Dini.
E uma demonstracao simples e bastante utilizada, facilmente encon-
trada em livros de Calculo ou introducao a Anélise. O estudante pode

* Publicado em 14-12-2017.
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ignorar, em uma primeira leitura, os detalhes da demonstracao do te-
orema. Mas deve empenhar-se em entender os diferentes conceitos
envolvidos, tais como, convergéncia pontual e convergéncia uniforme.
Deve também valorizar as hipoteses, sem as quais nao se obtém a im-
plicacao.

Teorema 2.1 (Dini). Seja K C R um conjunto compacto nao vazio
e seja f, : K — R uma sequéncia de func¢oes continuas que converge
pontualmente para a fun¢do continua f: K — R. Se a sequéncia (f,)
¢ mondtona, entao a sequéncia (f,) converge uniformente para f.

Lembramos que uma sequéncia monétona de fungoes (f,,) pode ser:
1. nao-decrescente se — f,,11(x) > fu(z),Vr € K,Vn € N;
2. nao-crescente se — f,11(x) < fu(x),Vox € K,¥n € N.

Demonstracao: Para fixar as ideias, suponha que a sequéncia
(fn) seja nao-decrescente: f,1(z) > fu(z),Vo € K,¥n € N. O caso
em que a sequéncia (f,) seja nao-crescente pode ser tratado de modo
analogo.

Como (f,,) é ndo-decrescente temos que

fo(z) < flz) < f(x),Vz € K,¥n,m € Nyn < m. (1)

Como f e as funcoes f, sao continuas com dominio compacto K, segue
que todas sao uniformemente continuas. Assim, para e > 0 dado temos:

(i) existe > 0 tal que

zy €K |lx—y|l<d=|[f(x) - fly)| <e

(ii) usando a continuidade uniforme de f,, para cada n € N, existe
0, > 0 tal que

v,y € K |lv —y| <dp = |ful2) = fuly)| <e

(iii) como (f,) converge pontualmente para f, para cada z € K existe
n(z) € N tal que

neNn>n(x)=|f.(zx)— f(z)| <e
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(iv) Para cada x € K, definimos

dn = min{5, 5n(x)} > 0.

(v) Como K é compacto e (x —d,,z+9,), em que z € K, forma uma
cobertura aberta de K, e dela podemos extrair uma subcobertura
finita. Seja

(; —(5%,,93]- +(5xj),j =1,2,3,...,k,
essa cobertura.

(vi) Defina,
ng = max{n,;,j=1,2,...,k}

Segue de (i), (ii) e (iii) que vale a seguinte implicagao:
re KineNn>n(z),ye K, |ly—z| <o, = |fuly) — f(y)] < 3e.
De fato,

faly) = fW) = fly

3e.

Portanto, paran > ng tem-se que dado y € K existe j € {1,2,...,k}
tal que y € (z;—0;, 7;+0,,); comon > ng > n(w;), vale a propriedade

reKneNn>n(z)ye K |ly—z| <d.=|fuly) — fy)] < 3¢,

com x = x;, obtemos que | f,(y) — f(y)| < 3e. Como € > 0 é arbitrario,
seque que (f,,) converge uniformemente para f. O
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3. Exemplos

A sequéncia de fungbes continuas dada por fo(z) = 1, fi(z) =
V..o fulx) = /x fuo1(z), definida no compacto [0, 1].
Notemos que a sequéncia de fungdes ( f,,) pode ser dada por f,(z) =
257, Como a sequéncia a, = 22;1 =1- 2% é crescente e
lim,, o a, = 1, segue que lim,_,, f,(z) = x = f(x). Logo, (f,)
converge pontualmente para f.

, . ~ "1 , N
Além disso, as fungoes f,(x) = ™2 sao continuas e a sequéncia
¢ decrescente.

Pelo teorema de Dini a sequéncia (f,) converge uniformemente
para f.

A sequéncia f,(x) = 2",z € (0,1) é sequéncia de fungoes continuas
que decresce pontualmente para a funcao nula f. Mas a con-
vergéncia nao pode ser uniforme. De fato, se f,(z) — f(x), entao
gn(z) = fu(x) — f(x) é sequéncia continua que converve pontu-
almente para zero e terfamos necessariamente que sup{g,(z),z €
(0,1)} = 0. Mas sup{z",0 <z < 1} = 1.

Nesse exemplo, uma das hipoteses do Teorema de Dini foi propo-
sitalmente ignorada: o dominio K nao é compacto.

Referéncias
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1. Introducao

Quando o professor de matematica inicia um conceito em sua aula,
¢ muito comum surgir a pergunta de um de seus alunos: “Onde vamos
aplicar esse conceito? Muitas vezes precisamos de tantos pré-requisitos
para fazer uma aplicagdo, mesmo em um caso bem particular, mas a
emocao de poder fazé-la é inexplicavel.

Se sabemos resolver sistemas lineares, Boldrini (ver [?]) nos apre-
senta exemplos aplicados em balanceamento de reagoes quimicas e em
circuito elétrico. Por outro lado, se sabemos os conceitos de operadores
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invertiveis, podemos calcular algumas integrais para um caso particu-
lar. O método que descreveremos foi apresentado por David Poole (ver
7).

Quanto a organizagao desse material, temos o seguinte: na Secao 2
recordamos um pouco dos assuntos estudados em Algebra Linear que
serao importantes; na Secao 3 teremos a resposta para o objetivo desse
material; finalizamos com Secao 4 deixando exercicios para que o leitor
aplique a técnica as outras situacoes.

2. Algebra Linear: Breves definicoes e resultados

Nesta sec¢ao, os conjuntos U e V' serdo sempre espagos vetoriais (ver
[?]) sobre R. Apenas apresentaremos as defini¢oes que nos serao uteis
no desenvolver da técnica.

Iniciaremos com as defini¢oes sobre os espacos vetoriais.

Consideremos subconjunto S = {uy,---,u,} C V. Indicaremos
por [S] o seguinte subconjunto de V' construido a partir de S:

[S] = {anwr + -+ + anup|ag, -+ an, € RE.
Observagao 2.1. [S] € subespaco vetorial de V.

Definigao 2.1. O subespago [S] é chamado subespaco vetorial ge-
rado por S.

Cada elemento de [S] é chamado combinagao linear de uy, - - - , u,.
Definigao 2.2. Seja S = {uy,--- ,u,} C V. Consideremos a equagdio
oauy + -+ apu, = 0. (1)

O conjunto S diz-se linearmente independente, caso a equagdio (1),
admite apenas a solucao trivial, oy = -+ - = a,, = 0.

Se existem solugoes a; # 0, diz-se que o conjunto S € linearmente
dependente.

Definigao 2.3. Um conjunto S = {uy,--- ,u,} CV € uma base do'V
se

(I) S € linearmente independente;
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(1) V =[S].

Definicao 2.4. Se V' possui uma base com n wvetores, entao V tem
dimensao n e denotamos dimV' = n.

Agora, passaremos a rever as defini¢oes com transformacoes linea-
res.

Definicao 2.5. Uma aplicacao F' : U — V ¢é chamada transformacao
linear de U em V se, e somente se,

(a) F(uy +ug) = F(uy) + F(uz),Yui,ug € V;
(b) F(au) = aF(u),Ya€ReVueU.

Quando U = V| uma transformacao linear F' : U — V é chamada
de operador linear.

Para aplicarmos os resultados de Algebra Linear, precisamos ter
uma aplicacao que é uma transformagcao linear. Sendo assim, a seguir,
veremos uma proposicao que nos garantira que o operador diferencial
D : P,(R) — P,(R) definido por

D(p(t)) = p'(t),
para todo polinomio p(t) € P,(R), é um operador linear.
Proposicao 2.1. Mostre que D é um operador linear.
Demonstracao. Sejam p(t),q(t) € P,(R) e a € R. Desta forma,
D(p(t) +4q(t)) = (p(t) +aq(t))
p(t) + ()
= D(p(t)) + D(q(?));

além disso,

D(ap(t)) = (ap(t))

Portanto, D é um operador linear. O
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Indicaremos por L(U, V') o conjunto das transformagoes lineares de
Uem V. Se U =1V, o conjunto dos operadores lineares de U sera
denotado por L(U).

Como vamos precisar da matriz associada a transformacao linear,
apresentaremos os passos de como obté-la.

Suponhamos que § = {uy, ug, - ,up}tef = {v, v, -+, v} sejam
bases de U e V, respectivamente. Dado u € U, podemos escrevé-lo
como

21
T2
U = T1Uy + ToUs + -+ - F TpUy, = [u)p = : (2)
xn
e como T'(u) € V, entéo
Y1
Y2
T(u) =y1v1 +y2va+ -+ ymvm = [T(W)]p = | . |- (3)
Ym

Como T'(u;) € W, 1 < j < n, entéo

ayj

Qg

T(uj) = onjor + g0y + -+ + Qmjvm = [T(u;)]p =
Oémj

Entao, a partir de algumas contas obtemos em forma matricial

Y1 o131 Q12 o Qan T
Y2 Qg1 Qa2 -+ Qg Ta

Ym Om1 Om2 " Oyp T,



INTEGRAL NA RETA COM ALGEBRA LINEAR 38

desta forma, se escrevemos

Ty, o= |t
= [[T(w)lp [T(u)ls -+ [T(un)ls]
temos
[T (u)] = [T]5[v]5. (4)

A matriz [T]g, ¢ chamada matriz de T em relacao as 8 e 3. Note que
a ordem da matriz [T]g, é dimU x dim V.

Exemplo 2.1. Seja D : P3(R) — Py(R) a transformagao D(p(t)) =
p'(t). Sejam 8= {1,x,2% 23} e B/ = {1,z,2%} sejam bases de P3(R)
e P»(R), respectivamente.

- B
(a) Encontre a matriz [D]ﬁ/.

Note que
e D(1)=0=0-1+40-2+0-2%
e D(z)=1=1-1+0-2+0- 2%
e D(z*)=2x=0-14+2-2+0- 2%
e D(z*)=322=0-14+0-2+3- 2%
ou seja,
0100
(D], = [0 0 20
000 3

(b) Usando o item (a), calcule D(5—x —22%) e D(a+bx + cx® +dz?).
Neste item, queremos aplicar a equagdo (4).

Inicialmente, temos que
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> a
3 —1 2 3 b
[b—x—2x°p = 0 ela+br+ ca® +da’|s = o
-2 d
Logo,
DG—2—23y = [DLIG—o—27);
0100 _51 -1
= 10 0 2 0 0l = 0
0003 | [-6
e
[D(a + bx + cx® + dx*)]y = [D}g, [a + bz + ca® + dz®)s
010 0]} b
= (0 0 20 ol = 2c
000 3 d 3d

Portanto, D(5—1—22%)=—-1-1+0-2+(—6) -2 = -1 —62° ¢
D(a+bx+cx®>+dx®) =b-1+42c-x+ 3d-2* = b+ 2cx + 3dz?.

Observacgao 2.2. O exemplo anterior, tem como objetivo calcular a
deriwada de um polinomio usando matriz de uma transformacao linear.
Claramente, se utilizamos as regras de derivagcao obtemos o desejado.

O préximo exemplo terd como proposta: trabalhar com um opera-
dor linear.

Exemplo 2.2. Seja D o espaco vetorial de todas as fungoes derivaveis.
Considere o subespaco W de & dado por W = (€32, ze3®, x2e3?].

(a) Mostre que 3 = {e3%, xe3®, 22e3%} € linearmente independente.

Sejam ay,ag, a3 € R tais que

@163 + apreazr?e’® =0, Vo € R.



(b)

(c)

(d)
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3x

Como e>* nunca se anula para qualquer valor real para x, entao

ar + aor 4+ azz? =0, Vo € R.

Sabendo que a equacao acima vale para todo numero real x; em par-
ticular, vale para os sequintes valores de x: 0,-1,1. Sendo assim,
teremos um sistema homogéneo de trés equacgoes e trés incognitas
que apresenta a unica solucao oy = as = ag = 0. Portanto, § €
linearmente independente.

Mostre que o operador diferencial D(p(x)) = p/(x) aplica W em
wW.
Seja p(x) € W, sendo assim p(z) = ae3® + bxe3® + cx?e3®. Entao,

D(p(z)) = (ae® + bwe®* + ca®e®)

(3a + b)e*™ + (3b+ 2¢)ze® + (3c)z’e®.

Como D(p(z)) € uma combinacao linear dos elementos de que ge-
ram W, entio D(p(x)) € W.
Encontre [D]g.

Do item (a), jd temos que D(ae®* + bxe3” + cx?e®) = (3a+0b)e* +
(3b + 2¢)xe3® + (3c)x?e®”, logo

3 1 0
[D(e™)]s = |0, [D(e™)]s = |3] e [D(ae™)]s = |2];
0 0 3
i1sto €,
310
D] = |0 3 2
00 3

Calcule D(5e3* + 2ze3 — x?e°®) indiretamente usando (a).

Note que
[D(5e* + 22¢* — 2%e)]5 = [D]}[5e™ + 226> — 2%,
310 g 17
= Jo3 2| [ %] =4]:
00 3 -3
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entao D(5€3® + 2xe®” — 12e®") = 17e3 + 4dxed™ — 3z2e.
Agora recordaremos algumas propriedades dos operadores.

(I) Se T é invertivel e T~! é seu inverso, entdo

ToT ' '=T'oT =1.

(II) T é invertivel se, e somente se, ker(T") = {0}

(IIT) Se T é invertivel e 8 ¢ uma base de V, entao T-!' : V — V ¢
linear e

Note que T' é invertivel se, e somente se, det[T]z # 0.

3. Integracao com o operador inverso

Quando damos inicio ao estudo de integrais, o comeco do desenvol-
vimento da teoria é pensar em primitivas/antiderivadas e percebemos
que a integral é “o caminho inverso” da derivada. Sendo assim, se
temos que o operador linear diferencial D(p(x)) = p/(x) é invertivel,
entao podemos dizer que

Evidentemente, sabemos que deveria aparece uma constante; por outro
lado, como estamos com operadores, sabemos que o operador linear
(transformagao linear) associa o vetor nulo ao vetor nulo. Por isso
neste caso, a constante é nula.

A seguir, veremos como calcular a integral utilizando o operador
linear inverso.

Exemplo 3.1. Seja Do espaco vetorial de todas as fungoes derivdveis.
Considere o subespagco W de & dado por W = (€37 xe3® x%e3]. Sejam
operador diferencial T'(p(x)) = p'(z) em W e 8 = {e*, xe 2%} a
base de W.
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(a) Mostre que D é invertivel.

Vimos no Exemplo 2.2 que

310
D] = |0 3 2
00 3

Observe que det <[D]g> = 27 # 0, entao D é um operador in-
vertivel e

1 2
3 9 271
CRARN.
00 3
(b) Calcule /1:263”“" dx.
Veja que
0
[2%e**]; = |0
1
Entao,
|:/l'263$d37:|62[D_I(JZQ@SI)}B _ [D—l]g[m2€3x]ﬁ
50 | [0 [=
= 10 5 =5 |0 = |=5];
00 3] 1 3
2 2 1
portanto, /x2e3x dr = ﬁe?’x — §x63x + §$2€3x

Observacao 3.1. Veremos como € calculada a integral /mze?’m dx

usando as ferramentas do Calculo. Usando a integracdo por partes,
sejam

u=1?>= du=2xdx

3x
dv=e*dr = v = 5.
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Entao,

3z 3z 3z 2
/xQe?’x dr = :EQe— — /er— dr = a:2€— — —/xe?’x dzx.
3 3 3 3

Para calcular [ xe® dx, mais uma vez vamos utilizar a integragdao
por partes. Sejam

U=z = du=dzx
3z

dv:e3‘”dx:>v:%.

Logo,

3z 3z 3z 3z
e e e e
/l‘€3md$=$?— —dx:x——?—l—q;

3 3

onde ¢ € uma constante. Desta forma,

3z 2
/:1:263”” de = SBQ% - g/xe?’x dx

1 2 6333 6333
= gt -2 {x— - —+ 01}

3 31 3 9
1 2 2

— §x2631_§x€3x+§€3x+c
2 2 1

= 2—763“3 - §xe3x + 5[526390 +c.

4. Sugestoes de atividades

1. Seja 9 o espaco vetorial de todas as funcoes derivaveis. Consi-
dere o subespaco W de & dado por W = [sin(z), cos(z)]. Sejam
operador diferencial T'(p(x)) = p'(z) em W e § = {sin(x), cos(x)}
a base de W.

(a) Mostre que f = {sin(z),cos(z)} é linearmente indepen-
dente.

(b) Mostre que o operador diferencial D(p(z)) = p/(x) aplica W
em W.

(c¢) Encontre [D]g.
(d) Calcule D(3sin(z) — 5cos(x)) indiretamente usando (a).



INTEGRAL NA RETA COM ALGEBRA LINEAR 44

(e) Mostre que D ¢ invertivel e determine [Dfl]g.

(f) Calcule /sin(x) — 3cos(x) dx.

. Seja Do espaco vetorial de todas as fungoes derivaveis. Con-
sidere o subespaco W de & dado por W = [e** e %"]. Sejam
operador diferencial T(p(z)) = p/(z) em W e 8 = {€**,e7%*} a
base de W.

(a) Mostre que 3 = {€**,¢72*} é linearmente independente.

(b) Mostre que o operador diferencial D(p(z)) = p/(x) aplica W
em W.

(c¢) Encontre [D]g.
(d) Calcule D(e** — 3¢72*) indiretamente usando (a).

(e) Mostre que D é invertivel e determine [D‘l]g.

f) Calcule [ 5e % dx.
(

. Seja 9D o espaco vetorial de todas as funcoes derivéveis. Consi-
dere o subespaco W de & dado por W = [¢%*, ¢** sin(z), €** cos(z)].
Sejam operador diferencial T'(p(x)) = p/(x) em W e

B = {e**, e*sin(x), e cos(x)}
a base de W.
(a) Mostre que 3 = {e**,e**sin(x), e*® cos(r)} é linearmente
independente.

(b) Mostre que o operador diferencial D(p(z)) = p'(z) aplica W
em W.

(c¢) Encontre [D]g.

(d) Calcule D(3e**+2¢** sin(z)—e** cos(z)) indiretamente usando
(a).

(e) Mostre que D é invertivel e determine [D_l]g.

(f) Calcule / —2e** sin(x) + €** cos(x) dx.
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4. Seja D o espaco vetorial de todas as funcoes derivéveis. Consi-
dere o subespaco W de & dado por W = [sin(x), cos(z), z sin(x), z cos(x)].
Sejam operador diferencial T'(p(z)) = p/(x) em W e

B = {sin(x), cos(x), x sin(x), x cos(x)}
a base de W.
(a) Mostre que g = {sin(x), cos(z), zsin(z), z cos(z)} ¢é linear-

mente independente.

(b) Mostre que o operador diferencial D(p(z)) = p/(x) aplica W
em W.

(¢) Encontre [D]g.
(d) Calcule D(cos(x) + 2z cos(x)) indiretamente usando (a).

(e) Mostre que D é invertivel e determine [D_l]g.

(f) Calcule /a: sin(z) + x cos(x) dx.
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4 Logaritmo natural 61

1. O surgimento dos logaritmos

Hoje, com os recursos tecnolégicos que temos, nos pa-
rece estranho imaginar que realizar operagdes de multiplicagdo, di-
visdo, potenciacdo e radiciagdo tenha sido algo extremamente difi-
cil. Esse avango ocorreu no final do século XVI, na Europa, quando
o desenvolvimento da astronomia e da navegacdo exigiram célcu-
los aritméticos muito complexos para os padrdes da época. Naquele
periodo desenvolver um método que oferecesse mais agilidade nes-
sas operacoes era essencial. O avango da Matematica se deu princi-
palmente em funcdo do crescimento politico, econdmico e social da
época. Vérios estudiosos se empenharam em facilitar esses cdlculos,
e com resultados satisfatorios, e se destacaram alguns deles, John
Napier(1550 - 1617) e Jost Burgi (1552 - 1632) que, independente-
mente, publicaram tabelas que ficaram conhecidas como tdbuas de

logaritmos.

John Napier era um rico lorde escocés. Era tedlogo e escre-
veu um livro para provar que o papa de sua época era o Anti-Cristo,
baseado no Apocalipse de Sdo Jodo. Ele estudava matematica por
lazer e dedicou anos as suas tdbuas de logaritmos e em 1614 sentiu-
se encorajado a publicé-las, intitulando-as de “Mirifi Logarithmo-
rum Canonis Descriptio”. A palavra logaritmo foi inventada por
Napier a partir das palavras gregas logos que significa razdo e arit-
mos signifca nimero, mas o simbolo log, abreviacdo de logarithm, é

atribuida ao astronomo Kepler.

O método de Napier se baseou na associacdo dos termos



DEFINIGAO GEOMETRICA DE LOGARITMOS 48
da progressdo geométrica, al, a?, a3, 4%, ... , 4", .. , aos termos da

progressdo aritmética 1, 2,3, 4, ... , n, ... .

Henry Briggs (1561 - 1631), era professor de matematica e
tomou conhecimento das tdbuas de logaritmos de Napier. Henry
em visita a Napier, no castelo de Merchiston, em Edinburgo na Es-
cOcia, discutiram sobre a utilidade de se construir uma tédbua de
base 10. Essa nova tdbua foi publicada por Briggs apds a morte de
Napier. Uma tadbua de logaritmos consiste, essencialmente, de duas
colunas, onde cada ntimero da coluna da esquerda corresponde a
um numero a direita, na mesma linha, que foi denominado seu lo-
garitmo. E interessante que com essa tdbua podemos multiplicar
dois ntiimeros utilizando-se apenas da soma de outros dois. Basta
somarmos seus logaritmos e, com o resultado, procurarmos na co-
luna da esquerda o valor 14 indicado, esse é o valor procurado.
A construcdo inicial da possibilidade de se fazer reduc¢des de uma
multiplicacdo em uma adi¢do ocorreu mediante a comparac¢do dos
termos de uma progressao aritmética com os termos de uma pro-
gressdo geométrica. Observemos, por exemplo, na tabela abaixo,
uma progressdo geométrica de razdo 2 e uma progressao aritmética

de razao 2.

214|816 |32 |64 | 128|256 | 512 | 1024
4 | 516 | 7 8 9 10

Para obtermos o resultado da multiplicacdo de 8 por 64,
basta somarmos 3 e 6, correspondentes a eles na progressdo arit-
mética, entdo teremos 512 que corresponde a 9. Neste caso, o fato
desta tdbua permitir calcular, somente, produtos da forma 2", com

n inteiro positivo, a torna insuficiente para muitos calculos. Mesmo
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que troquemos a base 2 por outra, com ntimero inteiro positivo ar-

britario, ainda seria insuficiente.

2. Definicdo de logaritmo

Defini¢ao 2.1. Dado um niimero real a > 0 e a # 1 chamamos logaritmo

de um niimero b > 0 na base a, o niimero y tal que
a’y =b.

O niimero a é chamado de base do logaritmo, b é o logaritmando e y o

logaritmo. Escrevemos,

y =log, b.

A seguir, apontamos as propriedades operatérias de loga-
ritmos, assumindo que a,b,c > 0 e a # 1. A primeira propriedade

é conhecida como propriedade fundamental dos logaritmos.

Teorema 2.2. Sejam a, b, c niimeros reais positivos e a # 1. Entdo, as

seguintes propriedades valem:

(P1) log,(b.c) =log, b+log, c;
(P>) log, (g) =log, b —log, c;
(P3) log,(b") = nlog, b.

Demonstra¢do: Demonstraremos a propriedade (P;). Sejam log, b =
x elog, ¢ =y. Entdo, a* = b e a¥ = c. Assim, bc = a*-a¥ = a*V.
Logo, log, b.c = log, a*™Y = x +y, como queriamos demonstrar.

De forma andloga, mostra-se as demais propriedades. O
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Exemplo 2.3. Sejam x, y e z nimeros reais positivos cujos logarit-

mos numa dada base k sdo niimeros primos positivos satisfazendo

log, (xy) =49 e log, (g) = 44.

Entao, log, (xyz) é divisivel por 13.

Pela propriedade (P;) do Teorema 2.2, temos
log;, x +log, v = 49.

Entdo, existem duas possibilidades para essa soma. Vejamos a se-

guir.

Primeiro caso: log, x = 2 e log;, y = 47. Isto se deve ao fato
de que se log; y fosse um nimero primo impar e diferente de 47,

entdo log, x seria par diferente de 2 e ndo seria primo.

Segundo caso: log, x = 47 e log, y = 2. Basta trocar os

papéis de x e y do primeiro caso.

Agora, usando (P,), segue que log, x —log, z = 44, ou
seja, log, x = log, z + 44, o que exclui a possibilidade de log, x =
2. Logo log, x = 47, log, v = 2 e log, z = 3. Concluimos, pela
propriedade (P;), que log, (xyz) = log;, x +1log, v +log, z = 47 +

2+ 3 = 52 que por sua vez é um mdultiplo de 13.

Agora, definimos o logaritmo como uma funcéo real. Para

tanto, denotamos por R o intervalo (0, +00).

Definicao 2.4. Um sistema de logaritmos ou fungio logaritmica é uma

fungdo L : Ry — R tal que

(a) L é crescente, ou seja, se x < y, entdo L(x) < L(y);
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(b) L(x-y) = L(x) + L(y), para quaisquer x e y reais positivos.

Em geral, define-se logaritmo, como a fun¢do L : Ry — R
tal que L(x) = y se, e somente se, @Y = x. Assim, chamamos de
base de um sistema de logaritmos L, ao namero 4 tal que L(a) = 1.

Esta definicdo tem alguns inconvenientes.

(v') A definicdo de fungdo logaritmica ndo permite apresentar, es-
pontaneamente, o ntimero ¢ como uma base especial que se
distingue naturalmente das demais, e aparece artificialmente
na defini¢do tradicional. Os logaritmos de base ¢ surgem na-

turalmente com a definicdo geométrica.

(v') Existe a dificuldade de se estabelecer certas desigualdades
fundamentais, por exemplo, L(1 + x) < x (vélida para loga-

ritmos de base e).

3. Definicao geométrica de logaritmo

A definicdo geométrica de logaritmo depende apenas
do conceito de drea de uma figura plana. Em 1647, isto ndo era
tdo simples assim. Nessa época a igreja permitiu que a obra do
padre jesuita Gregory Saint Vicent (1584 — 1667), que j4 havia sido
completada muitos anos antes, fosse publicada. Ele foi o primeiro a
reconhecer a estreita relacdo entre a drea de uma faixa de hiperbdle
e os logaritmos, embora ele ndo tenha concretizado essa identifica-
¢do. Um pouco depois, em 1660, Isaac Newton também reconheceu
essa relagdo. Suas observagdes, segundo [2], mostraram que a con-

cepcdo geométrica de uma funcdo logaritmica é muito antiga.
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Iremos definir o que chamamos logaritmos naturais. Inicial-
mente, faremos referéncia a respeito da drea de uma faixa de hipér-
bole.

: 1 .
Consideremos a fungdo f(x) = L com x > 0, indicamos

por H a parte do grafico de f que associa a cada ntimero de seu

dominio o nimero —. Entdo, H é o subconjunto do plano no qual
x

1 ) .
seus elementos sdo os pontos da forma (x, ;), x > 0. Simbolica-

mente,

]H:{(x,y);x>0<:>y:%}.

Graficamente, H estd no primeiro quadrante e xy = 1 representa

um ramo, a parte positiva da hipérbole. Veja Figura 1.

Sejam a,b € R. Representamos por H! a regido do plano

limitada pelas retas verticais x = a e x = b e pela hipérbole é y = —.
x

Portanto, a faixa H: é o conjunto de todos os pontos (x,y) do plano

que satisfazem as desigualdades a < x <be0 <y < =

Figura 1:
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Para que possamos definir a nogdo geométrica de loga-
ritmo, precisamos obter a drea da faixa ]I—IZ, a qual denotamos por
A (IHZ ). Para tanto, usaremos aproximagdes por retangulos inferi-
ores e trapézios inscritos. No primeiro método, para um ntmero fi-
nito de intervalos justapostos, decompomos o intervalo [a, b]. Entéo,
nessa decomposicdo, temos 1 subintervalos na forma [a;, 4;,1]|, com
a; < ajy1. Construimos retangulos com altura f (a;11) = 1/a;41.
Os vértices desses retangulos tocardo a hipérbole nos pontos com
coordenadas (a;11,1/a;,1). Por conveniéncia, chamamos cada um
desses retangulos como inscritos na faixa 1[—12 e terd area Ag, ainda, a
juncgdo de tais retangulos ird constituir o que indicaremos poligono
retangular inscrito na faixa HS. A soma das areas desses retangu-
los nos fornece uma aproximagio por falta, para a 4rea da faixa JHZ,

representada na Figura 2.
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0 ay=a ay ay az a,=b X

Figura 2:

Exemplo 3.1. Vamos obter a drea da faixa H} usando o processo de
aproximagdes por retdngulos inferiores. Denotamos esse valor por
A(HY).

Fagamos a decomposicado do intervalo [1,4] em subinterva-

3 5
los de mesma medida através das retas x = 5 xX=2,x= 5 x=23

7 , . .
ex=g. Assim, obtemos um poligono retangular cuja drea é obtida

pela soma das dreas dos retangulos. Assim,

Fao 12,1112 11 12 11 111
R=23722725"723 72724 37456 78 T
Pelo fato dos lados superiores dos retangulos apresentados na Fi-

gura 3 ficarem abaixo do gréfico da hipérbole, podemos concluir
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que
Y Ar =1,219 < A(HY).

Nl W
N o1

Figura 3: Area de Hf por falta.

Usando o GeoGebra versdo 4.2, podemos comprovar tais
cdlculos. A seguir, detalhamos os passos utilizados por esse soft-

ware.

1
Consideremos a func¢do y = p definida em um intervalo
(0,k], com k > 4. Aqui por questdo de uma boa representacio gra-

fica, usaremos o intervalo (0,6]. Para tal procedemos da seguinte
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forma.

Digitamos na caixa de entrada funcdo e, entdo, ird aparecer
Funcdo[<Fungdo>, <Valor de x Inicial>,<Valor de x Final>],

entdo redigitamos Fungdo[1/x,0, 6] e damos um enter. Entdo, apa-
recerd a parte da hipérbole. Agora digitamos, na caixa de entrada,
SomaDeRiemannInferior, aparecerd SomaDeRiemannInferior[<Fun¢do>,<Valor
de x Inicial>,<Valor de x Final>,<Ntumero de Retangulos>], redigi-
tamos SomaDeRiemannInferior|[f, 1,4, 6] e, novamente, damos um
enter. Na parte superior do lado esquerdo, aparecerd o valor da
soma das dreas desses seis retangulos. Comparamos, com trés ca-

sas decimais o resultado obtido anteriormente e esse. Veja Figura
4.
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3 GeoGebra SRACEl X

Arquivo Edilar Exibir Disposiges Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

[ [
s o= | Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

Janela de Algebra ela de Visualizagao EEE)

Objetos Livres y
=i Objetos Dependentes
i3 Ag=1218

)f(x):%

over @

18 (@.024,1.58)

Entrada s @

B o =9 N i

Figura 4: Area de H} usando o GeoGebra.

Agora, indicamos o segundo método de aproximagao para
o célculo da 4rea da faixa H}, o método de aproximagio por trapé-

zios inscritos na faixa da hipérbole.

Consideremos os trapézios de altura 4,1 — a; e bases me-

1
dindo f(a;11) = " e f(a;) = o Vemos que a area de cada um
1 1
1

1 1
desses trapézios At é calculada por Ar = = ( + —> (a1 —

2 \aip1 4

, 1 [a; a;

a;). Assim, At = 5 :rl - ).
i i+1

. : o 1
Esses trapézios tém vértices na hipérbole f(x) = - Como

essa hipérbole tem concavidade para cima, temos que esses trapé-
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zios sdo secantes a ela, pois existem pontos acima de f que estdo
contidos nos trapézios e ainda, dois de seus vértices fazem parte da
hipérbole. A reunido desses trapézios formam um poligono tape-
zoidal cuja soma da area de todos esses trapézios gera uma aproxi-

magio por excesso da faixa H2. Entao,

ZAT>A<]HZ>.

0 ap = a ay as as

Figura 5: Area de H? por excesso.

2.

E interessante usarmos as aproximacgodes obtidas pelos tra-

;
a,=1>b
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pézios, ja que os lados dos trapézios se aproximam mais da hipér-

bole IH do que as bases superiores dos retangulos inscritos.

Exemplo 3.2. Consideremos a faixa H. Vamos obter o valor da

area da faixa H] por excesso utilizando o GeoGebra.

Fagamos a decomposi¢do do intevalo [1,4], no eixo x, atra-

3 7 .
vésdasretasx = =, x =2, x = =, x = 3 e x = =, obtemos seis
2 2 2
trapézios que se aproximam da 4rea da faixa Hj.

Figura 6: Area de H{ por excesso.
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Observemos que a base dos trapézios estdo sobre as retas
le,x:—,x:2,x:—,x:3,x:§ex:4. Desta forma,

2 2
obtemos

Lar =

L SN
VR

—

+

W
~

+

2 1 1 2 1 /2 1
LA L2 L (2 D) s
Logo,
Y Ar < A(HY).
Pelos célculos aqui realizados e pelo Exemplo 3.1, conclui-
mos que

Y Ar < A(H}) < X Ar,
ou seja, 1,219 < A (H}) < 1,405.

Com o uso do GeoGebra, podemos verificar o que acaba-
mos de fazer. Para isto, sigam as seguintes instru¢des. Construa a
fungdo y = ! em um intervalo (0,k], com k > 4, como ja fizemos,
iremos usar o intervalo (0,6]. Agora, digite na caixa de entrada

SomaTrapezoidal e, entdo, ird aparecer

SomaTrapezoidal[<Fungdo>,<Valor de x Inicial>,<Valor de x

Final>,<Numero de Trapézios>|,

entdo redigite SomaTrapezoidal[%,O, 4,6] e dé um enter. Na parte
superior do lado esquerdo da tela do GeoGebra ira aparecer o re-

sultado da soma das dreas dos seis trapézios. Comparemos, com
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trés casas decimais, o resultado obtido anteriormente a esse, atra-

vés da Figura 7.

3 faixa hiperbolicaZ.ggb. SRACEl X
Arquivo Edilar Exibir Disposiges Opgiies Ferramentas Janela Ajuda
A . 1 @ ') 4 K Mover D
] - ! . AR
Janela de Algebra EE[x] [Janela de Visualizagio EEE)
Objetos Livres y
=1 Objetos Dependentes
i@ A =1405 4
1
5 flx) ==
x
as
a
28
2
15
1
05
o
1 o8 o s 1 15 H 25 3 as 4 45 s ss
05
Entrada s @

Bl o S22 O] S

Figura 7: Area de ]I—I‘l1 por trapézios.

4. Logaritmo natural
Definimos, a seguir, o logaritmo natural a partir da area de
uma faixa de hipérbole y = —, com x > 0.
x

Defini¢ao 4.1. Seja x € R. Chamamos logaritmo natural de x, e deno-

tamos por In x, o valor atribuido a drea da faixa H7.
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Desta defini¢do, vem que
A(Hj) =Inx, paratodo x > 0.
Para 0 < x < 1, convencionamos A (H}) = —A (HL). Ob-
servemos que
(1) Inx > 0, para x > 1, pois Inx = A (H}) > 0.
(2) Inx <0, para0 < x < 1, pois Inx = A (H}) < 0.

(3) In1 = 0, pois H] reduz-se a um segmento de reta, e A (H}) =
0.

(4) Inx ndo esta definido para x < 0.
Exemplo 4.2. Obteremos um valor aproximado para In 2.

Pela Defini¢do 4.1, In2 = A (H?). Para uma aproximagao,
dividiremos o intervalo [1,2] em dez partes iguais, que estdo lista-
dos na tabela a seguir, juntamente com os valores de p quando x

assume valores limites de cada uma das divisdes.

x |1 11 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9

1/x 1109090833 |0,769 | 0,714 | 0,666 | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526

0,500

Usando aproximagdes por retangulos inferiores, formamos

dez retangulos com base medindo 0,1 e altura —. Assim,
X

A (JH%) = 0,1.(0,909 4 0,833 + 0,769 + 0,714 + 0,666 + 0,625 +
+ 0,588+ 0,555 + 0,526 -+ 0,500)
= 0,6685.
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Logo, o valor aproximado de In2 é 0,6685. Evidentemente, se usar-
mos a soma trapezoidal para uma divisdo em mais partes iguais do
intervalo [1,2], temos mais proximo de In2. Faremos isso com o

uso do GeoGebra.

Vamos construir, com a ajuda do GeoGebra a fungdo y = %,
para x € (0,k], com k > 2. Digite na caixa de entrada Fungéo[1/x, 0, 5],
esse dltimo valor indica até onde ird o intervalo de contrugdo da
fungdo, dando um enter ird aparecer a fungdo que ja estdvamos tra-
balhando. Entdo, fagamos um controle deslizante, de nome n, va-
riando de 1 a 300 (ou mais) e incremento 0,1. Entdo, fazemos a soma
trapezoidal para o valor de A (IH?). Digitamos SomaTrapezoidal[f, 1,2, 1]
e dé um enter. Aparecera a regido que estamos querendo e, fazendo
n percorrer o intervalo estipulado para ele, teremos na parte supe-

rior esquerda da tela o valor aproximado de In2. Veja Figura 8.
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7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Disposighes Opgies Feramentas Janela Ajuda
A 4 s £ . : a= Cont
[y [ R (5 (o] (] [2 N D) = R e
Janela de Algebra [E [Janela de Visuali
Objetos Livr y
5 =300
=1 Objetos Dependentes s
5 a-05693147875
) Hx) =
x
Entrada L
= = F
= FEPEEIL IEIEAEL S EE &

Figura 8: In2 usando GeoGebra.

Teorema 4.3. A fungio In : Ry — R é logaritmica.

Demonstracdo: Para que Inx seja uma fungdo logaritmica, ela
deve satisfazer duas propriedades: In(x.y) = Inx +Iny e, tam-
bém, deve ser uma fungao crescente. Primeiramente, sabemos que
A (HY) = A (HY%), para k € Ry. Entdo, A (Hy’) = A(H]). In-
dependentemente da posi¢do dos pontos 1, x e xy sobre o eixo das
abscissas, vale

A () = A (H) + A (HY).

Por definicao, A (H}”) =In(xy), A (H}) =Inxe A (H]) =

Iny. Entdo, In (xy) = Inx + Iny. Agora, para provarmos que Inx é
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crescente, sejam x,y € R, com x < y. E facil ver que existe a > 1

tal que y = ax. Entao,
Iny =In(ax) =Ina+Inx.

Como a > 1, temos Ina > 0, logo Iny > Inx, como queriamos de-

monstrar. O

Existem varios assuntos interessantes sobre o tema Logarit-
mos que poderiam ser explorados. Nossa intencdo era que o aluno
conhecesse a definicdo geométrica de logaritmos e a visualizasse
utilizando o GeoGebra. Esperamos que esse objetivo seja alcangado
com o auxilio deste trabalho. Para mais detalhes, indicamos as re-

feréncias [1] e [2].
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1. Introducao

2

Uma superficie parametrizada é uma funcdo ¢ de classe C!
tendo por dominio uma regido simples D (do tipo I ou do tipo
II).

Uma superficie é a imagem M de uma superficie parametrizada

c: D —R
(4,0) = ((x(,0), y(1,0), (,0))

satisfazendo:

e 0 é de classe C!
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e o é injetora no interior de D e se gq; pertence ao interior de D

e g2 € dD, entdo
o(q1) # 0(q2)-

e N, = 0, X 0y (vetor normal a M) nao se anula no interior de
D.

Aqui, 0, X 0, denota o produto vetorial das derivadas parciais
0, e 0y da funcdo o.
Uma tal funcdo o é chamada de uma parametrizagdo de M.

Seja o uma parametrizagdo de M e po = o(qo) tal que N, () # 0. O
plano tangente a M em um ponto pg € o plano que passa por pg e
tem N; ;) como vetor normal. O plano tangente de uma superficie
S no ponto p € S é denotado por Tj(S).
Exemplos

a) Seja f : D — R uma fungio de classe C'. O gréfico de f é
uma superficie M. Afirmamos que

c: D —>R
(v y) = (vy f(xy))

¢ uma parametrizagdo para M.
De fato, notemos facilmente que ¢ é de classe C! e injetora sobre
D; além disso,

Ny = 0x X 0y = (—fx, —fy, 1) # 0.

b) Seja f : D — R uma funcdo de classe C! dada por f(x,y) =
Vx2+y2, onde D = {(x,y) € R%x?>+y? < 4}. O seu gréfico é
uma superficie parametrizada por

c: D —R®
(x,y) = (Y2 +?),
como vimos em a).

Uma parametrizagdo alternativa para M pode ser:

c: D SR
(r,0) > (rcos6,rsen6,r),

onde D' = [0,2] x [0,271].
Aqui vemos que

0y = (cosf,sen 0,1)

g = (—rsen 0,7 cos6,0).
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Assim, N = (—rsen 0,rcos6,r) # 0.
Vamos resumir:

Coordenadas Retangulares: Podemos olhar o gréfico de z =
f(x,y), onde f é uma funcéo C! definida sobre um dominio D,como
uma superficie parametrizada com parametros x e y. Basta tomar

x=x, y=ye z=f(x,y)

Coordenadas Polares: Do mesmo modo podemos olhar uma
superficie dada em coordenadas cilindricas como z = g(r,0), como
uma superficie parametrizada. Basta definir

x =rcos(@), y=rsen (0), z=g(r,0).

Coordenadas Esféricas: Também podemos olhar uma superficie
dada em coordendas esféricas p = h(¢,6) como uma superficie pa-
rametrizada com parametros ¢ e 6. Basta definir

x = h(¢,0)sen (¢)cos(0),

y = h(¢,0)sen (¢)sen (0),
z = h(¢,0) cos(¢).
TORO: O toro é exemplo de uma superficie de revolucao. E
a superficie obtida pela revolugdo de um circulo em torno de uma

reta que ndo o intersecta. Por exemplo, o circulo no plano xz de
centro (b,0,0) e raio a com a < b dado por

(x —b)? + 22 = a?
girando em torno do eixo z tem a seguinte parametriza¢do
x =rcos(f) = (b+acos(¢)) cos(0)
y =rsen () = (b+ acos(¢))sen (6)

z = asen (¢)

Veja a secdo §4 para mais informagdes sobre as superficies de
revolugao.
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Figura 1: Toro

2. Primeira Forma Quadratica

O produto interno do R® O S induz em cada plano tangente
T,(S) de uma superficie parametrizada S um produto interno, de-
notado por (.,.)p. Se w; e wy pertencem a Ty(S), entdo (wy, w2),
é igual a (w;,wp) no R3. A primeira forma fundamental I, é a
aplicacdo que a cada vetor w do plano tangente T, (S) da superficie
S associa o ntimero real (w,w),. Se ¢ é uma parametrizacdo para
S, entdo podemos escrever I, em termos dos vetores tangentes oy, e
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0y: 0s coeficientes sdo dados por

E:Uu'au
G:UU'O-'U
F:Uu'av

Calcule os coeficientes da primeira forma fundamental nos casos
anteriores:

Clique aqui para ver o caso da superficie dada em coordenadas
retangulares,

Clique aqui para ver a superficie em coordenadas polares, e

Clique aqui para ver a superficie em coordenadas esféricas,

e também nos seguintes casos:

[a] Parametrizacdo do Plano: Sejam w; e wy vetores ortonor-
mais, entao
X(u,v) = po + uwi + vwy,

onde (u,v) € R x R, é uma parametriza¢do do plano.
@ Parametrizacdo do Cilindro: O cilindro x* + y? = 1, é parame-

trizado por
X(u,v) = (cosu,sen u,v)

onde (u,v) € [0,27] x R.

Figura 2: Cilindro

@ Parametrizacdo do Elipséide: O elipséide

2 2 2
x* Yyt oz
St ta=1

tem a seguinte parametrizacao

X(u,v) = (asen u cos v, bsen usen v, ccosu).
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Figura 3: Elipsoide.

[e] Parametriza¢do do Paraboléide: O paraboléide

tem a seguinte parametrizacdo

X(u,v) = (aucos v, busen v, uz)

Figura 4: Paraboldide.

[e] Parametrizacdo da Helicéide: A helicéide tem a seguinte
parametrizacao

X(u,v) = (vcos(u),vsen (u),2u),

u€|[-2m2njeveR.
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Figura 5: Helicéide.

[e] Parametrizagdo do Hiperboléide de duas folhas: O hiper-
boldide de duas folhas tem a seguinte parametrizagdo

X(u,v) = (cos(u) sinh(v),sen (u) sinh(v), cosh(v)),
para a parte superior e
X(u,v) = (cos(u) sinh(v),sen (u) sinh(v), — cosh(v)),

para a parte inferior. Nessa figura, v € [-2,2] e u € [—27,271].

Figura 6: Hiperboldide de duas folhas.

[e] Parametrizacdo do Hiperboléide de uma folha: O hiper-
boléide de uma folha ou simplesmente hiperbol6ide, tem a seguinte
parametrizacao

X(u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u)sen (v),sinh(u)),
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Nessa figura, u € [—2,2] e v € [0, 27].

Figura 7: Hiperboléide

3. Area de uma superficie

Seja R C S uma regido limitada de uma superficie regular con-
tida num sistema de vizinhangas coordenadas da parametrizacao

X :U C R? — S. O ntimero positivo
// 1Xy % Xolldudo = A(R), Q= X"\(R),
Q

chamamos de area de R.
Note que

1Xu % Xoll? + 1 {Xu, Xo) | = | Xull? - [ X0 1%,

de modo que

Xy x Xo|| = VEG — F2.

Assim podemos reescrever

A(R) ://Q 11X XXU\|dudv://Q VEG — F2du do.

Calcule a area da esfera de centro O e raio a > 0.
Seja ¢ a parametrizacdo da esfera

o(u,v) = (asen (u) cos(v),asen (v)sen (u),acos(u)),

onde0<u<mel <9y <2m.
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E facil obter que
0y = (—acosucosv,asen vcosu, —asen i)

0, = (—asen usen u,acosvsen u,0),

SEE AT E = az, F=0 G= a’sen 2u.
Logo,

IN| = VEG — F2 = a%sen v.
Portanto,

A(M)://D IN|| ://D\/ﬂ://ljazsen vdudv = 4ma’®.

Calcule a drea da superficie M que é o grafico da funcdo f(x,y) =

Vx2+y2 com x% +y? < 4.

Uma parametrizagdo para M é dada por
o(r,0) = (rcosf,rsen 0,r),

onde0<r<2e0<6<2m.
E facil obter que E =2,G = r? e F = 0. Segue que

A(M) = //D\/ﬁdrd() = 471V/2.

Calcule a 4rea da superficie limitada pelo plano 2x +y +z =4
e o cilindro x? + y? = 1.
Sejam D o disco x> +y?> < 1e ¢ : D — R® a parametrizagdo
dada por
o(x,y) = (x,y,4—2x —y).

Pode-se determinar que E = 5,F = 2 e G = 2. Logo,

A(M)://IDMGZA://D\/EdA:\/géreadeD:nx/g.

Calcule a édrea do toro.
clique aqui para ver a parametrizagdo do toro.
Uma parametrizagdo para o toro é dada por

(¢,0) = ((b+acos¢)cosh, (b+acosd)sen 6,asen ¢),

onde ¢, 6 € [0,271].
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Vemos que (tomando b =3ea =1),
0y = (—sen ¢ cos 6, —sen ¢ cos b, cos ¢)
09 = ((b+acos¢p)sen 6, (b+acos¢)cosb,0),
onde temos que
E=1, F=0, G= (3+cos¢)>
Logo, a drea de M é dada por

A(M) = /OM /02”,/(3+cos4>)2 — 12722,

4. Superficies de Revolucao

Uma maneira de obter uma superficie é girar um curva plana C
em torno de uma reta L no seu plano. Isto dd4 uma superficie de
revolucdo com eixo L.

Defini¢ao 1 (Superficie de Revolugao) Seja C uma curva plana e L
uma reta no mesmo plano da curva. A superficie obtida pela revolugio da
curva C em torno da reta L é chamada superficie de revolugio. A reta L é

chamada eixo e a curva C de geratriz.

A esfera pode ser gerada pela revolugdo de uma semi-circunferéncia.

Figura 8: Esfera

O cilindro circular reto é obtido pela revolugdo de uma reta C
em torno de uma reta paralela L.
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Teorema 4.1 Seja f : [a,b] — R uma fungio positiva com f' continua
em [a,b]. Se A é a drea da superficie de revolugdo obtida girando-se a

curva y = f(x) coma < x <b, em torno do eixo x, entio temos

A=or [N + 1dx (+)

Se o grifico da curva y = f(x), a < x < b, é girado em torno do eixo

A :27r/ab|x]\/[f’(x)]2+1dx.

Para deduzir (*) devemos dar uma parametrizacdo de S. Defina
a parametrizagdo por

Yy, temos

x=u, y=f(u)cosv, z= f(u)senv

onde
a<u<b 0<v<2m.

Agora usando a expressdo para a drea de uma superficie para-
metrizada obtemos que

AS) = [ [ VIFaP sen 20+ [f(u)* cos?v -+ [ ()] [f/(w) Pdo du
= [ [ If)ly1+ [ (0)Pdodu
b 21 ”
= [ [ 1+ wPdods

= o [ 1f 1+ )P

5. Integral de um campo escalar sobre uma superficie

Seja M uma superficie confeccionada com material de densidade
dada por f(x,y,z). Seja o : D — R3> D M uma parametrizagio para
M. Queremos achar a massa de M. Para isto dividimos o dominio
D em subretangulos D;. A area de o(D;) é aproximadamente

o(Di) = |[N(g:)[|A(D;),
onde g; é um ponto de D;. Segue que a massa de o(D;) é aproxi-

madamente
o(Di) =~ f(o(q:)[IN(g:) | A(D;).

Somando obtemos uma aproximagdo para a massa de M:

s

~
I
—_

f(o(qi)[IN(g:) [ A(Ds),
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que é uma soma de Riemann que converge para

| [ fle@)ING)da.

Generalizando este este exemplo definimos:

Definicdo 2 Se f é um campo escalar continuo, cujo dominio contém a

superficie M, a integral de f sobre M, indicada por

[ [ iises | o
é definida por

[ fas= [ [ re@nin@lda= [ [ fe@)VEG—Fda.

Se f (x, v, z) =1, entdo o que se obtém na integral acima coincide
com a drea da superficie.

Como exemplo, calcule a massa da esfera centrada na origem e
de raio 2 situada no primeiro octante, onde a densidade é dada por
f(x,y,2) = xyz.

Uma parametriza¢do para a esfera é dada por

o(u,v) = (2cosusen v,2sen usen v,2cosv),

T
onde u,v € [0, E]
Podemos determinar facilmente

0y, = (—2sen vsen 1,2 cosvcosu,0),

0y = (2cosvcosu,2cosvsen u, —2sen v).

Logo, obtemos
E=4—cos’o, G=4, F=0.

Portanto,

s T 14
massa(M) = /2 /2 2 (23en v cos u + 4 cos? v) V4 — cos?vdudv = 37
0o Jo

Mesmo situagdo com a helicéide dada por

o(u,v) = (vcosu,vsen u,au),
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onde u € [0,27t] e v € [0,2].
Podemos determinar facilmente

oy = (—vsen u,vcosu,2)

0y = (cosu,sen u,0)

Donde obtemos
E=4+v*, G=1 F=0

Portanto,

2t 2
massa(M) = / / V4 + v2dudo
o Jo

6. Volumes via Teorema da Divergéncia

Usualmente, no cdlculo diferencial, o volume de sélidos é cal-
culado por meio de uma integral dupla ou tripla. O Teorema da
Divergéncia fornece outra alternativa para o cédlculo do volume de
sOlidos limitados por uma superficie.

Antes de apresentar esta alternativa vamos calcular, a titulo de
exemplo, o volume do toro da maneira usual.

A superficie do toro (as vezes também chamada de Toro) é ge-
rada pela rotagdo de uma circunferéncia em torno de uma reta que
nao a intersecte.

Figura 9: Toro

Considere a circunferéncia do plano xz de centro (a,0,0) e raio
b ondea > b > 0. A rotagdo desta circunferéncia em torno do eixo
z gera um toro de equacgdo cartesiana dada por

(a—\/x2+y2)*+2* = b?



SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 79

Denotemos por T a superficie do toro e por T a regido limitada
por esta superficie, denominada toro sélido.

O toro soélido é simétrico em relacdo ao plano z = 0. Portanto
seu volume é o dobro do volume da porcdo do toro acima deste
plano. Esta regido é descrita por

0<z<\/ —\/x24+1y2)2, a-b<\/x2+y?2<a+b

O volume do toro pode ser obtido, entdo, pela seguinte integral

Vol(T) = 2 / / \/bz 2+ y2)A

onde D é a regido dada pora —b < /x> +y> < a+b.

Para facilitar o célculo da integral acima, descrevemos a regidao
D em coordenadas polares (r,6) por

D:a—-b<r<a+b, 0<0<2m

Assim

2w pa+b a+b
Vol(T)zZ/ / . \/bz—(a—r)zrdrdG:Z-ZN/ . \/b?> = (a—r)% rdr
0 a— a—

Fazendo a mudanca de varidvel u = r — a obtemos

a+b b
/ . \/bz—(a—r)zrdr:/b\/bz—uz(u+a):
o _

b b

/b\/bz—u2 udu+a/b\/b2—u2du

Fazendo a mudanga de varidvel w = b? — u? obtemos [ N p V02 —u? udu =
S ) Vwdw =0

Consultando uma tabela de integragdo encontramos

b 2 2
/b Vb2 —uldu = %\/ b2 —u? + %senl(z)]b_b _

Assim )

Vol(T) = 2- 27m% = (27ta) (mb?)

Observe que o volume do toro é equivalente ao volume de um
cilindro cuja base é o circulo de raio b e altura, o comprimento do
circulo de raio a.
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VoLUMES PELO TEOREMA DA DIvERGENCIA O Teorema da divergéncia
relaciona uma integral de superficie com uma integral tripla e pode
ser usado para obter o volume de um sélido limitado por uma su-
perficie atravez de uma integral de superficie.

Seja {i, j, k} a base candnica de R®. Um campo de vetores em
R3 ¢ dado na forma F = Ai+ Bj + Ck, onde A, B e C sdo funcgdes
definidas em um subconjunto de R3, chamado aqui de dominio do
campo F, com valores em IR®.

Seja S uma superficie contida no dominio do campo F, parame-
trizada por X(u,v), u,v € D e sejay = X, x X, o vetor normal
da parametrizacao.

A integral do campo F sobre a superficie S é definida por

/SP-dS://D<F(X(u,v)),17>dA

O teorema da divergéncia estabelece que se F é um campo de
vetores definido em um aberto contendo um sélido S limitado por
uma superficie S com uma parametrizacdo X(u,v), (u,v) € D que
orienta S positivamente, isto é, o vetor normal 7 = X, X X, aponta
para fora do sélido S, entado

//SF-dS:///S divF dV

onde o Divergente do campo F é a fungdo escalar dada por

Para mais detalhes quanto aos termos e as hipéteses deste teo-
rema, veja [1], J. Stewart, Calculo, vol II.

Observacdo: Se a parametrizagdo orienta S negativamente ( 7
aponta para dentro de S) a integral [ [g F - dS apenas troca de sinal.
Assim, qualquer que seja a orientagdo dada pela parametrizagéo,

vale a relacao
|//P-d5|:’/// dideV‘
S S

Suponha que o campo F tem divergente constante nao nulo, isto
é, divF =k # 0.
Entdo,

///SdideV:///Sde:k///SdV
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///s 4V = Vol (S)
Vol (S):%///S divEdV

Do teorema da divergéncia obtemos

Vol(S):ﬁﬂ‘//sF-dS’

A relacdo acima, que denominamos férmula de volume, mostra
que podemos obter o volume de um sélido limitado por uma su-
perficie integrando sobre ela qualquer campo com divergente cons-
tante ndo nulo.

Agora,

Assim,

Observacdo: H4 muitas escolhas para o campo F com diver-
gente constante, cada uma delas produzindo um integrando (F,7)
para a integral a ser calculada na obtenc¢do do volume.

Vamos usar esta férmula para calcular o volume do toro experi-
mentando algumas escolhas para o campo F.

Uma parametrizacdo da superficie de um toro é dada, na forma
de equagdes, por

x = (a+bcosu)cosv, y = (a+bcosu)senv, z = bsenu;
emque 0 <u, v<2m, com correspondente forma vetorial
X(u,v) = (a+ bcosu)cosvi + (a + b cosu)senvj + b senuk.

Calculemos o vetor normal desta parametrizagao:

Xy = —bsenu cosvi — bsenu senvj + b cosuk

Xy = —(a+ bcosu)senvi + (a + b cosu) cosvj + 0k

Assim, ap6s simplifica¢des, o vetor normal é dado por

7 = Xy X Xy = —b(a + bcosu)[cosu cos vi + cosu senvj + senuk]

Considere o campo F = 0i + yj + Ok.
O divergente de F é dado por divF = 1.
Aplicando a férmula de volume obtemos
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Vol(T):]//SF-dS|

Calculemos, entdo, a integral de superficie dada na férmula:

Para aplicar a definigdo da integral de supeficie precisamos dos
seguintes célculos:

F(X(u,v)) = 0i+ (a + bcosu)senvj + 0k

(F(X(u,v)),n) = —b(a + b cosu)*cosu sen’v

Assim,

2w 271
// F-dS= / / —b(a + bcosu)*cosu sen’v du dv =
S o Jo
2r 2r
—b/ senzvdv/ (a + b cosu)*cosu du
0 0

27

27 2r 2r
/ (a+bcosu)?cosu du = a / cosu du +2ab / cos?u du + b* / cos’u du.
0 0 0 0

Consultando uma tabela de integracdo encontramos,

27T ’ 27T 27T » 27T 3
/ sen“udu = 7, / cosudu =0, / cos“udu =, / cos’udu = 0.
0 0 0 0

2r
Assim, / (a + bcosu)?cosu du = 2mab.
0

O volume do toro é, entdo, dado por

Vol (T) = | — brr(2mab)| = (27ta)(mb?)

Tomemos agora o campo F = xi + yj + zk. Note que divF = 3.
Para este campo obtemos, ap6s simplificagdes,

(F(X(u,v)),n) = —ab* — (a®b + b>)cos u — ab* cos’u

Observe que, para esta escolha do campo F, o integrando F - 5
depende somente da variavel u. Assim

2t 271
// F-dS = / / [—ab® — (a®b + b®)cos u — ab® cos*u] du dv
S o Jo
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Levando em conta que f027( cosudu = 0 e que o integrando ndo
depende de v, obtemos a integral mais simples que aquela dada
pela primeira escolha do campo F.

2r 2r
// F-dS = 27r/ (—ab® — ab* cos*u) du = 271(—ab2)/ (1+ cos?u) du =
S 0 0

= 27(—ab?)(2m 4 1) = 677%(—ab?).

Aplicando a férmula de volume com k = 3 obtemos,

Vol (T) = %|6712(—ab2)| — 2720k = (27a) (71?)

Questdo: Existe um campo F para o qual o integrando (F,7) é
constante?

Exercicio: Use a formula de volume para obter o volume do
elipséide de semi eixos a, b e c com parametrizacdo dada por x =
asenucosv ,y = bsenusenv,z = ccosu, 0<u<m,0<0v<
27t.
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O Modelo de crescimento de peixes de Von Bertalanffy

Ermerson Arnaut de Toledo - DMA-UEM

RESUMO: Neste trabalho apresentamos a equagao diferencial de
Von Bertalanffy que modela o crescimento de peixes. Embora seja
uma equagao diferencial simples e com solugao explicita, a dedugao

do modelo envolve algumas dificuldades.
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1. Introducao

No estudo do crescimento de animais existem dois aspectos a serem

considerados: um deles se refere a mudangas no comprimento do corpo

* Publicado em 14-12-2017.
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e o outro estd relacionado a mudancas no peso. Assim, quando fala-
mos de crescimento animal estamos falando do comprimento a medida
que o tempo passa, ou ao crescimento no peso a medida que o tempo
passa. Numa populagao, o crescimento de um individuo é geralmente
caracterizado por uma expressao que representa o crescimento indivi-
dual de algum animal "médio”na populacao. Os peixes exibem um
tipo de crescimento conhecido como indeterminado, isto é, nao existe
um ponto de sua vida no qual o crescimento esta completo. Durante
um certo tempo de sua vida o crescimento do peixe é acompanhado
de mudanca na forma do corpo, este crescimento é conhecido como
alométrico. Apds atingir esse estagio o crescimento ocorre enquanto
que a forma do corpo se mantém relativamente constante, neste caso

dizemos que o crescimento é isométrico.

2. O Modelo de Von Bertalanffy

E um modelo bastante utilizado, pois ele se aplica a um grande
nimero de espécies animais. E devido a Ludwig Von Bertalanffy
(1938).

Antes de introduzir o modelo alguns comentéarios sobre a alimentacao
de peixes e sobre proteinas e aminoacidos sao importantes. Proteinas
sao compostos organicos formados por diversos aminoacidos, existem
diferentes tipos de proteinas caracterizadas pela proporcao e posicao
dos aminoacidos que as compoem. Os peixes possuem proteinas dis-
postas em uma grande variedade de tecidos tais como: ossos, pele,
orgaos, musculatura, etc. A proteina corporal estd constantemente
sendo reposta por dois processos: anabolismo (sintese de proteina no
organismo) e catabolismo (quebra de proteinas no organismo). O peso

de um organismo em qualquer instante depende da resultante de duas
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forgas opostas: anabolismo (sintese da proteina) e catabolismo (quebra
da proteina).

A taxa de anabolismo é considerada como sendo proporcional a
magnitude da superficie fisioloégica de reabsorcao do animal, enquanto
que a taxa de catabolismo é proporcional ao peso do corpo. O tamanho
da superficie fisiolégica de reabsorcao nao é diretamente mensuravel
mas supoe-se que seja proporcional ao quadrado de alguma dimensao
linear. O peso também é tomado como sendo proporcional ao cubo de
alguma dimensao linear.

Os processos de anabolismo e catabolismo ocorrem simultanea-
mente durante a vida de um animal, a diferenga entre eles em um
instante define a taxa na qual o peso do animal varia no instante t.
Portanto, podemos obter uma equagao diferencial que define a taxa de

variacao instantanea do peso.

dw

onde p é o coeficiente de anabolismo, 3 é o coeficiente de catabolismo,
S é o tamanho da superficie fisiolégica de reabsor¢ao e w é o peso do
corpo do peixe.

Como S e w sao proporcionais ao quadrado e cubo, respectiva-

mente, de alguma dimensao linear, entao
S = al’e w = bl®,

onde a e b sao constantes apropriadas de proporcionalidade. Substi-

tuindo essas expressoes para S e w na equacao 1, obtemos:

dw (b*) 5
@ el o @
Isto é,
5 dl 2 3
3bl*— = pal® — Bbl°. (3)

dt
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Segue que,
di_pa l (4)
dt 3 3
Esta equacao é uma equacgao diferencial ordinéria, que vamos escreve-la
na seguinte forma: p
— +kl= A 5
-+ : (5)

-8 — ba
onde k =5 e A= &
E uma equacao diferencial simples, em que utilizamos a técnica do

fator integrante para obter a solugao, explicita:

I(t) = % + Ce (6)

Supondo que o comprimento do peixe no instante to é [ = [y ,
obtemos que C' = lo—%. Substituindo esse valor na equac¢ao na equacao

6, obtemos que
A A\
[(t) = k;+ (lo— k)e : (7)

Quando t — oo observamos que [(t) — % = lo. Ou seja, o compri-
mento do peixe tende a um valor assintotico.

Portanto, podemos reescrever a equacgao 5 em termos [, e obter:
1(t) = loo + (lp — lo) €™ (8)

que é conhecida como a equacao de Von Bertalanffy para o crescimento,
em comprimento, do peixe.

Uma maneira de se estimar os valores de [, e k quando se tem uma
tabela de valores experimentais, consiste em tomar a reta y = mx +n

pela regressao linear dos valores [(t) e [(t 4+ 1), isto é,
I(t+1)=ml(t)+n, ondem=e en=1I0,1-e"). (9
Considerando que quando t — oo, [(t + 1) ~ [(t) = |, obtemos

loo = mly +n,
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isto é,

n
loo = .
1—m

Como m = e %, temos que k = —In(m)

Esse processo para o
calculo de k e de [, é atribuido a Ford-Waldorf.

3. O Modelo de Von Bertalanffy para o Peso

Como S = al? e w = bl?, para constantes apropriadas, podemos
obter que w?? = b?P1? e daf temos que

Wi

w
P=—.
b3
Logo,
o awi
=7

e assim, a equagao 1 pode ser escrita na forma

dw pa 2
i b§w3 — fw, (10)
ou seja,
d 2
d—?%—ﬁw:awﬁ, (11)
onde a = ba

2 -

3

Esta equagao diferencial é de Bernoulli (v/(z) + P(z)y = Q(z)y™).
Dividindo 11 por wg, obtemos

w_%d—w + ﬂw% = q.

dt

e~ 1
Fazendo a substituicao v = w3, temos

(12)

dv 1

_2dw

gl (13)

a 3"
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Substituindo na equacao 13, obtemos

d
Sd—;) + BU = Q.
Ou seja, p .
v o
4By == 14

que é uma equacao linear de primeira ordem em v. Novamente, utili-

zando a técnica do fator integrante, temos

v(t) ==+ Ce™ 5. (15)

w(t) = <%)3 (1 + %e—‘?)g. (16)

Quanto t = 0, o valor de w ¢ insignificante, assim podemos tomar

¢ (o)

eentéo(l—l—%):O,oquenosdéC’:—

w(0) = 0 para obter

3 Logo,

w(t) = (%)3 (1 - e—@t)B. (17)

3
Quando t cresce, isto é, t — oo obtemos que w(t) — (%) . Para

simplificar e chamando este valor de w., e k = g, obtemos
w(t) = we (1 —e*)? (18)

que nos da o peso do peixe em cada instante t.
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4. Analisando a solugao

Vamos agora fazer uma analise dessa equacao. Derivando 18 em

relagao a t, temos

dw 2
— = 3kwy (1 — e M) ek,
Derivando novamente, obtemos
d*w 2 —kt —kt —kt
F:?)kwooe (1—e )(3e —1).
Observe que Cfi—lf = 0 quando t = 0 ou quando ¢t — oo. Por outro

lado, (quéU =0set =0, quando t — oo ou quando t = @
dw

Além disso, se w # 0 entao %7 > 0, ou seja, o o peso é sempre
crescente, tendo um valor limite wq,.

Matematicamente w,, ¢ "atingido”quando ¢ — oo, mas na reali-
dade este "tempo infinito”¢é de aproximadamente 10 anos. Esta con-
tradigao pode ser minorada se, por exemplo, estabelecermos que 99

por cento do peso limite é atingido aos 10 anos.

Por outro lado, t* = @ ¢ um ponto de inflexdo da curva obtida
de 18 ¢
w(t?) = wo (1 — ™)’ ~ 0,296ws,.
O valor t* = @ ¢é o instante de maior variacao de peso do peixe,

pois % atinge o seu valor maximo em t = t*.

Em [3] foi obtido para o peixe Tilapia os seguintes dados:
w(0) =269 lp=11
Weo = 9359 a=4,723
£ =0,483

Assim,
w(t) = 0.0194 (36.36 — 25.36exp(—0.161t))° .
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Figura 1: Curva de crescimento da Tilépia.

A figura ilustra o pouco ganho de peso do peixe a partir de um

determinado instante.
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