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Teorema Do Ponto Fixo Para Contrac¢des

Bernadete Maria Suaki Branddo (DMA-UEM)
E-mail:bmsbrandao@uem.br

ResuMoO: Neste trabalho apresentamos o Teorema do Ponto Fixo
para Contracdes definidas em compactos K C R". Como aplicacado
desse resultado apresentamos o método de Newton-Raphson.

Palavras-chave: Ponto Fixo das Contracdes. Método de Newton-
Raphson. *
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1. Introducao

O Teorema do Ponto Fixo para contra¢des é um resultado bas-
tante importante da Matematica e é usado na resolucdo de diversos
problemas. Apresentaremos aqui a sua versdo no espaco R" e, em
seguida, uma aplicagdo. Optamos por esta versdo devido ao fato de
que podemos demonstré-la usando o Principio do Max/Min para
fungdes reais, que pode ser considerado de facil aceitacdo ndo exi-
gindo, nesse momento, uma demonstragdo, embora isso seja perfei-
tamente possivel.

Teorema 1.1 (Principio Max/Min). Toda fungdo real continua f : C —

R definida em um subconjunto ndo vazio, fechado e limitado C C R"

* Publicado em 14-08-2017.
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atinge seu mdximo e seu minimo em C. Isto é, existem pontos xg e x1 € C
tais que f(xg) < f(x) < f(x1),Vx € C.

Antes de apresentarmos o Teorema do Ponto Fixo vamos lem-
brar algumas defini¢des importantes.

Defini¢ao 1.1. Seja C C R" um conjunto nio vazio. Uma aplicagio
T : C — R"™ é uma contragio se existe uma constante k, com 0 < k < 1
tal que

I T(x) =T(y) <kl x—yl,vxyeCCR"

Caso seja necessario destacar o valor de k podemos dizer que T
é uma k-contragao.

Definicao 1.2. Um ponto fixo de uma aplicagio T é um ponto x*, que
pertence tanto ao dominio quanto ao contradominio de T, para o qual tem-

se T(x*) = x*.
2. O Teorema do Ponto Fixo

Teorema 2.1 (Teorema do Ponto Fixo para Contragdes). Seja C um
subconjunto ndo vazio, fechado e limitado do R" e T : C — C uma k-

contragio. Entdo, T possui um iinico ponto fixo em C.

Demonstra¢do: Consideremos a fungdo real f : C — R dada por

flx) =[x =T(x) ||

Observe que f é uma funcdo real e que todo zero de f é um
ponto fixo de T em C. Uma vez que T é uma k-contragdo, usando a
desigualdade triangular, podemos mostrar que

f)=fWI<O+k) [x=yl-

Dessa forma, f é Lipschitziana e, portanto, é continua em C. Como
C é um subconjunto fechado e limitado do R" , o principio do
Min/Max garante a existéncia de x* € C tal que

f(x*) < f(x) VxeC.
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Como T(x*) € C temos, em particular, que f(x*) < f(T(x*)).
Além disso,

f(T(x) =[] T(x) = T(T(x)) [< k[ x=T(x) ||

Logo,
f(T(x)) <kf(x),Vx € C.

Assim,
fG7) < fF(T(T)) < kf(x7).
Mas como f(x*) > 0ek < 1, entdo f(x*) = 0. Ou seja, x* é uma
raiz de f, sendo também um ponto fixo de T.
Para garantir a unicidade desse ponto fixo suponha que xg e x;
sejam pontos fixos de T. Nesse caso,

%0 = x1 [[=[l T(xo) = T(x1) [< k[ x0 = x1 |
e, novamente, como k < 1 temos || xg — x1 ||= 0 o que significa que
Xg = Xq. O

3. Aplicacao: método de Newton-Raphson

Uma aplicacdo bastante interessante do Teorema do Ponto Fixo é
o problema de determinar raizes para uma equacao do tipo g(x) =
0.

Sabemos que, embora pareca um problema simples, somente
em situagdes muito especificas, que seriam tipos muito especiais
para a funcdo g, é que se pode resolver tal equacdo de forma exata.
Usando o resultado do teorema podemos estabelecer um método
geral para encontrar aproximagdes para os valores procurados. Va-
mos formalizar o problema.

Considere uma funcao real definida e continua em um intervalo
aberto (a,b) C R, ¢ : (a,b) — R, tal que se possa garantir que g
possui uma unica raiz em (a,b). Isto é, existe um tnico x* € (a,b)
tal que g(x*) = 0.

Um método para determinar uma aproximagdo para x* consiste
em encontrar uma fungdo auxiliar A, que ndo se anule em algum
intervalo fechado I C (a,b), no qual a funcéo

flx) = x—A(x) - g(x)
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seja uma contracdo de I sobre I.

De fato, isso resolve o problema, pois sendo f|; : I — [ uma
k-contracdo e I C (a,b) um intervalo fechado e limitado, o Teo-
rema do Ponto Fixo para Contra¢des garante que f possui um tinico
ponto fixo em I.

Denotemos por x* esse ponto fixo. Observe que como f(x*) =
x* temos que

xf=x"— A(x*) - g(x")
= A(x*)-g(x™) =0.
E como A ndo se anula em I podemos concluir que deve ocorrer
g(x*) = 0. Ou seja, esse ponto fixo de f é a solugdo procurada da
equacéo g(x) = 0.

Além disso, considere um ponto arbitrdrio xop € I e vamos gerar

uma sequéncia, usando a fungdo f, da seguinte forma:

Xn = f(xp-1), n>1.

Toda sequéncia gerada por f dessa forma serd convergente e seu
limite serd x*. Vamos demonstrar esta afirma¢do mostrando que
|xy, —x*| = 0. Usando o fato de que f é uma k-contragdo temos:

(1) = &7 = [f(x01) = f(x7)]
klan—1 —x*| = k|f(xn—2) = f(x7)]
K x, 0 —x*| < ... <K' xg — xF|.

|xn — %7

IA A

Ou seja,
|y — x| < K"|xg — x|

Como 0 < k < 1 temos que lim,_,o k" = 0 e dai |x, — x*| — 0.

Consequentemente, podemos usar algum termo de uma sequén-
cia gerada como acima para aproximar o valor de x*, que é a solu-
¢do procurada para a equagdo g(x) = 0.

Além disso, podemos escolher o termo da sequéncia de forma
que a aproximacdo seja satisfatéria dentro de nossos propositos, isto
é, estabelecida uma tolerancia ¢ > 0 pode-se determinar o indice 1y
de modo de |x,, — x| <.
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Para vermos como se faz esta escolha vamos definir no inter-
valo I uma fungdo auxiliar, andloga a usada na demonstracdo do
teorema do ponto fixo, da seguinte forma:

h(x) = |x - f(x)].

Observe que, se x € I e x* é o ponto fixo de f, e lembrando que
f é uma k-contracdo, entdo:

v = x| < o= )]+ [f(x) = fF(x)] < h(x) +klx — x7].

Logo, para todo x € I,
=] < h(x)
—1-k '
Em particular,

N 1
|x, — x*] < 1% (xp)-

Mas h(f(x)) = |f(x) - f(f())] < klx = f(x)] = kh(x), Vx € L

Donde segue que:

h(xa) = h(f(xuo1) < h(x)
<

IN
=
N
=
—~
=
T
N
~—r

Entdo,

—x*| < h(xp).
[t = x°| < T h(x0)
Basta entdo, escolher 1y de forma que

o
1—k

h(xp) < e

para termos que x,, aproxima adequadamente a solucdo da equa-
¢do g(x) =0.

Esse método aqui apresentado é a justificativa para a eficién-
cia de uma conhecida técnica de aproximagdo de zeros de fungdes
reais, que é o Método de Newton (ou Newton-Raphson), o qual

propde que se use a funcdo auxiliar A(x) = -1, que obviamente

8'(x)’
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s6 pode ser utilizado sob certas condicdes sobre a fungdo g. Vamos
colocar o problema e as condi¢des necessdrias para a garantia de
convergéncia do método.

Queremos resolver a equagdo

g(x)=0

quando g : [4,b] — R é uma fungdo continua com um tnico zero
x* € (a,b). Suponha ainda que as fungdes g’ e ¢” sejam continuas
em (a,b) e que ¢'(x) #0, Vx € (a,b).

Se considerarmos a fun¢do auxiliar A(x) = ﬁ temos que
A(x) # 0, Vx € (a,b). Vamos mostrar que, nesse caso, existe
um intervalo fechado I* C (a,b), com x* € I*, tal que a fungdo

definida por

é uma contracao de I* em [*.
Ora, f assim definida é continua e diferenciavel em (a,b) e

() g()
f @) =" gmr

Sendo entdo, f' uma fun¢do continua em (a,b) com f'(x*) = 0.
Logo, para qualquer k € R,k > 0, existe um 6 > 0 tal que |f'(x)| <
k, VxeI*=[x*—6x*+4]Clab].

Sendo k < 1, usando o Teorema do Valor Médio para derivadas,
podemos garantir que Vx,y € I* existe § € [* tal que

f(x) = fW =1 @)x —yl.

Dai, temos que

f(x) = fW)] <klx—yl, Vxyel.

Ou seja, f é uma k-contracdo em [*.
Para garantir que f leva I* em I*, tomemos x € [*. Entdo,
|x — x*| <4, logo

[f(x) = [ = [f(x) = f(x)| < klx = "] <kx — x| < [x =27 <6
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Portanto,
|f(x) —x*| < d= f(x) eI
Assim, temos que, se A(x) = ﬁ, entdo existe 6 > 0 tal que
,se I* = [x* —4,x" 4+ 6] a fungdo f(x) = x — A(x) - g(x) é uma
k-contracdo de I* em I*. Pela discussao feita anteriormente temos
demonstrado o seguinte resultado.

Teorema 3.1 (Método de Newton-Raphson). Se a equagio g(x) = 0
tem wma inica raiz x* em um intervalo aberto | no qual g’ e §" sdo
continuas e §' ndo se anula, entdo | contém um intervalo fechado I* tal

que:
(i) x* € I".
(i) a raiz x* é o limite de toda sequéncia gerada por

Xpe1 = f(xn), n2>0
tal que xo € I*.
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Um espago métrico incompleto

Alyssa de Oliveira Costa - DMA - UEM

ResuMoO: O objetivo deste texto é apresentar um exemplo de es-
pago métrico incompleto diferente de Q. Para tanto, definiremos al-
guns conceitos prévios necessarios para nossa melhor compreenséo.
Indicamos a referéncia [1], para o leitor que queira se aprofundar

mais sobre espacos métricos.

Palavras-chave: Espaco Métrico Completo, Sequéncias de Cauchy,

Convergéncia. *

Sumadrio
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1. Introducao

Os espagos métricos estudados em Anélise Funcional vao além
de conjuntos envolvendo ntimeros reais, com frequéncia encontra-
mos conjuntos mais gerais, como, por exemplo, o conjunto de todas
as sequéncias convergentes de nliimeros reais ou o conjunto todas
as sequéncias convergentes de niimeros complexos, o conjunto de
todas as fungdes a valores reais continuas e definidas em um inter-
valo fechado, entre outros. A métrica nesses conjuntos é definida de

forma que satisfaga algumas propriedades, que iremos definir logo

* Publicado em 14-08-2017.

8 ©]Jeepema


www.dma.uem.br/kit/jeepema

UM ESPAGCO METRICO INCOMPLETO 9

abaixo. Podemos construir, entdo, vdrios espacos métricos com mé-
tricas diferentes e, assim, podemos investigar quando eles sdo com-

pletos ou incompletos.

Defini¢ao 1.1. Um espago métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto
ndo vazio e d é uma fungio definida em X x X que satisfaz, para todos

x,Y,z € X, as sequintes propriedades

(M1) d(x,y) é um valor real, finito e nio negativo;

(M2) d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;

(M3) d(x,y) = d(y, x);

M4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdade Triangular).
A fungdo d é chamada métrica em X.

Para simplificarmos, escreveremos X para indicar (X, d). Tam-

bém, indicaremos por IN o conjunto dos ntimeros naturais, ou seja,
N=1{1,23,...}.

O conjunto dos ntimeros reais é denotado por R.

A seguir, vejamos alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 1.2. Consideremos em R a métrica usual d : R x R — R

dada por
d(x,y) =[x —yl,

para quaisquer nameros x,y € R. O conjunto dos niimeros reais R

€ um espaco métrico.
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Exemplo 1.3. O espaco euclidiano R”, onde cada ponto x € R" é
da forma x = (xq,... x,), com x; € R, dotado da métrica definida

por
d(x,y) = max |x; — y;|

1<i<n

¢ um espaco métrico.

Para encontrar as demontra¢des dos exemplos acima e conhecer
mais exemplos de espagos métricos, veja [1] ou [2].

Antes de falarmos em um espago métrico incompleto, precisa-
mos entender o que é um espago métrico completo e, para isso, é

primordial a defini¢do de sequéncia de Cauchy.

7z

Defini¢do 1.4. Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico X = (X, d) é
dita convergente se existe um x € X tal que

lim d(x,,x) =0.

n—oo

O elemento x é chamado limite de (x,) em X.

Conhecendo a Defini¢do 1.4, agora podemos definir sequéncia
de Cauchy.

Defini¢ao 1.5. Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico X é dita
sequéncia de Cauchy em X, se para todo € > 0 existe um N € IN tal
que

d(xXm, xn) <€, paratodo m,n > N.

Com essas defini¢des, podemos entender o conceito de espaco

métrico completo.

Defini¢do 1.6. Um espaco métrico (X, d) é dito completo se toda sequén-
cia de Cauchy em X converge em X, ou seja, o limite de uma sequéncia de

Cauchy em X é um elemento de X.
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Exemplo 1.7. Nem toda sequéncia de Cauchy em X é convergente
em X. De fato, consideremos o espaco métrico (Q, d), com a métrica
usual dada por d(x,y) = |x — y|, onde x,y € Q.

Consideremos a sequéncia (x,) gerada por xop = 1 e x,11 =

N(x;),n > 0,onde N(x) = x;;l Note que os primeiros elementos

dessa sequéncia sdo:
(1,1.5,1.416666666,1.414215686,1.414213562,, .. .).

Essa sequéncia foi construida por meio do método de Newton-
Raphson

(veja em http:/ /www.dma.uem.br/kit/) e, assim, é facil ver que a
sequéncia € convergente para V2e, portanto, é de Cauchy. Como
a sequéncia (x,) converge para um numero irracional, segue que

(Q,d) ndo é um espago métrico completo.

Exemplo 1.8. Consideremos o conjunto C|a, b] constituido pelas fun-
¢Oes a valores reais definidas em um intervalo fechado [a, b] e con-

tinuas. Em C[a, b], defina
d(f,8) = max |f(t) — g(t)[, 1)
te(a,b]

onde f,¢ € Cla,b]. O espago C[a,b] dotado dessa métrica é um
espago métrico completo. Para mais detalhes e conhecer outros
exemplos, veja [1].

2. Espago métrico incompleto

Existem varios exemplos de espacos métricos completos, por
exemplo, o espago euclidiano R", o espago dos ntimeros comple-

x0s, 0 espago das fungdes continuas com a métrica definida por (1),
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entre outros. Pela Defini¢do 1.6, para um espago métrico ser incom-
pleto devemos exibir uma sequéncia de Cauchy contida no espaco
X que convirja para um certo elemento que nao pertenca a X. No
Exemplo 1.7, vimos que o conjunto dos niimeros racionais ndo é
um espago métrico completo.

Neste trabalho, destacamos um exemplo de espago métrico in-

completo, como segue abaixo.

Exemplo 2.1. Consideremos o espago métrico (X,d), onde X =

C [0, 1], com a seguinte métrica

a(f.9) = [ 1F(6) - g(0)la,

onde f,g € X. Vamos provar que o espago (X,d) é incompleto.

Incialmente, mostraremos que a fungdo d é uma métrica em X.
Sejam f,geh € X, vamos verificar que as propriedades (M1) — (M4)
da Definicdo 1.1 estdo satisfeitas. Para tanto, utilizaremos as propri-
edades de médulo de um ntmero real e de fungdes continuas, por
exemplo, sabemos que a soma de duas fun¢des continuas definidas
em [0, 1] é uma fungdo continua e integrével em [0, 1].

E facil ver que a propriedade (M1) é valida, pois
|f(t) —g(t)] >0, paratodo *te€R.

Entao,

/|f ()] dt > 0.

Sejam f, ¢ € X. Para mostrarmos a propriedade (M2), primei-

ramente, verificaremos que, se d(f,g) = 0, entdo f = g. De

d(f,8) = /!f (t)[dt =0,
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segue que |f(t) — g(t)] = 0 (identicamente nula). Caso contrério,
terfamos |f(t) — g(t)| = c(t) > 0, com c(t) > 0 em pelo menos
algum ponto ty. Pela continuidade de c, teriamos c(t) > 0 em

alguma vizinhanga de tp. E assim,

/ F(1) — g(b)] dt = /Olc(t)dt>0.

Reciprocamente, se tivermos f = g, entdo

[ 150 - sttt = [ 156) - fio)l e =o

Logo, a propriedade (M2) esta satisfeita.

Vamos mostrar a propriedade (M3), para isso notemos que

a9 = [ 1F0-slde e dlg )= [ Ist) - f()]de

Ainda |f(#) = g(t)] = | = 1]|g(#) = f(H)| = |g(t) — f(#)|, assim, vale
(M3), como queriamos demonstrar.
S6 nos resta mostrar a propriedade (M4). Pela desigualdade

triangular (para médulos de nlimeros reais),

F(8) =8B = [f () =h(t) +1(t) = g(O)] < [f() =h(E)] +[h(t) = g ()]

Logo,

1 1
[ 1 - solar< [ 170 - mw)lae+ [ i) - g0 de

Desta maneira, vale a Desigualdade Triangular. Provamos, assim,
que valem as propriedades (M1) — (M4). Portanto, (X,d) é um es-
pago métrico.

Mostraremos, a seguir, que (X,d) ndo é um espago métrico com-
pleto, ou seja, exibiremos uma sequéncia de Cauchy em X e mos-

traremos que ela converge para um elemento que nao esta em X.
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Para tal feito, consideremos a sequéncia de fung¢des continuas (fy),
m € IN. Cada fungéo fy, : [0,1] — [0,1] é dada por

(

0, se tE[O,%]

fu(t) =< m(t— %), se t¢& [%,am]

1, se t€ ay1],

\

onde a,, = % + %, com m € IN. Observemos a Figura 1.

Figura 1: Fungdo f,

Vamos mostrar que (f;) é uma sequéncia de Cauchy em X, ou
seja, que para todo € > 0, existe um N € N tal que d(fi, fn) <

€, paratodom,n > N.
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12 am 2

Figura 2: Fungoes f, e fy

Sem perda de generalidade, suponhamos m,n € IN com m > n.
A Figura 2 exibe os gréficos de f,; e f,. Provaremos, a seguir, que
(fm) é uma sequéncia de Cauchy em X.

Observando o tridangulo em amarelo na Figura 2, temos que para

1
e >0, existe N = % tal que, param >n > N,

AW ) = [ Vfnlt) ~ FulO)de = 5 (1 _ l) ctolce

n m

Outra maneira de mostrarmos a desigualdade acima é calculando

a integral

At = [ U0~ FaOldt = [ 1) = e+ [ 1= foo)la
_ /1am|m(t—%)—n(t—%)|dt+/azn|1—n(t—%)|dt

2

_ (m_n)/la’"(t_%)dH/HZ”\1—n(t—%)ydt.

2
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ea, =+ + 1 resolvendo a integral acima,
2

Sabendo que a,, = % + o

obtemos

A(fu fr) = (m—n)ﬁﬁm(t—%)dt-i- +1"(1_nt+g)dt

1
Logo, para ¢ > 0, existe N = % tal que, param >n > N,

Dessa forma, mostramos que a sequéncia (f,) é de Cauchy em X.

Provaremos agora que (fy) converge para uma func¢do f que
ndo pertence a X. Para isso, suponhamos que (f,;) convirja para
f € X. Entdo, d(fu, f) — 0 quando m — co. No entanto,

1
d(fm f) = /0|fm(t)—f(t)|dt
% Am 1
= /0 ]f(t)\dtjt/% yfm(t)—f(t)]dt+/am\1_f(t)’d(g)

N 1 .
Quando m — +oo, a sequéncia (a,,) converge para > assim, (2) se

torna ) :
f) 1slat + | 1= flae=o ©)

A equagdo (3) s6 tera solugdo se

3 1
Jy 1F(olae= | = pylae=o
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Desta forma, [f(t)| =0, t € [0,1] e |1 — f()| = 0, para t € [3,1].
Logo,
0, se tel0,1]
ft) =
1, se te [%, 1],
o que é uma contradigdo, pois por hipétese f € X e f ndo é continua
em [0,1]. Portanto, o espaco métrico (X,d) é um espago métrico

incompleto.
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Identificagao de Conicas e Quadricas
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ResuMo: O principal objetivo dessas notas é identificar a conica
que a equagdo quadratica

ax® + bxy +cy? +dx+ey+f =0

descreve no plano com coordenadas cartesianas (C.C.) xy. Questao
similar para a quddrica

ax? + by +cz* +dxy +exz + fyz+gx+hy +iz+j=0
no espago com C.C. xyz.
Palavras-chave: Curvas Conicas. Superficies Qudadricas*
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1. Introducao

Consideremos a curva conica que a equagdo quadrética

(C) ax® +bxy +cy? +dx+ey+ f =0

descreve no plano com coordenadas cartesianas xy e a quadrica

(Q) ax2~|—by2—|—czz+dxy+exz+fyz+gx+hy+iz+j:0
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IDENTIFICAGAO DE CONICAS E QUADRICAS 19

no espago xyz.
Usando notac¢do matricial, sejam

X:[;],A:[sz?]eK:[dey

Entdo (C) se escreve como
(C) X'AX + KX+ f =0.
Analogamente, se

a d/2 e/2
, A= |d/2 b f/2| eK=[g hi],
e/2 f/2 ¢

X
X= 1|y
z

entdo (Q) se escreve como
(Q) X'AX + KX +j=0.

De fato, no caso (C), temos

a b/2 X
X'AX =[x y] b2 c y
_ ax+ (b/2)y
=[x y] (b/2)x + cy
= ax? + bxy + cy?

KX=[d e] {;}:derey.

O caso (Q) é andlogo e fica como exercicio (dever de casa/complementar
da matéria).

Observagdes: a) Tanto em (C) como em (Q), a matriz A é qua-
drada simétrica ([A];; = [A];);

b) Os produtos matriciais X! AX e KX podem ser identificados,
respectivamente, com os produtos internos AX - X e K - X (identifi-
cando as matrizes colunas AX e X, e a matriz linha K, com vetores);

0) (Q) reduz-se a (C) tomando-se z = 0. (A interse¢do de uma
qudadrica com o plano z = 0 é uma conica.)
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2. Caso Simples

Caso em que ndo temos os “termos cruzados” xy, xz e yz. Isto
é,b=0em (C)ed=e=f=0em (Q)).

O caso mais simples de anélise da equagdo (C) ou (Q) é caso da
auséncia dos “termos cruzados”,i.e. b=0em (C)ed =e=f =0
em (Q). Notemos que isto significa exatamente que a matriz A (em
(C) ou em (Q)) é diagonal (todos os elementos fora da diagonal
principal sdo nulos)! Neste caso, vejamos que podemos identificar o
conjunto descrito por (C) ou (Q) simplesmente por completamento
de quadrados e translacdo da origem do sistema de coordenadas
cartesianas. Para explicar a andlise, consideremos (C) no caso em
que b =0,a # 0 e c # 0. Neste caso, completando os quadrados,
temos:

ax* +cy? +dx+ey+ f =0
(% + 83+ (5)%) + e + iy (£)7) — g — g + £ =0
a(x+5.)* +c(y+5)* =k

—d 2 q
ondek:=79, + 72— f;
— 5 _ d _ e
se k = 0, a equacdo reduz—se ao ponto x = —5., Y = —5,
quando a e c ttm o mesmo sinal, ou a um par de retas se cruzando
neste ponto, quando 4 e ¢ tém sinais opostos;

se k # 0, podemos escrever a equagdo acima como

a d, c e
p o) Tyt o

o que nos da um conjunto vazio se a/k < 0 e ¢/k < 0, uma hipér-

bole com “centro” em (—%, —») se a/k e c/k tém sinais opostos, e

uma elipse com “centro” em (—%, —5-)sea/k>0ec/k>0. Veja
observacdo no parédgrafo sobre ‘translacdo” abaixo.

) =1,

Exemplo:

4x2 +9y> —8x — 36y +4 =0

A2 —2x+1)+9(y? —4y+4) —4-36+4=0
4(x —1)2+9(y —2)> =36

s(x =12 +3(y-27=1
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uma elipse

Exercicios:

1) Se em (C), tivermos b = 0 ea = 0, ou, b = 0e c = 0,
mostre que a equagado (C) descreve uma parédbola, um par de retas
paralelas, uma reta ou um conjunto vazio.

2) Em (Q), se d = e = f = 0, mostre que a equacgdo pode ser
escrita como

)a(x+£)2+by+L)2+(z+L)2=ksea#0,b£0ec#0,
onde2 .
o 22
k=%+m+te—i

ii) gx +b(y+2£)2+(z+4)> =k sea=0,b#0ec#0,onde
k= Z—Z + % —j. (Temos uma equagdo similar a esta quando
[b=0,a#0ec#0]Joufc=0,a#0eb #0])

3. Caso com Mudanga de coordenadas

Mudanca de coordenadas cartesianas e eliminacdo dos “ termos
cruzados”

Um sistema de coordenadas cartesianas (C.C.) é determinado
por um ponto, chamado origem, e por um conjunto de n vetores
ortonormais (ortogonaias dois a dois e unitarios), chamados vetores
diretores; n = 2, no plano, e n = 3, no espago (tridimensional). As
coordenadas de um ponto P sdo determinadas pela relacdo

OP = xU; + yUy, no plano
OP = xU; + yUy + zUs, no espacgo
O é a origem, {Uy, Uy}, {Uy, Uy, Us} séo os vetores diretores.

Observacgio: a relagdo acima determina as coordenadas de maneira
tnica. De fato, como o0s vetores sdo ortonormais, elas sdo dadas
pelos produtos internos:

x=0P-U;, y=0P-U,, z=OP-Us.

Translagdo: dois sistemas de C.C. com mesmos vetores diretores e
origens distintas. Vejamos as rela¢des entre as coordenadas de um
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ponto P (qualquer) nos dois sistemas (um sendo a translacdo do
outro). No plano, denotando as origens por O e O’, como
00’ +O'P = OP,

se (x,y) e (¥/,y') sdo as suas coordenadas nos dois sistemas, e
(x0,10) sdo as coordenadas da origem O’ no sistema com origem
O, temos as relacoes

(x0U1 +you2) + (x’U1 + }/IUQ) = xU; +yl
(X() + X/)Ul + (]/0 + ]//)Uz = xUy + xUp

logo,
{ x = x" + xg
y=y +yo

ou, em notacdo matricial,

X =X + X,

/
ondeX:{x],X’:{x,]eXO:{xo}.
y y Yo

No espago, de forma analoga, também temos a relacdo X =
X'+ Xo,

/

X X X0
sendoX= |y |, X'=|y |eXo=| wo
z z/ 20

(ou, equivalentemente,

x = x" + xg
y=v+
z=2+4+2zy ).

Observacdo : Pelo que vimos acima, na auséncia de termos cruza-
dos, uma mudanga de coordenadas (mudanca de variaveis) dada
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por uma translagdo X = X' + X, leva (C) ou (Q) numa equagio
“candnica” (mais simples) nas variaveis (x/,y') = X’. Por exemplo,
sea#0ec#0(eb=0),tomando Xy = (—d/2a, —e/2c), temos
que nas varidveis (x,y’) a equagdo (C) se escreve como

ax? +cy’? =k,
2 2
ondek::Z—a—l—ft—f.
Eliminagao dos termos cruzados:

Para “eliminarmos” os termos cruzados, em (C) ou (Q), lem-
bramos que observamos acima que a auséncia deles significa exa-
tamente que a matriz A é diagonal (todos os elementos fora da
diagonal principal sdo nulos)! Entdo a idéia é buscar um novo sis-
tema de coordenadas cartesianas no qual eles ndo aparecem e daf,
pelo que fizemos no caso sem termos cruzados (acima), saberemos
identificar a conica ou quédrica. Com este fim, consideramos dois
sistemas de C.C. com a mesma origem O e com vetores diretores
{th, Uy} e {U],U}}, no plano, ou {Uj, Uy, Uz} e {U], U}, UL}, no
espaco. Vejamos as relagdes entre as coordenadas de um ponto P
(qualquer) nos dois sistemas. No plano, podemos escrever

U{ =aq U + b1UQ, Ué =ayU; + bU,

((aj, bj) sdo as coordenadas do vetor U]’-, j = 1,2, no sistema deter-

minado pelos vetores diretores Uy, Uy ). Entdo, se (x,y) e (¥/,y)
sdo as coordenadas do ponto P nos dois sistemas, temos as relagdes

xty +yly = oP
= XU + /U
= x’(a1U1 + b1U2) + y’(azul + szz)
= (mx' + axy)Uy + (b1x" + by Uy
logo,
x = mx + ayy
y = bix' + by
ou, em notacdo matricial,

HEIH
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ou, mais abreviadamente,

X = QX
x x’ . .
onde X = {y},X’: {y,} e Q= [ U] U] éa matriz cujas
colunas sdo as coordenadas dos vetores Uj, U} no sistema U, Uy.
No espago:
X
X=1v |,
z

Q=[u u, u;],

Observacio: QQ' = I,ie. Q é invertivel e Q = Q~!. (Uma matriz
com esta propriedade é chamada uma matriz ortogonal.)

Voltemos a equagdo (C) ou (Q), que em notagdo matricial se
escreve da mesma forma:

X'AX+KX+f=0

(f = jem (Q)). Fazendo a substituigdo X = QX' (mudando para
um novo sistema de coordenadas/ para as novas coordenadas da-
das por X’), obtemos

XMQ'AQ)X + (KQ)X' + f =0.

A questdo agora é a seguinte: Existe umamatrizQ = [ Uy U} Uj |
(ouQ = [ U} U} ], no plano) tal que Q'AQ seja uma matriz dia-
gonal? A resposta a esta questdo é positiva, devido a matriz qua-
drada A ser simétrica. Este fato serd visto no curso de Algebra
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Linear. Vejamos aqui como encontrar (calcular) os vetores U]’ . Con-

sideremos o caso do plano (no espaco é analogo). Em primeiro
lugar, notemos que

A1 O
QtAQz{Ol M}
A1 O
<¢AQ:Q{&AJ
/ / / / )\1 0
e Al W] =[] uz][o /\2}
& [Au{ ALIH:[AIU{ /\zuﬂ

= AU{ :)L1U1 e AUQ:/\ZUQ

Logo, cada elemento A; da diagonal principal da matriz diagonal
Q'AQ é uma solugdo (uma raiz) da equacio

(A—=A)U =0

para algum vetor U ndo nulo. Esta equag¢do pode ser vista como
um sistema de equagdes lineares, logo, para ela ter uma solucgao
ndo nula (ndo trivial) devemos ter

det(A—A) =0.

Cada solugdo A desta equacdo é chamada um autovalor da matriz
A. Ela é uma equagao polinomial em relacdo a A (as solugdes sao
as raizes de um polindmio). Um vez determinadas as solugdes A
desta equacdo (os autovalores de A) voltamos ao sistema de equagdes
lineares

(A-MU=0

e resolvemos o0 mesmo para obter os vetores ortonormais LI]’ . (Cada

solug¢do U ndo nula deste sistema é chamado de um autovetor da
matriz A associado ao autovalor A. Assim, a matriz Q que torna
Q' AQ uma matriz diagonal é aquela cujas colunas sdo autovetores
de A, dois a dois ortogonais e unitarios.)

Identificacdo das Conicas
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No novo sistema de coordenadas (x/,y") = X', a equagéo (C) se
escreve como

MX?+ y? +dx ey + f =0,

sem o termo cruzado x'y’ (v. Teorema 7.1 do livro [1]). Entdo,
pelo que vimos no caso da auséncia de termo cruzado, podemos
concluir o seguinte Teorema (Teorema 7.2 do livro [1]):

e se AMAy > 0 (i.e. os autovalores da matriz A, A1 e Ay, sdo ambos
ndo nulos e tém o mesmo sinal) entio a equagdo (C) descreve uma
elipse, um ponto ou o conjunto vazio;

e se MAy < 0 (i.e. os autovalores da matriz A, A1 e Ay, sdo ambos
ndo nulos e tém sinais opostos) entio a equagio (C) descreve uma
hipérbole ou um par de retas concorrentes;

o se MAy = 0 (i.e. pelo menos um dos autovalores da matriz A, Ay e
Ay, é ndo nulo) entdo a equagio (C) descreve uma pardbola, um par
de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.

Observacao: AjA; = det(Q'AQ) = (det Qf)(det A)(det Q) = det A
ac — b*>/4. Logo, o resultado (teorema) acima pode ser enunciado
substituindo a condigdo AqA; > 0 por b? —4ac < 0, AAy < 0 por
b?> — 4ac > 0 e A;Ay = 0 por b? = 4ac!

Exemplos: v. exemplos 7.4 e 7.5 do livro [1].
Identificacdo das Quadricas

A identificacdo da quddrica descrita pela equagdo (Q) é dado
pelo Teorema 7.4 do livro [1], o qual pode ser concluido de maneira
inteiramente andloga ao que foi exposto acima na identificagdo das
cOnicas.

Exemplos: v. exemplos 7.6 e 7.7 do livro [1].
Matriz Ortogonal e Rotacdao no Plano

Um matriz quadrada Q = [ U; --- U, | é chamada ortogo-
nal se as suas colunas Uy, - - -, U, formam um conjuntos de vetores
ortonormais no R" (no plano se n = 2, no espaco se n = 3) i.e.
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|Ujll =1, Uj- Uy = 0se j # k. No caso n = 2 (no plano), escre-
vendo
Uy = (a1,b1) e Uy = (a2, b2),

temos a3 +b2 = 1, a5 +b3 =1el; U, =0, ie. U = (ay,b)

e Uy = (ap, by) sdo pontos do circulo unitdrio e ortogonais (U; =

+(—b1,a1)) logo, existe um angulo 0 € [0,27) tal que a; = cosf e
by = sinf. Se Uy = (—by,a1), obtemos a matriz

| cos —sinf

Q= {sin@ cos@}'

Esta matriz é chamada matriz de rotagdo, pois os vetores U; = (cos 6, sinf),
U, = (—sin 6, cos 0) (o sistema de C.C. determinados pelos mesmos

com origem em (0,0)) podem (pode) ser obtido dos vetores cano-

nico (1,0), (0,1) (do sistema de C.C. xy) por uma rotagdo do angulo

6 positivo no sentido anti-hordrio. (A rotacdo do angulo 6 posi-

tivo no sentido horério, gera os vetores U; = (cos(—0),sin(—0)) =
(cosf, —sinf), U, = (—sin(—6),cos(—0)) = (sin6, cosb).)
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tados do Célculo. Ele nos permite mostrar que podemos obter in-
formacgoes relevantes sobre uma determinada fungao por meio da sua
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1. Introducao

Um dos teoremas importantes no estudo introdutério do Célculo
Diferencial e Integral é o Teorema do Valor Médio (TVM), formu-
lado pela primeira vez por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), ele nos
diz que se uma fungao f ¢é continua em um intervalo fechado [a,b]
e derivavel em (a,b), entdo existird um ndimero ¢ € (a,b) tal que

oy J(0) = fla)
f'(e) = a4

Geometricamente isso signfica que se uma funcao f for continua

num intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo aberto (a, b), entao

* Publicado em 14-08-2017.
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existe ¢ € (a, b) tal que a reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c))
é paralela a reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

y y

Figura 1: Ilustragao do Teorema do Valor Médio.

Uma aplicagao préatica do TVM ¢ a seguinte: se percorremos uma
distancia de 100km em 2 horas, em algum instante desse intervalo de
tempo a nossa velocidade serd de 50km/h. Em outras palavras, se s(t)
representa a posicao de um objeto em cada instante ¢ € [a,b] entdo,
em algum instante ¢t € (a, b) teremos que

s(b) — s(a
Uy = % =v(t) = 5(1).

O Teorema do Valor Médio permite obter propriedades da funcao
por meio de sua derivada. Ele é utilizado para mostrar que uma funcgao
f é crescente sobre um intervalo aberto I se, e somente se, f'(z) >
0,Vx € I. Analogamente, a funcao f é decrescente sobre um intervalo
aberto se, e somente se, f'(x) < 0,Vz € I.

Outra consequéncia é que se f'(x) = ¢'(x), entao f(x) = g(x) + k,
para alguma constante k.

2. Enunciado e Demonstracao

Antes da demonstracao do Teorema do Valor Médio vamos demons-
trar o Teorema de Rolle, este resultado garante, sob algumas condigoes,
a existéncia de valores extremos de uma funcao no interior de um in-
tervalo fechado.
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Teorema 2.1. [Teorema de Rolle] Seja f uma func¢do continua no
intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo aberto (a,b). Se f(a) =
f(b) entdo, existe um nimero ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao: Se f(z) = k é a fungao constante entdo, f'(z) = 0,
logo o nimero ¢ pode ser tomado com qualquer niimero em (a, b).

Se f(x) > f(a) para algum z € (a,b), como f é continua em
la,b], pelo Teorema do Valor Extremo, f tem um valor maximo em
algum ponto de [a,b]. Uma vez que f(a) = f(b), ela deve assumir esse
valor maximo em algum numero ¢ no intervalo aberto (a,b). Como f
é derivéavel em (a,b), pelo Teorema de Fermat f’(c) = 0.

Analogamente, se f(z) < f(a) para algum = € (a,b), pelo Teorema
do Valor Extremo, f tem um valor minino em [a, b] e como f(a) = f(b),
ela deve assumir esse valor minimo em algum nimero ¢ no intervalo
aberto (a,b), logo f'(c) = 0. O

Teorema 2.2. [Teorema do Valor Médio] Seja f : [a,b] — R uma
fungao continua e derivavel em (a,b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

1) = f(@)

flo = =

(1)

Demonstragao: Consideremos f : [a,b] — R uma fungao continua e
derivével em (a,b) vamos mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que

1)~ f(a)

7o) = 20—

Para isso, vamos aplicar o Teorema de Rolle a funcao H(x) definida
como a diferenca entre f e a reta secante que passa pelos pontos

(a, f(a)) e (b, f(D)). Isto &,
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Temos que H(x) é continua em [a,b], pois é a diferenga de duas
fungoes continuas, e H(z) é diferencidvel em (a,b), pois ¢é diferenga de
duas fungoes diferencidveis. Além disso, H(a) = H(b) = 0. Portanto,
H(z) satisfaz as hipétese do Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a,b)
tal que H'(c) = 0. Assim,

oy f(0) = f(a) oy J(b) = fla)
0= 7)) - =1 — o = T2 LD,
Isso conclui a demonstracao do teorema. O

O Teorema do Valor Médio garante a existéncia de um valor ¢ €

(a,b) tal que
f(b) — f(a)
/ p—
no entanto, nao diz como encontrar esse valor.

A seguir apresentamos um exemplo ilustrando como encontrar tais
valores, calculando numericamente o conjunto solucao da equacao.

3. Exemplo

Consideremos a fungao f(z) = z° — 2. Uma vez que f é um po-

linomio, entao ela é continua e derivavel para todo x; logo, é continua
em [0, 2] e derivavel em (0, 2). Portanto, pelo Teorema do Valor Médio,
existe um ndimero ¢ em (0, 2) tal que

f2) = £(0) = f'(e)(2—0) = 6 = (3¢ — 1).2 = 6% — 2,

4 2
o que nos da ¢? = 3 isto é, c = £——. Como ¢ deve estar em (0,2),

V3

entao c = —.

Em geral, nas aulas de Célculo o professor nao se preocupa em resol-
ver a equacao 1 e elabora questoes em que a resolucao dessa equacgao
nao oferece dificuldades. Mas podemos usar algum software de ma-
tematica simbodlica para antecipar e motivar os alunos nesse tépico e
ao mesmo tempo explorar o célculo de reta tangente ao grafico de uma
funcao.

Uma alternativa para a resolucao da equacao 1 é utilizar algum
método numérico, por exemplo, o método da Bissecgao, que permite
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obter uma aproximagao para a solucao de uma equacao nao-linear
f(z) = 0. Esse método estd disponivel on-line em
http://www.dma.uem.br/kit/paginas/proced_numericos.

4. Usando Softwares

Nesta secao apresentamos duas atividades, a primeira elaborada no
software Geogebra e a segunda usando Maple, que ilustram o Teorema
do Valor Médio.

Atividade 1: Para a ilustracao no Geogebra siga os seguintes passos:

1. Abra um arquivo novo no GeoGebra;

2. No campo de entrada digite os nimeros a = —2 e b = 2;

3. Digite a funcao g(r) = 2% — x;

4. No campo de entrada crie a fungao f escrevendo Fungao[g,a,b]
no campo de entrada;

5. Na Janela de Algebra clique no ponto ao lado da funcao g para
esconder seu grafico. Vocé pode mudar a cor e estilo da fungao f,
clicando sobre ela com o botao direito e em seguida em propriedades;

6. Crie os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b));

7. Trace a reta secante que passa pelos pontos A e B, escrevendo
Reta[A,B] no campo de entrada. Renomeie por rg, para isso clique com
o botao direito sobre a reta e escolha a op¢ao renomear e escreva r_s;

8. Determine a derivada de f, escrevendo Derivadalf] no campo de
entrada. Esconda seu grafico;

9. Crie um controle deslizante. Para isso utilize a ferramenta ilus-
trada na figura

€7 GeoGebra - [
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda |
' o -
NS a3l o)) PAIN. B (B
TH~ A

372 Controle Deslizante
ABC Texto

g Inserir Imagem
Boto

escolha a opgao Controle Deslizante. Clique na janela de visua-
lizagdo. Aparecerd a seguinte janela:
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Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

v AN Clol4INE] )

i
-

Controle Deslizante X
® Namero T
O Angulo ¢

Olnteiro ] Aleatdrio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min; a max. b Incremento: 0,001

0K Cancelar

Nomeie de ¢, escreva a como valor minimo e b como valor maximo
e em Incremento escreva 0,001;

10. Crie o ponto C(c, f(c));

11. Determine a reta tangente ao grafico de f no ponto C, escre-
vendo y — f(c) = f'(¢)(z — ¢) no campo de entrada;

12. Determine a inclinagao da reta secante r;. Para isso, escreva
Inclinagao [r_s] no campo de entrada. Renomeie por m;

13. Analogamente ao passo 12, determine a inclinagao da reta
tangente e renomeie por m. Movimente o seletor ¢ e observe o que
acontece com a inclinacao da reta tangente;

14. Selecione a ferramenta Campo de Entrada, como mostra a figura

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entri

NS el ra N = B

Controle Deslizante

ABC  Texto

Q Inserir Imagem

Botao

~'® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Clique na janela de visualizacao e aparecera a seguinte janela
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1’7 Campo de Entrada x

Legenda: f{x)=

Objeto Vinculado: ~
f(x)=Se[-2<x=<2 "
F{x)=Se[-2 =x =< 2,
a=-2
b=2
c=-11
m=263 v

Em legenda escreva f(z) = . Em objeto vinculado escolha a opgao

g(z). Com esse passo podemos mudar a fungao mais facilmente. Po-
demos diminuir o tamanho do campo, clicando com o botao direito,
escolhendo propriedades em seguida estilo;

15. Da mesma forma que no passo anterior podemos criar os cam-
pos de entrada para os extremos do intervalo a e b. Dessa forma pode-
mos mudar mais facilmente os extremos do intervalo.

Podemos animar esta ilustracao do TVM no Geogebra, para isso
clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante ¢ e
clique em animar.

Veja essa atividade pelo Geogebra TVM. ggb.

Atividade 2: Ilustracao fazendo uso do Maple:
Para animar a ilustracao no Maple use os seguintes comandos:

> restart;

>f := proc (x) options operator, arrow; x"4-2*x end proc;
> L := [[-2, £(-2)], [2, £(2)]];

> g := proc (x) options operator, arrow; 4*x°3-2 end proc;
> a = (£(2)-£(-2))/(2+2);

>fsolve(g(x) = a, x);

> t := proc (x) options operator, arrow; —-2*x

end proc;

>plots[animate] (plot, [[f(x), L, t(x)+k], x = -3 .. 3],
k = 0..16, thickness = 4);

Para ativar a animacao, clique sobre a figura com o botao direito e
selecione animation e, em seguida, play.

O Maple apresenta um aplicativo que ilustra o Teorema do Valor
Médio, nele entramos com a funcao e o intervalo e ele nos fornece o


TVM.ggb
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valor de ¢, mas nao apresenta opgoes para o calculo de c. Para acessar
o aplicativo clique em ferramentas, em seguida em tutoriais e escolha
a opcao Calculo-uma variavel e clique em Teorema do Valor Médio.
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Aproximacao de fung¢des: polindmios de Bernstein
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Resumo: Esse artigo foi originalmente publicado como um artigo do Projeto Klein.
Dentro desse contexto, se propde a apresentar de forma leve e resumida os famosos
Poliné6mios de Bernstein, muito usados para aproximar fun¢des. O texto se insere no
panorama da andlise numérica fazendo algumas consideragdes sobre os aspectos posi-
tivos e negativos dessa aproximagdo. Também apresenta um esbo¢o da demonstragdo
de convergéncia desses polindmios, apresentada pelo préprio Bernstein, comentando so-
bre a possibilidade de sua utilizagdo em uma demonstracdo construtiva do Teorema de

Weirstrass.
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1. Introducao

Quando usamos alguma mdaquina para esbogar um grafico ou determinar um
valor como ¢¥2, ndo nos ocorre perguntar como sdo feitos os calculos ou quao exatos
sdo. Todavia, um sem niimero de pesquisas vem sendo desenvolvido para que estas

informacdes sejam mais precisas e obtidas com maior rapidez.

* Publicado em 14-08-2017.
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O surgimento dos processadores (em meados do século XX) colocou para
a Matemdtica uma série de questdes sobre como representar e calcular valores e
fun¢des. Em linhas gerais, sabemos que um processador s6 é capaz de fazer so-
mas algébricas de modo que todos os calculos, em tltima andlise, devem se remeter
a este tipo de operagdo. Produtos podem ser efetuados utilizando somas e, conse-
quentemente, operacdes como elevar um valor a um nimero inteiro podem ser exe-
cutadas. A possibilidade de calcular x" torna o uso de polindmios uma ferramenta
importantissima em calculos realizados por mdquinas. Por exemplo, para calcular
V/3 pode ser conveniente usar um procedimento padrdo (como método de Newton
ou bissegdo) para resolver x> —3 = 0. Nem sempre se pode reduzir o problema ao
célculo da raiz de um polindmio, mas sdo muitos os usos dos polindmios nos compi-
ladores, maquinas de calcular e softwares em geral. Um recurso utilizado em ampla
escala é a aproximacdo de fungdes por polindomios. Eleger o método especifico a ser
usado depende muito das circunstancias. A aproximacdo deve ser feita em um tnico
ponto, ou em um intervalo? Qual o erro médximo que queremos? Qual o processador
disponivel? Que valor ou funcdo deve ser aproximado ? A aproximagdo deve ter

sensibilidade suficiente para captar singularidades isoladas?

Dentre os métodos possiveis, para fun¢des continuas, os polindmios de Berns-
tein se destacam por oferecerem uma aproximagdo uniforme. Como sempre, existe
um preco a ser pago: a convergéncia ndo é muito rapida, quando comparada a ou-
tros métodos de aproximacgdo polinomial. Mesmo assim, sdo de grande utilidade nos
casos em que se necessita aproximar uma fungdo em todo um intervalo como, por
exemplo, no esbogo de um gréfico. Vale, ainda, notar que os polindmios de Bernstein
fornecem uma belissima demonstragdo construtiva do Teorema de aproximagdo de

Weierstrass.

Em todo este texto, f(x) serd uma fungdo continua no intervalo [0, 1].

2. Os Polindmios de Bernstein

Para definir os polindmios de Bernstein, lembramos da férmula binomial:

(a+b)" = i (n) alb" 1)

j=0 M
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Escolhemos agora a = x, b = 1 — x e definimos B,;(x) := " (1 —x)",j =
0,1,---,n. Dividimos o intervalo [0, 1]. em 1 subintervalos, de igual tamanho, [xj, x]grl],
j=0,---,n—1, de modo que x; = % Avaliamos f(x;) em cada ponto e, com estas
constantes, definimos o polindmio de Bernstein de grau n da funcéo f(x) como:

n

Bu(f;x) == ) f(xj)Bnj(x) )

j=0
Observamos que o conjunto {B,j(x)}, j = 0,---,n, forma uma base para o espago
vetorial de polindbmios de grau menor ou igual a n, e o polindmio de Bernstein é
uma combinagdo linear dos elementos desta base. Para verificar isso, ndo é dificil ver

2

que cada um dos elementos da base candnica {1, x,x,-- -, x"} pode ser escrito como

combinagdo linear dos B,j(x).

As curvas de Bézier, bem familiares aos que usam softwares gréficos, também
sdo formadas como combinacdo linear de elementos desta base, embora Bézier e

Bernstein tenham chegado aos seus resultados de forma independente.

A figura 1 ilustra algumas caracteristicas da aproximacdo obtida pelos po-
lindmios de Bernstein. Nos dois casos, o desenho apresenta o grafico da fungdo e os
graficos dos polindmios de Bernstein de graus 4, 8, 12 e 16. Primeiro, observamos
que, diferentemente de outras aproximagdes polinomiais, o polindmio de Bernstein
de grau n, em geral, ndo coincide com a funcdo em um nuimero n de pontos; ade-
mais, mesmo quando a func¢do é um polindmio de grau n, o n -ésimo polindémio de
Bernstein ndo é a prépria fun¢do (como seria, por exemplo, no caso do polindmio
de Taylor). Nao é dificil verificar que f(1) = B,(f;1) e f(0) = B,(f;0), o que esta
ilustrado nos graficos. Todavia, a propriedade que queremos ressaltar aqui é que a
velocidade de convergéncia serd maior, se a variagdo da funcdo for mais suave. Em
ambos os casos, a imagem da fungdo, como conjunto, é essencialmente a mesma e as
propriedades gerais da curva também (isto é: é continua, assume um tinico ponto de
méximo, possui um ponto de inflexdo, etc). Mas, no grafico da esquerda, a varia¢do
na vizinhanca do ponto de maximo é bem mais brusca. Nao é dificil ver que o erro
obtido nas aproximacoes (de mesmo grau) pelos polindmios, na vizinhanca do ponto
de maximo, é maior no primeiro caso. Este comportamento pode ser entendido obser-
vando propriedades das duas fungdes. Como a teoria estd sendo desenvolvida para

fungdes continuas (classe C°), grau de diferenciabilidade ndo é uma hipétese que se



APROXIMACAO DE FUNGOES: POLINOMIOS DE BERNSTEIN 39

queira utilizar, a principio, para medir “suavidade”de variagao.

54

Figura 1: O gréfico da fungdo é a curva soélida e as outras curvas sdo os polindmios

de Bernstein de grau 4, 8, 12 e 16.

O conceito mais importante, por ora, é o de médulo de continuidade de uma
funcdo. Trata-se, grosso modo, de uma medida do “qudo continua”uma fungdo é.
Para fazer esta medida, subdividimos o intervalo [0, 1] em subintervalos de tamanho
0. Em cada um deles, medimos o maior salto de f e escolhemos o maior destes
valores. Formalmente: O médulo de continuidade, em relacdo a J, de uma fungéo
f(x) no intervalo [0, 1], aqui denotado por w(f;¢) é definido como sendo:

w(f;0) = sup |f(x) - f(x')| xx" €01
|x—x'|<6
O Teorema 2.1 a seguir fornece uma estimativa da velocidade de convergéncia da
aproximacao obtida pelos polindmios de Bernstein, quando n aumenta. A demonstragdo

do Teorema é bastante técnica e pode ser vista em [5].

Teorema 2.1. Se f(x) é uma fungio continua em [0, 1], para todo x € [0,1], tem -se
£ = Balfi)] < S 0(fi—)
n 7 — 4 ’ \/E .

Pelo gréfico, ndo é dificil ver que, para um mesmo 4, o médulo de conti-
nuidade da func¢do é maior no gréfico da esquerda. A estimativa dada no teorema
2.1 pode ser melhorada, dependendo das propriedades da fungdo, especialmente se
houver algum grau de diferenciabilidade, em que pese ndo se conseguir estimativas

excelentes.

A partir do Teorema 2.1 podemos construir polindmios que aproximam qual-

quer funcdo continua uniformemente. A existéncia de tais polindmios foi mostrada
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por Weierstrass no final do século XIX, que ndo os construiu, todavia. Usando o te-
. .. 9 1 4e
orema anterior e tomando n suficientemente grande para termos 1 w(f; 7) < 5
n

obtém-se uma demonstragdo construtiva dos resultados de Weierstrass.

Como estamos falando de aproximacgdes polinomiais que ndo envolvem in-
terpolagdes, julgamos conveniente uma rdpida compara¢do com a mais famosa delas
(para fungdes de classe C¥): os polindmios de Taylor. Nas figuras 2, estd o gréfico da
funcgdo f(x) = sen?(27(x —1/2)), de seu polindmio de Taylor de grau 4 em torno de
0,5 e de seu polindmio de Bernstein de grau 4. Do lado esquerdo colocamos o detalhe
da figura, restringindo os valores de x; do lado direito, aparecem os gréficos em todo
o intervalo [0, 1]. Chama atengéo o fato de que a aproximagdo do polinémio de Taylor,
muito boa na vizinhanga em torno do qual é calculado (0, 5), tem um erro muito maior,

quando nos afastamos deste ponto. Em geral, pode-se esperar este comportamento,

embora existam excecdes.

od I
2

Figura 2: Polindmio de Bernstein (pontilhado) x polinémio de Taylor (tracejado).

A construgdo dos polindmios de Bernstein pode se tornar mais natural quando
pensamos em teoria das probabilidades, como em [7]. Vamos imaginar que existe
um experimento cujo resultado pode ter apenas as possibilidades A ou B e que A
ocorre com probabilidade x, de modo que a probabilidade da ocorréncia de B sera
(1 — x). Em n experimentos, a probabilidade do resultado ser A, j vezes (e B, (n — j)
vezes), serd x/(1 — x)("=/). j ocorréncias de A podem vir em (7) ordens diferentes
e, assim, a probabilidade de termos j A’s e (n — j) B’s, em qualquer ordem, sera:

(’;)xf (1 —x)("=7). Uma conta permite verificar que :

() = (1) 1 phua ®
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Para cada x, olhamos f,;(x) como fungédo de j e, da equagao 3, verificamos
que : Buj(x) > Buj-1(x) sse j < (n+ 1)x. Refraseando, Para x e n fixos, pnj(x) tera
um méximo quando j = j, = [(n + 1)x], onde [(n + 1)x] é o maior inteiro menor
ou igual a (n + 1)x, e estimamos jy ~ nx. Assim, f,;(x) cresce se j < jy e decresce
se j > jy. Logo, no somatério da definicdo de B, (f;x), os termos referentes aos
valores de j longe de j, sdo muito pequenos enquanto a contribuicdo dos outros
termos € relevante. Vamos definir | := {; tais que j estd préximo de j,}. Dividimos
o somatério em duas partes:

n

Bu(f;x) = ) f(x))Buj(x) = S1(x) + Sa(x)

j=0

onde

Sl(x)zz... Sz(x)zz...
j€] i#]
Desprezamos o segundo somatério porque seus termos sdo pequenos. Quanto ao

primeiro, observamos que x; = L e que, em &y, j estd proximo de jy &~ nx. Se

n for suficientemente grande, j préximo de j, implicard x; = L proximo de r
n n
xj,. Como f é continua, x; perto de x;, implicard f(x;) préximo de f (xj,). Mas,

flxj,) = f(];;) ~ f(%) = f(x). Assim, escrevemos S; ~ Z]f )Bnj(x). Mas ((x +
je

(1—x) Z Brj(x) =1 e, como estamos desprezando os termos f3,,j em Sy, somos
tentados a Con51derar 51~ Z f(x)Bnj(x Z Buj(x (x) e teremos, entdo,

J€] J€]
lim B, (f;x) = f(x). Tornar este argumento preciso (isto éformalizar o argumento
n+— oo

para demonstrar a convergéncia) exige um pouco mais de suor e contas e pode ser

visto em [7].

3. Conclusiao

Aproximagdes numéricas de fungdes sdo um tépico fascinante e sdo muitos os
estudos em desenvolvimento sobre o tema. Os polindmios de Bernstein, tratados aqui,
sdo mais usados no esboco de graficos. Foram propostos por um matematico ucra-
niano, Sergei Natanovich Bernstein (falecido em 1968), que contribuiu com diversos
resultados importantes para o desenvolvimento da matemaética. Intimamente relacio-

nadas aos polindmios de Bernstein sdo as curvas de Bézier, definidas por um grau n
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n . .
e (n+1) “pontos de controle "Py, Py, ..., P,, dada por B,(t) = Z (n) 71— t)”_JPj.
j=0
Essas curvas foram estudadas por Paul de Casteljau (fisico e matematico da Citroen)

que desenvolveu um algoritmo para obté-las e por Pierre Bézier (um engenheiro e
matematico da Renault) que as patenteou e as utilizou para desenhar automoveis,

veja [3].

Os graficos esbogados aqui foram feitos com o software Maple. Sdo intimeros
os trabalhos sobre polindmios de Bernstein e aqui selecionamos alguns dando pre-
feréncia a facilidade de acesso. Um resumo, em portugués, pode ser visto em [8]. No
sitio de buscas virtuais de e-books [1] é possivel encontrar diversos textos em formato
pdf sobre os polindmios de Berstein. Citamos em particular [6] e [7], onde defini¢des
e propriedades dos polindmios sdo bastante explorados. A demonstracdo do Teorema
2.1 pode ser vista em [5] onde também se encontra um tratamento cldssico e muito
bem feito sobre aproximagdo numérica de fun¢des. A demonstracdo do Teorema de

Weierstrass, usando os polindmios de Bernstein pode ser encontrada em [4] ou em [2].
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computagdo grafica para descrever movimentos tridimensionais. Neste trabalho estamos
interessados na construcdo deste conjunto e em suas propriedades. Vamos apresentar
o conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operagdes de adicdo e
multiplicagdo, e apresentar uma construgdo para algumas funcdes elementares a valores

quatérnios.
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Os ntimeros complexos, surgiram da necessidade de se determinar raizes de

equacdes do segundo grau do tipo x2 +1 = 0, pois, ndo existe ndmero real x que

satisfaca esta igualdade. Depois de construido o conjunto dos ntimeros complexos,

eles se tornaram um excelente método para resolver problemas em diversas dreas.

Estes ntimeros se tornaram muito tteis nas rotacgoes e reflexdes no plano. Entdo, uma

pergunta natural surge: E possivel construir um novo conjunto numérico que ofereca

propriedades similares as dos complexos no plano, para o espago?

Hamilton, aceitou o desafio, e inicialmente buscou desenvolver uma 4lgebra

para tripletos (x,y,z).
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Hamilton buscou definir a soma e o produto desses
ntmeros triplos obedecendo as mesmas regras da soma
e da multiplicagdo dos pares numéricos e esperava que
isso levasse a translagdes e a rotagdes no espago, da
mesma forma que acontecia com os pares numéricos
no plano. Ele observou que i é um segmento perpendi-
cular a 1, entdo é normal que haja outra unidade ima-
gindria perpendicular as duas anteriores, e definiu j as-
sumindo que esta também satisfaz j2 = —1, pois isso
levaria, quando do produto de 1 por j?, a uma rotagao

de 180° obtendo —1, porém essa rotagdo aconteceria no

plano xOz, enquanto que o produto de 1 por i2

numa
rotacdo de 180° no plano xOy e desse modo o tripleto

tomou a forma x + yi + zj [2].

Definir a soma de tripletos ndo foi dificil, ja que procedendo de modo analogo

aos complexos temos

(a+bi+cj)+ (x+yi+zj)=(a+x)+ (b+y)i+ (c+2)j

Porém, se definirmos a multiplicacdo similar a dos complexos, e assumindo a

comutatividade da multiplicagdo entre as componentes i e j, temos
(a+bi+cj)- (x+yi+zj) = (ax —by — cz) + (ay + bx)i + (az + cx)j + (bz + cy)ij,

que em principio ndo é um tripleto pois aparece o fator ij. Hamilton tentou defini-lo
de vérias formas para que a multiplicagdo de tripletos fosse fechada, no entanto, ndo

obteve éxito.

Hamilton continuou com sua pesquisa e percebeu que era necessdria a
existéncia de outro termo, k, definido da mesma maneira que j, isto é, K =—-1e
k deveria ser perpendicular simultaneamente a i e a j. E definiu os nameros da forma
X + yi + zj + wk como quatérnios. Neste caso, a multiplicagdo e a soma sdo fechados,

porém a multiplicagdo ndo é comutativa.

Os nameros quatérnios possuem muitas aplicagdes praticas. Em particu-
lar sdo usados em computagdo grafica para descrever movimentos tridimensionais.

Neste trabalho estamos mais preocupados com a construcdo deste conjunto e com as
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propriedades destes nimeros. Desta forma, nosso objetivo principal é apresentar o
conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operagdes de adicao
e multiplicacdo destes ntimeros, e apresentar uma construgdo para algumas fungdes

elementares a valores quatérnios.

2. O conjunto dos quatérnios

Nesta se¢do apresentaremos a definicdo de um ntimero quatérnio e as princi-

pais notagdes envolvendo o conjunto dos quatérnios e os nimeros quatérnios.

Defini¢dao 1. O conjunto dos nimeros quatérnios, denotado por H, é formado por
todos os nimeros da forma g = a+bi+cj+dk,coma,b,c,d € Rei, j e k satisfazendo

as relagdes i = > = k> = —1,ij =ke ji = —k.

Desta defini¢do, temos que
ijk = (ij)k = kk = k* = —1,
e com isto,
ik = i(if) = % =
i = — (ki) = ~j(jK)i = —jii = —j(~1) = ]
jk = —i2(jk) = —iijk = —i(ijk) = —i(=1) =i,
K= (ij)j = () = —i.
Observe que para definir os produtos ik, ki, jk e kj, é assumida a associativi-
dade da multiplicagdo das componentes i, j e k.

De maneira prética, segundo [1], podemos realizar a multiplicacdo das unida-
des com base no diagrama abaixo. Neste diagrama, a multiplicacdo de quaisquer duas
unidades no sentido anti-horario é a terceira unidade, e a multiplicacdo de quaisquer

duas unidades no sentido horario é o oposto da terceira unidade.

A
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Identificando bi + cj + dk com o vetor i = (b,c,d) € R3, podemos representar

qualquer g € H por uma das seguintes formas,
g=a+bi+cj+dk=a+ (bc,d)=a+1iu=(ai).
A expressdo q = a + bi + cj + dk é dita forma algébrica de um quatérnio e a
expressdo g = a + ii é dita forma vetorial de um quatérnio.

Defini¢ao 2. Dado um quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + i, definimos a parte real
de g como sendo o namero real 4, e denotamos por Re(q) = a. Também definimos a

parte imagindria ou parte vetorial de g por Im(q) = bi+cj +dk = (b,c,d) = ii.

Definic¢do 3. Dois nimeros quatérnios g = a + bi +cj +dk e r = x + yi + zj + wk sdo
ditos iguais, e escrevemos g = r, se e somente se, a = x, b =y, c = zed = w. De

outra forma, g = 7, se e somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).

Fica claro da definicdo anterior que, considerando a forma vetorial de um

quatérnio,seq =a+iier =x+Tentdo g =r se e somentese a = x e il = 0.

3. Algebra dos quatérnios

Definic¢do 4. Definimos a adi¢do entre quatérnios como sendo a aplicacdo
+:HxH — H

que a cada par de quatérios g =a+bi+cj+dk=a+iier =x+yi+zj+wk =x+7,
associa o quatérnio denotado por g + r, denominado resultado da adi¢do de g com r,
e dado por
g+r=(a+0bi+cj+dk)+ (x+yi+ zj+ wk)
=(@a+x)+b+y)i+(c+z)j+ (d+w)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

g+r=(a+i)+ (x+79) = (a+x)+ (il + 7).

Fica claro da definigdo anterior que consideramos a adi¢do de dois vetores il =
bi+cj+dk = (b,c,d) e ¥ = yi+zj + wk = (y,z,w) como sendo a adi¢do convencional

da geometria analitica (il +7) = (b+y)i+ (c+z)j+ (d+w)k = (b+y,c+2z,d+w).
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A seguir provaremos algumas propriedades da adigdo de quatérnios. E con-
veniente, por uma questdo de simplicidade da notagdo, utilizar a forma vetorial para
as demonstracdes que se seguirdo. Desta forma usaremos entdo propriedades envol-
vendo a adi¢do de vetores no espago IR3. Em particular, lembremos que a adicdo de
vetores € associativa e comutativa, isto é, (i +7) + @0 = i+ (7+ @) e (i +7) = (T+if)

respectivamente, para quaisquer que sejam i, 7, @ € R3.
Proposicao 5. A adigdo de quatérnios é associativa, isto é,
(@+r)+s=q+(+s)

para quaisquer que sejam q,1,s € H.

Demonstragido. Dados q =a+ii,r =b+ U e s = ¢ + W, quatérnios arbitrarios, temos

(g+r)+s=((a+i)+ (b+7))+ (c+@
=((a+b)+ (U+7))+ (c+@

Proposicao 6. A adicio de quatérnios é comutativa, isto €,
q+r=r+gq,

para quaisquer que sejam q,v € IH.

Demonstragido. Dados g = a + ii e ¥ = b + ¥, quatérnios arbitrarios, temos

q+r = (a+i)+ (b+7)
= (a+b) + (il +7)
= (b+a)+ (F+1)
=(b+79)+(a+i)=r+q.
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Proposicao 7. Existe r € H de forma que q +r = r + q = q, para todos q € H.

Demonstragido. Dado q = a + i € H arbitrario, queremos encontrar r = x + @ de
forma que g +r = g. A igualdade r + g = g ficard automaticamente satisfeita em

virtude da comutatividade da adigdo.

Para que a igualdade g + r = g seja satisfeita devemos ter
(a+i) + (x +@) = (a+i),

ou ainda

—

(a+x)+ (+ D) = (a+u),

e da igualdade de quatérnios, devemos ter

a+x=a, e 0+ =1i.

Como estas ultimas igualdades sdo igualdades entre ntimeros reais, e entre
vetores de IR3, existem x € R, e @ € R® asaber x = 0e @ = 0, que cumprem estas

duas igualdades simultaneamente para todos 2 € R e if € R3.

Segue que existe 7 = 04 0i +0j + 0k = 0+0 € H de forma que g +r =
r+ g = g para todos g € H. O

O elemento (04 0) € H a que se refere a proposigio anterior é chamado de
elemento neutro da adigdo no conjunto H. E comum chamar também o elemento
neutro de elemento nulo, ou zero do conjunto. Sendo assim, deste ponto em diante, o
elemento (04 0) € H serd chamado de zero e representado por Og; ou simplesmente 0
quando nao houver davida que 0 € H. Entdo, 0 = Oy = 0+ 0 = 0+ 0i + 0j + 0k € H

€ o (tinico) elemento que cumpre 0+ q = q + 0 = g para qualquer que seja g € H.

Definicao 8. Definimos H* como sendo o conjunto formado por todos os quatérnios

ndo nulos, ou seja, H* = H — {0} = H — {0}.

Proposicao 9. Todo niimero quatérnio admite simétrico para a adicdo, isto é, dado qualquer
q € H, exister € H, de forma queq+r =r+q = 0.

Demonstragido. Dado q = a + ii € H arbitrario, queremos obter r = x + @ € H de
forma que g +r = 0. A igualdade r + g = 0 ficard garantida pela comutatividade da

adicdo.
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Para que g + r = 0 seja satisfeita, queremos entdo que

(a+il)+ (x+@®) =0=0+0,

ou ainda

(a+x)+ (i + @) =0+0.

Segue da igualdade de quatérnios que, desejamos encontrar x € R e @ € R3
de forma que

x+a=0, e ii+w=0,

paraa € Reil € R3. Da igualdade de ntimeros reais, existe x € IR, a saber, x = —a,
que cumpre a igualdade desejada. Também da igualdade de vetores de IR?, segue que

existe @ € IR®, que é precisamente @ = —ii, e que cumpre a igualdade desejada.

Assim, dado qualquer g = a + i € H, existe r = (—a) + (—i) € H de forma
queg+r=r+q=0. O

O elemento r € H a que se refere a tltima proposicdo é chamado de elemento
simétrico de g € H para a adigdo no conjunto H. Deste ponto em diante, o elemento
(—a)+ (=) = (—a) + (=b)i+ (—c)j+ (—d)k € H sera chamado de simétrico de
q = (a+i) = (a+bi+cj+dk) € H, denotado simplesmente por (—q) e representado
comumente por —g = —(a+ i) = —a—ii = —a — bi — ¢j — dk. De qualquer forma,

—q € H é o (tnico) elemento que cumpre (—q) +q =g+ (—q) = 0.

Sob o ponto de vista da algebra, do que temos até agora, o par ordenado

(H, +) é um grupo abeliano.

Defini¢do 10. Dados g,y € Hcom g =a+bi+cj+dk =a+iier =x+yi+zj+wk =
x + U, definimos a diferenca de q com r, como sendo o quatérnio denotado por (g —r),
e dado por
qg—r=q+(-r)=(a+bi+cj+dk)+ ((—x)+ (—y)i+ (—z)j + (—d)k)
=(@—x)+ (b —y)i+(c—z)j+(d—wk,

ou equivalentemente,
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Defini¢dao 11. Definimos a multiplicagdo de um quatérnio por um escalar real como
sendo a aplicagdo

RxH — H,

que a cada escalar (real) & e cada quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + ii, associa o

quatérnio representado por («gq), dado por
aq = «(a+bi+cj+dk) = (aa) + (ab)i+ (ac)j + (ad)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

—

ag = a(a+ i) = aa + wil.

Fica claro da defini¢do anterior que estamos admitindo que a multiplicacdo
de um vetor il = bi + cj +dk = (b,c,d) € R3 por um escalar « € R é a multiplicacio

usual da geometria analitica ail = (ab)i + (ac)j + (ad)k = (ab, ac, ad).
Definigao 12. A multiplicacdo entre quatérnios é a aplicacao
-tHxH — H,

que a cada par de ntiimeros quatérnios g =a+bi+cj+dk=a+iler =x+yi+zj+
wk = x + T, associa o quatérnio denotado por g - r ou por gr, denominado resultado

da multiplicagdo, ou produto de g com r, e dado por

qr = (a+ bi + cj + dk) - (x + yi + zj + wk)
= (ax — by — cz —dw) + (ay + bx + cw — dz)i

+ (az —bw+cx +dy)j + (aw + bz — cy + dx)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

gr = (a+1i) - (x+7) = (ax — (i,0)) + (a0 + xii + il X V),

sendo que (i, ¥) representa o produto escalar (ou produto interno), e (i x ¥) repre-

senta o produto vetorial, entre os vetores i e ¥ em IR3.

Embora a multiplicagdo entre dois quatérnios possa parecer complicada, basta
observar que esta multiplicacdo segue da ideia da distributividade da multiplicacdo

em relagdo a adicdo e considerando que ii = jj = kk = —1,ij =k, ji = —k, jk =i,
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kj = —i, ki = j eik = —j. A expressdo vetorial para a multiplicacdo é conseguida
diretamente da expressdo algébrica levando em conta as igualdades (if,7) = (by +
cz+dw) e (il x ¥) = (cw —dz,dy — bw,bz — cy) para il = (b,c,d) e ¥ = (y,z,w) em

R3.
Proposicao 13. A multiplicacdo de quatérnios nio é comutativa, isto é, existem q e r tais que,

qr # rq.

Demonstragio. Basta ver que ij = k e ji = —k. O

No que se segue provaremos algumas propriedades da multiplicacdo de
quatérnios. Propriedades estas que tornardo este conjunto um “quase” corpo.
E conveniente, também para a multiplicagdo, utilizar a forma vetorial para as
demonstragdes, em virtude da expressdo mais curta. Em contrapartida, precisare-
mos utilizar propriedades envolvendo os produtos vetorial e escalar entre vetores de
R3. A préxima proposicdo retine alguns destes resultados. Nao demonstraremos es-

tes resultados aqui mas o leitor interessado na demonstracdo pode consultar algum

texto de geometria analitica ou de 4lgebra linear. Recomendamos [3].

Proposicdo 14. Se ii, U, W € IR3 sdo vetores arbitririos e & € R, entdo

Aparentemente a associatividade da multiplicacdo de quatérnios seria con-
sequéncia, entre outras propriedades, da associatividade do produto vetorial. Fato
este que ndo ocorre. Entretanto é possivel conseguir algum tipo de associatividade do
produto vetorial, com termos compensadores. Este resultado é enunciado no préximo

lema e serd necessario para a prova da associatividade da multiplicagdo de quatérnios.



FUNCOES ELEMENTARES NO CONJUNTO DOS QUATERNIOS 54

Lema 15. Se ii, 7, @ € R3 sdo vetores arbitririos, entio

(il X 0) x @0 — (il, )W = 1l x (T x ®) — (T, D).

St
Mm

=
\OJ

Demonstragio. Dados quaisquer i, 7,

(it x B) x @ — (il, )Y@ = — (@ x (il x 7)) — (i, T)@

Proposicao 16. A multiplicacdo de quatérnios é associativa, isto é, para quaisquer q,r,s € H,
tem-se q(rs) = (qr)s.
Demonstragido. Suponha que q = (a+ i), r = (b+7) e s = (c+ @) sdo quatérnios

arbitrarios. Entao

w
+a(bw + ct+ (Tx @)) + (bc — (T,@))il + (i X (bw + cT+ (T X @)))
(

O

Proposicao 17. A multiplicagido de quatérnios é distributiva em relagdo a adigdo. De outra
forma, se q,r,s € IH entdo

s(qg+r) =sq+sr,
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e também
(g+7r)s =gqs +rs.

Demonstragio. Sejam q = a + i, r = b+ U e s = ¢ + W arbitrarios. Entdo

=sq +sr,
e também,
(g+r)s=[(a+i)+ (b+7)] (c+ )
= [(a+b)+ (i +9)] (c+ D)
= ((a+b)c— (il +7,@)) + (a+b)+c(il +7) + (i +7) x ©

Do ponto de vista da élgebra, a terna ordenada (H,+,-) é um anel, isto é,
a adicdo é associativa, comutativa, admite elemento neutro, e todo elemento admite
simétrico, e a multiplicacéo é associativa e distributiva em relagdo a adigdo. E também
claro que (H,+,-) ndo poderd ser corpo ja que a multiplicagdo ndo é comutativa.
Entretanto, provaremos ainda que IH possui unidade, e que todo elemento ndo nulo

é invertivel.

Para os préximos resultados, vamos utilizar também propriedades de médulo
(ou norma), de um vetor de R3. Lembremos que se i = (b,c,d) € R3, entdo |il| =
Vb? 4 ¢ +d?. A proxima proposi¢do retne alguns resultados envolvendo o médulo

de um vetor em R®. A demonstragdo destas igualdades pode ser encontrada em [3].
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Proposigdo 18. Se if, 7 € R> sdo vetores arbitrdrios e & € R, entdo

i) |il] > 0, e além disso, |ii| = 0 se e somente se ii = 0;
i) it = ||
iii) |il)* = (i, it);

iv) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(ii, ¥)| < |ii||7);

v) (Desigualdade triangular) |ii + | < |ii| + |7,
i) |ii + 7| = |il]? + 2(it, 7) + |7|%
vii) il +|? = |it|*> + |5|?, se e somente se, il e T sido ortogonais;
viii) |il x 3| = |i|?|9)? — (i, 7).
A definicdo de vetores ortogonais, a que nos referimos nesta tultima
proposigdo, é determinada pela condi¢do (i/,7) = 0, isto é, dois vetores sdo orto-
gonais se e somente se o produto escalar entre eles é igual a zero. Mas notemos que

(0,9) = (ii,0) = 0 para quaisquer i,7 € R® e portanto entenderemos que ao dizer

que i e U sdo ortogonais pode ocorrer que pelo menos um deles seja o vetor nulo.

Proposicao 19. A operagio de multiplicagdo no conjunto dos quatérnios admite elemento

neutro. De outra forma, existe r € H tal que qr = rq = q para todos q € H.

Demonstragio. Queremos encontrar r = x + @ € IH de tal forma que

qr=rq =4,
para todos g = a + il € H.

Da igualdade gr = g, temos que

—

(a4 i) (x+©) = (ax — (il,@)) + (a@ + xti + (i X @)) = a+ i,
e da igualdade de quatérnios queremos obter x e @ de forma que

aai— (i, W) =a M

at + xil + (# X @) = .
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Da segunda equacdo em (1), temos que
atb + (x — 1)il + (it x @) =0,

e desta forma existem escalares, ndo todos nulos, tais que a combinagdo linear dos
vetores W, i e (il X @), resulta no vetor nulo. Segue que os trés vetores envolvidos
sdo linearmente dependentes. Como o vetor (il x @) é simultaneamente ortogonal a
il e a W entdo para que os trés vetores sejam linearmente dependentes deve ocorrer
que i e W sejam linearmente dependentes. O vetor procurado @, deve entdo satisfazer

W = wil, para algum escalar « € R.

Substituindo isto na segunda equacdo de (1), e levando em conta que (i x
(wif)) = 0, obtemos

(aa+x —1)ii = 0.

—

Mas sendo i um vetor arbitrario em IR3, ndo podemos esperar que i = 0
sempre, e assim segue que o escalar deve ser nulo, isto é, (xa + x — 1) = 0, ou ainda

(x —1) = —aa. Voltando agora na primeira equagdo em (1), temos que

a = ax — (il,®) = ax — (il wil) = ax — «lii|?,

ou ainda

w|ii]?> =ax —a =a(x —1),
e substituindo (x — 1) = —aa, temos

w|if]? = a(x — 1) = —aa®.

Ora, como |if |2 e a% sdo ambos nao negativos, os dois membros desta tltima
igualdade possuem sinais contrarios e assim, a igualdade somente serd satisfeita se
« = 0 e portanto @ = ail = 0. Com @ = 0 de volta em qualquer uma das duas

equacgoes em (1) segue que x = 1.

Desta forma, r = x+@ = 14+0 = 1+ 0i + 0j + Ok é o (tinico) elemento
que cumpre gr = q para todo g € H. E facil ver que também rq = g para todo
g € H. Segue que a operagdo de multiplicagdo admite elemento neutro, a saber

r=1+0=1+0i+0j + Ok. O
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O elemento neutro da operagdo de multiplicagdo a que se refere a proposicdo
anterior, 1 4+ 0 = 1+ 0i 4 0j 4 Ok ser4 deste ponto em diante chamado de unidade de

H, e representado por 1 ou simplesmente por 1, quando ficar claro que 1 € H.

Defini¢dao 20. Um quatérnio g é dito invertivel se admitir simétrico pela operacdo de

multiplicacdo. Isto é, se existir r € H tal que
qr=rq =1,
e neste caso, o quatérnio r serd chamado de inverso de g e representado por .

Proposic¢do 21. Todo elemento nio nulo de H é invertivel. Isto é, dado g = (a + i) € H*,
existe r € H, de forma que

qr=rqg = 1.
Demonstragdo. Primeiro observemos que q =a+1i =0, se e somentesea =0e il = 0,

se e somente se a = 0 e |if| = 0, se e somente se (a® + |ii|?) = 0.
Seja entdo ¢ = a +ii € H*, e portanto (a® + |if|?) # 0. Queremos obter
r =x+ @ € H, de forma que qr = rg = 1. Da igualdade gr = 1, temos que
(a+4i)(x 4+ @) = (ax — (il, @) + (a® + xil + il x ®) =1 =140,
donde segue da igualdade de quatérnios que

ax — (i, w) =1
R )
aw~+xu+1u xw=20.
Da primeira equagdo em (2), temos ax = 1+ (il, @), e multiplicando ambos

os membros por 4, segue

=a— x(ii, ) — (i, il X ).

Mas notemos que na igualdade acima, (i, il x @) = 0, pois, il X @ é um vetor

ortogonal a ii e desta forma o produto escalar entre eles é igual a zero. Segue que

a*x = a — x(il, il) — (i, il x @) = a — x|ii|?

4
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donde

x(a® +[il*) = a,
e como (a2 + |if|?) # 0, segue que

a

Y= e FiEk

Notemos agora que da segunda igualdade em (2) segue que os trés vetores
envolvidos na soma sdo linearmente dependentes. Isto porque existem trés escalares
ndo nulos tais que a soma entre estes trés vetores resulta no vetor nulo. Mas o vetor
il x W é ortogonal a ii e a W simultaneamente, entdo para que os trés vetores sejam
linearmente dependentes deve ocorrer que i e @ sejam linearmente dependentes.

Segue que W = aii para algum escalar « € R.

Voltando com @ = aii na primeira equagdo em (2), obtemos

— a
ecom x = m, segue que
2 712
212 __ 4 __—d]
lX|u| —ax—l—ﬁ—l—ﬁ.
a% + i a? + i
Esta ultima igualdade é sempre satisfeita colocando a = m (mesmo

quando i = 0). Desta forma @ = wil = <m> il, e portanto

rextd= (o V(e V= (5t ) a0
B - \a?+ i]? a2 +[i2) = \a?+ Ji]?

é o (tinico) quatérnio que cumpre gr = 1. Podemos verificar que também rg = 1 e
desta forma, dado qualquer g € H*, existe r € IH que cumpre qr = rq = 1, chamado

de inverso multiplicativo de g. O

De acordo com esta ultima proposi¢do, se ¢ = (a+ i) # 0 entdo g é invertivel,

e além disso,

L + _—1 il = _1 (a—if)
T o \a@vqae) T\ A )t T \ @ qap

é o Gnico quatérnio que cumpre g(g~!) = (g7 ')g = 1. Observe ainda que, sendo g
ndo nulo, 4! é também néo nulo, e portanto também invertivel. A prépria igualdade

q(g71) = (g71)g = 1 nos diz que q é o inverso de g}, isto &, g = (g 1) 1.
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Observemos que em virtude da igualdade 0-g = g-0 = 0, para qualquer
g € H, entdo 0 ndo pode jamais ser um elemento invertivel. A proposicdo anterior
pode portanto ser entendida também no sentido reciproco, isto é, g é invertivel se e

somente se q # 0.

Com o que provamos até agora, a terna ordenada (H, +, ) é um anel, ndo
comutativo, com unidade, no qual todo elemento ndo nulo admite inverso multipli-

cativo.

Defini¢ao 22. Dados dois quatérnios g e r, com r # 0, definimos o quociente de g por
r como sendo o quatérnio representado por 4, chamado de resultado da divisdo de g

por r e dado por

Em virtude desta tdltima defini¢do, no caso em que g € H*, é comum escrever
que g1 = %. Além disso, outras propriedades advindas da teoria dos anéis podem
ser aplicadas a esta notagdo. E importante tomar algum cuidado pois ndo podemos
fazer uso da propriedade comutativa da multiplicacdo. Como consequéncia disto,

podemos ver que g (£) = L, mas (1) r # L.

Por este motivo vamos evitar a notagdo g, de divisdo entre quatérnios. Usare-
mos esta notacdo apenas quando estivermos tratando com ntimeros reais. A notagdo
T'com a € R* e g = (a +if) € H significard (1)g = (1)(a+ i) = 2 + Lii.

Provaremos agora que o conjunto dos quatérnios ndo possui divisores

proprios de zero. Esta propriedade faria do conjunto dos quatérnios um anel de

integridade se este conjunto fosse um anel comutativo.

Proposicao 23. Se q e r sdo dois quatérnios tais que qr = 0, entdo q = 0 ou r = 0.

Demonstragio. Sejam q = (a + il) e r = (b + ¥) e suponha ainda que
(a+1i)(b+7) =0. (3)
Para provar que ¢ = 0 ou r = 0, vamos supor que um deles ndo seja zero

e, neste caso, provar que obrigatoriamente o outro serd. Suponha entdo que também

q= (a + 5[) #0,e equivalentemente que (a2 + |b7|2) # 0.
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Da igualdade (3) temos que
(ab — (it, 7)) + (a¥ + bii + il x 7) = 040,

e portanto

l

F) =0

+uUxd=0.

ab — (
4)
av+ b

=

Multiplicando a primeira equagdo em (4) por a € R, temos que
2 7oA
a“b — (ii,ad) =0,
e substituindo (a7) da segunda equagdo obtemos

0 = a?b — (il,a?) = a*b — (ii, —biil — il x T) = ab + blii|* + (i, il x D).

Mas (ii, il x 7) = 0 pois #f X T é um vetor ortogonal a i e desta forma o produto

escalar é igual a zero. Segue que esta tltima igualdade fica reescrita como
0 = a®b + b|ii)* = b(a® + |ii|?),

e como (a? + |iI]?) # 0 entdo segue que b = 0. Voltando ao sistema (4) com b = 0

temos
(ii,3) =0
)

at+ i x 7 = 0.

Tomando o médulo ao quadrado da segunda equacao de (5), temos que

e como o vetor (il X ¥) é ortogonal ao vetor av segue dos itens (iv) e (v) da proposi¢do

18 que
0= |a7 + (it x 9)|* = |ad]* + | x 3| = [al|3* + |it]*|7]* — (1, )?,
e levando em conta a primeira igualdade de (5) temos que
0 = [a|3)* + [a*5]* = (|a* + |i1]*)|5]%,

e como (|a]? + |i|?) # 0, segue que |F]?> = 0, donde ¥ = 0, e portanto r = (b + 7) = 0.

Isto termina esta demonstragéo. O
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O préximo coroldrio é a contrapositiva equivalente da proposi¢do anterior.
Coroldrio 24. Se q e r sdo dois quatérnios ambos ndo nulos, entdo qr é também ndo nulo.

Corolario 25. Se q e r sio dois quatérnios invertiveis, entdo qr é invertivel e além disso,

() =g

Demonstragio. Supondo que g e r sdo dois quatérnios invertiveis, entdo sdo dois
quatérnios ndo nulos. Do coroldrio anterior, gr também é ndo nulo e portanto in-

vertivel. Além disso, como

(@) (r g ) =q(rr gt =q97 =1,

e também

1

(g e =rHg gr=rlr=1,

entdo segue da defini¢cdo de inverso que o inverso de (gr) é precisamente r~1g71, isto

é (gr) 1 =r"1g7 L. O

4. Conjugado e médulo de um quatérnio

Nesta secdo estudaremos os conceitos de moédulo e de conjugado de um
quatérnio. A nogdo de médulo é fundamental para outros estudos com estes niimeros.
As defini¢oes de convergéncia de sequéncias e de séries de quatérnios bem como de
limite de fungdes a valores quatérnios, se fundamentam principalmente na ideia de
distancia entre dois quatérnios. Esta distancia é tradicionalmente representada pela
expressao |q — r|. Nestes termos é fundamental o conceito de médulo de um quatérnio

e o estudo de propriedades a respeito deste médulo.

A nogado de conjugado por sua vez esta ligada com a de médulo, principal-
mente em virtude da expressdo (q-7) = |q|%, que é verdadeira se g for um nimero
complexo e se 7 representa o conjugado de g. Estabeleceremos esta ideia também no

conjunto dos quatérnios.

Defini¢do 26. Seja q = a + il = a + bi + ¢j + dk um quatérnio arbitrario. O médulo de

g é o numero real, representado por |q|, e dado por

] = Va2 + b2+ 2+ d? = \/a? + |ii|]2.
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Fica claro que na definigdo acima |ii| = v/b2 + c2 + d2 representa a norma Eu-
clidiana ou o médulo de i = (b,c,d) € IR3. Para facilitar a notacdo, é comum utilizar
a expressdo |q|2 = a? + |if|?>, que evita o uso da raiz quadrada. Uma vez definido o
modulo de um quaténio, vamos verificar a validade de algumas propriedades envol-
vendo esta definicdo. Algumas destas propriedades sdo similares as propriedades de

modulo de niimeros reais ou de nimeros complexos.

Proposicao 27. Para quaisquer g € H e x € R, temos

i) |q| > 0ealém disso, ¢ = 0 se e somente se |q| = 0.
i) |ql = | —ql;

iii) |agq| = |alql;

iv) Re(q) < |Re(q)] < lql;

v) [Im(q)| < [ql;
Demonstragido. Em toda esta demonstragdo, suponha que q = a+1# € IH. Para o
primeiro item, temos |g| = +/a% + [if]2 > 0. Além disso, ¢ = (a+ i) = 0 = 0 +0,
se e somente se a = 0 e il = 0, se e somente se 7 = 0 e lif] = 0, se e somente se
(a® + |if]*) = 0, se e somente se |g|> = 0, se e somente se |q| = 0.

Para o segundo item,

—

q? = a* + | = (=a)* + | =@ = | —qP,
e extraindo a raiz quadrada em ambos 0os membros vem |g| = | — ¢g|.
Para provar (iii),
aq|? = |a(a+7)|* = |aa + ail]?
= (aa)? + |wii]?
= o 4 o2l = a2(a? + (i) = a%lgf?,
e extraindo raiz quadrada em ambos os membros, segue que |ag| = |«||q].

Para provar o item (iv), se g = a+ i € H, entdo a € R e usando propriedades

do médulo de ntimeros reais temos que

a<|al =Va2<\/a®+ ]2 = |q],
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e como a = Re(q), temos Re(q) < |Re(q)| < |g].

Finalmente, para (v), como Im(q) = ii, temos que,
[Im(q)? = Ji]* < a® + |a* = |q]?,

e tomando a raiz quadrada em ambos os membros, |Im(q)| < |g]. O

Dentre as propriedades principais do médulo de um ndamero real ou com-
plexo estéd o fato de que o médulo do produto é o produto dos médulos. Provaremos

agora esta propriedade.
Proposicdo 28. Para quaisquer q,r € H temos que |qr| = |q]||.
Demonstragio. Para esta proposi¢do usaremos as propriedades (vi), (vii) e (viii) da
proposigdo 18. Se q = a +ii e r = x + W sdo quatérnios arbitrdrios, entdo
lqr? = [(a + @) (x + @)
{

= |(ax — (il,®)) + (ai + xii + il x ®)|?

(ax — (i, @))% + |ai + xil + il x D%

Agora como # X W é um vetor ortogonal a i/ e a W simultaneamente, entdo
il X @ é um vetor ortogonal a qualquer combinacdo linear entre i e W, em particular

a (aw + xif). Desta forma,

lgr? = (ax — (il,@))* + |ad + xil + il X D

= a?x* — 2ax(il, @) + (i, ®)* + |a® + xil|* + |il x ©|>
= a?x? — 2ax(il, @) + |a@ + xii|? + |ii|*| @)

— u2x2+a2‘w‘2+x2’ﬁ|2+ W»\ZW”Z

= (a® + [a@*) («* + [@]?) = |q[*|r[
e a igualdade desejada segue extraindo a raiz quadrada em ambos os membros. O

Corolério 29. Se g € H* entdo |q7!| = ﬁ = |q|~.

Demonstragido. Se q # 0 entdo g é invertivel, e portanto existe g~! de forma que

g ) =@ g =1
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Tomando o médulo em ambos 0os membros e levando em conta a proposigdo

anterior, temos que

lqllg ™" = la(g M = 1] = 1.

Como g é ndo nulo, entdo |g| # 0, e portanto dividindo esta ultima igualdade

por |g| segue que
1

—1 _
=7

q

Proposicao 30. Se q,r € H entio

|9+ < lqf + |l

Demonstracido. Se q = a + il e r = x + W entdo

a+x)2+ (|i] + |@|)?
= a* 4 2ax + x* + |il|* + 2|il||@| + |@|?
= a® + |t + 2(ax + |if]|@|) + x* + |@|?

< [q]* +2(Jax| + Ji]|@]) + |r]*
Também notemos que
(lax| + []|@])* = a®x* + 2|ax||d| @] + |7 |T ],
e usando o fato de que 2aB < a® + B2 quaisquer que sejam « e f3 reais, entdo

(lax| + |it||@])* = a®x® + 2|ax| ||| + |i]*|]*
< a2x2+x2‘m2+az‘a»}’2+ ‘ﬁ’Z‘ZT)‘Z
= (a® + |i@]*) (&* + @) = ||,
donde
|ax| 4 [i||@] < |q||r].
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Segue que

g +7* < 191 +2(lax| + |]|@]) + |r[
< lql* +2qllr| + 71> = (lal + |7])
e a desigualdade desejada é obtida extraindo raiz quadrada em ambos 0os membros.

O

Corolario 31. Se q,r € Hentio ||q| — |r]| < |qg—71|.

Demonstragio. Dados quaisquer ¢q,r € H, usando a proposicdo anterior, temos que
gl = lg—r+rl <lg—rl+1r,

e assim,

lgl —1Ir| < |q—r].

Também,
rl=lr—q+4q| <[r—ql+lql,
e assim,
—lg—rl=~[r—ql < lq| = |r].
Segue portanto que,
—lg—rl<lal=lrl <lg—rl,

e das propridades do médulo de ntimeros reais,

gl = |rll < lg —rl.

Como mencionado anteriormente a ideia de conjugado é baseada na ideia de
que, dado g € H, encontremos um quatérnio denotado por 7 e que satisfaz g9 = 9 =
|q|%. Nestes termos se g = a + i queremos definir § = x + @ de forma que seja vélida
a igualdade

(a+10)(x + @) = |qf?,
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ou ainda
(ax — il - @) = |q]?
aw + xii + i x w = 0.
Naturalmente a segunda igualdade nos diz que os vetores i, W e il X @ de-

verdo ser linearmente dependentes e como i x @ é ortogonal a if e a W, entdo i e W é

que devem ser linearmente dependentes. Portanto @ = ai/ para algum « € R.

Substituindo isto na segunda igualdade em (6), e levando em conta que a (i x
if) = 0, obtemos

(aa + x)ii = 0.

Mas como i é arbitrdrio, ndo podemos esperar nesta ultima igualdade, que
ii = 0 sempre. Devemos entio pedir que (ax + x) = 0, ou que x = —ax. Substituindo

este x e W = ail, na primeira igualdade em (6), vem

q* = —a®a —ai]* = —a(a® + [7]*) = —alq]?,
e esta igualdade fica cumprida colocando a# = —1, inclusive quando 4 = 0. Segue
que x = —aa = ae @ = ail = —ii, e a igualdade (q7) = |g|? fica entdo satisfeita se

colocarmos § = x + @ = a — ii. Esta ideia motiva a préxima definicao.

Defini¢do 32. Seja q € H dado por g = a + ii = a + bi + ¢j + dk. Entdo o conjugado

de g é o quatérnio, denotado por 7, e definido por
g=a—u=a—"bi—cj—dk.
Vamos verificar a validade de algumas propriedades envolvendo a definigdo

de conjugado de um quatérnio. Tais propriedades sdo semelhantes as propriedades

envolvendo o conjugado de nimeros complexos.

Proposicgao 33. Sejam q,r € H e a € R. Entio,

iii) qr =7194;

iv) &g = ag;
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vii) g+ =2Re(q) e q—7q=2Im(q);

Demonstragiio. Para provar oitem (i),seq =a+ilentiog = () = (a — i) = (a+ i) =

q.

Para os itens (ii) e (iii), sejam g = a + il e r = b + 7. Entdo

e também

(
= (ab — (ii, 7)) + (a¥ + bii + il X )
= (ab — (i, 7)) — (a¥ + bii + i X T)
= (ab — (—ii, —0)) + (a(—70) + b(—il) + (i) x 7)
= (ba — (=0, —il)) +a(—7) + b(—i) — T x (—ii)
= (ba — (=0, —il)) + b(—il) + a(—79) 4+ (—7) x (—i)
=b—-9)(a—u)=(b+7)(a+iu)=77

Para os itens (iv), (v) e (vi) seja ¢ = a + ii. Entdo

_— — —

ag = wa(a+il) = (aa) + (ail) = (aa) — (ail) = a(a — if) = ag,

gqg=(a+iu)(a+1i)=(a+i)(a—i)
= (a* — (il, —ii)) + a(—il) + ail + il x (—if)

= (a* + (@, 1)) = (a* + |d@]*) = |qI?,
e a igualdade 7 g = |q|* é andloga. Também

72 = a? + | —il]? = a* + |i]* = |qI?,
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e portanto |g| = [g].
Para finalizar, isto é, para o item (vii), seja 4 = a + ii. Entdo,
g+q=(a+il)+ (a—il) =2a=2Re(g),

e também
g—q=(a+il)— (a—1il) =2 =2Im(q),

0 que termina esta demonstragéo. O

O uso do conjugado e do médulo de um quatérnio torna mais fécil a ideia de

encontrar 4~ no caso em que g # 0. A préxima proposigdo estabelece esta ideia.

Proposigdo 34. Seja q = (a + i) € H*. Entio o inverso de q, o quatérnio g~ € H* que
satisfaz qq~' = q~'q = 1, é dado por

1 1 .
= — = —\(a—Uu).
7= gE® = e

Demonstragio. Se q = a + il # 0, entdo da proposicao 21, segue imediatamente que

i 1 1 1

=———(a—i)=—@—i) =—(9).
T T e S @

Outra forma de ver isto sem o uso da proposigdo 21, apenas usando as pro-

priedades do médulo e do conjugado, é a que se segue. Dado g = (a + i) # 0, entdo

g # 0 também, e assim, 7 € invertivel. Desta forma,

5. Poténcias inteiras de um quatérnio

Definicdo 35. Se g € H* e m € Z entdo definimos a m-ésima poténcia de g recursiva-

mente por

1 se m=0,
q" =9 (@™ Hg=q(@" ") se m>0,
(@H™™ se m<0

No caso em que g = 0 e m > 0 entdo definimos também 4" = 0" = 0.
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Observe que nao definimos 0°, e também 0~" com n € N, no conjunto dos
quatérnios. Isto se deve as mesmas razdes que levam 0 e 0~" com n € IN, ndo estarem
definidos no conjunto dos ntimeros reais ou dos niimeros complexos. Também ndo
temos muito interesse na defini¢do de poténcias negativas de um quatérnio, uma vez
que uma série de poténcias s6 abrange as poténcias positivas. Fizemos esta defini¢do

apenas para tornar o texto mais completo.

Vejamos algumas consequéncias imediatas da definigdo anterior. A igualdade
g™ = (g~1)~™ usada para o caso em que m < 0 é também valida para o caso m > 0,
pois neste caso, (471)™" = ((¢71)™H)" = (¢"). Também é valido que q'! = q para
qualquer g € H. A igualdade (¢"!)g = g(¢"!) usada para m > 0 é garantida pela

associatividade da multiplicacdo de quatérnios.

Proposicao 36. Se g € Hem,n € Z entio

i) (q71)" = (q")~" quando q # 0;

i) (4")(q") = 4"

i) (") = g

i) |q"[ = lqI",
com as devidas restrigoes m > 0 e n > 0 no caso em que q = 0.
Demonstragido. Observamos primeiro que, com excegdo de (i), que obriga g # 0, as
demais igualdades sdo trivialmente satisfeitas se g = 0, e portanto vamos considerar
em toda esta demonstracdo que g # 0. A ideia desta demonstragdo, em cada item,

é primeiro usar inducdo finita sobre n > 0 e qualquer que seja m € Z quando for o

caso, e depois a prova para n < 0.

Para a prova de (i), se n = 0 temos claramente que (g1)? =1 = (1)7! =
(g°)~!. Suponha agora a igualdade vélida para n, isto é, (37!)" = (g"")~!. Paran + 1,
temos que
(@) =@ g =@ =) =)
Agora se n < 0 entdo, usando a definigdo de poténcia negativa e a validade da igual-

dade para poténcias positivas, temos

@)= ) )" =a"=((g") ) =g ="
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Para (ii), se n = 0 entdo trivialmente (g™)(q°) = g™ = g"*0

para qualquer
m € Z. Suponha agora a igualdade vélida para n € N, isto é, (¢") - (¢") = g"™"

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(@M@ ) = (@")((a")) = ((4")(9")g = (4" ")g = (9" ).

Se n < 0 entdo, usando a definicdo de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
@)@ =@ )" =) ™)™ =@ )" =g )" = (g,

Para (iii), o caso n = 0 é trivialmente satisfeito pois ()" = 1 = ¢q° = g™ para
qualquer m € Z. Suponha agora a igualdade vélida para n € N, isto ¢, (g™)" = q""

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(g™ = (") (") = (") (q") = g = g,

E para n < 0, usando a defini¢do de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
@) = (™D = (7)) = ) = g
Para (iv), se n = 0 entdo trivialmente |¢°| = |1| = 1 = |¢|°. Suponha agora
a igualdade vélida para n € N, isto é, |¢"| = |g|". Para n + 1, usando o item (i) da

Proposicao 28, temos

9" = |9"q] = |9"]|q] = |q]"|q| = |q]"*".

E para n < 0, usando a defini¢do de poténcia negativa, as igualdades ja provadas e o

item (ii) da Proposigdo 28, temos

" =1 )" =17 = () ™" = el

O leitor poderd perceber que nesta tltima proposicdo faltam propriedades
conhecidas sobre poténcias. Ressaltamos que em virtude da ndo comutatividade
da multiplicagdo dos quatérnios, algumas propriedades sobre poténcia, validas para
numeros reais ou complexos, perdem a validade no conjunto dos quatérnios. Como
exemplo citamos que ndo é sempre valida a igualdade (g192)" = (91)"(92)". De fato,

basta colocar q; =i, g2 = j, n = 2, e temos

(i) =k = =1 #1=(-1)(-1) = (*)(/*).
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6. Sequéncias e séries de quatérnios

O estudo das séries convergentes de quatérnios tem um papel fundamental
para este texto. Isto porque a abordagem que escolhemos para definir as fungdes
elementares a valores quatérnios, assunto principal deste texto, é a abordagem por
séries de poténcia. Para o estudo das séries de poténcia é necessério o estudo também

das sequéncias convergentes.

6.1. SEQUENCIAS DE QUATERNIOS.

Definic¢do 37. Uma sequéncia infinita, ou simplesmente uma sequéncia, de quatérnios

é uma sucessdo infinita de nimeros quatérnios,

d1,92,493, s qns -+

sendo esta sequéncia representada, da mesma forma que as sequéncias de ntimeros
reais ou de nimeros complexos, por {g, }neNn+ Ou (§n)nenN+ Ou ainda de forma mais

simplificada, {g,} ou (qn).

Definicdo 38. Uma sequéncia de quatérnios (g,) é dita ser convergente, se existir

algum g € H tal que, para qualquer € > 0, existe ng € IN, tal que

lqn—q] <e

para todo n > ng. Neste caso, dizemos que (g,) converge para g e escrevemos g, — (,
ou ainda que g é o limite de (g,) e escrevemos lim g, = g ou mais simplesmente
n—oo

limg, = q.

No caso de ndo existir o quatérnio g a que se refere a defini¢do anterior, entdo

a sequéncia (gq,) é dita ndo convergente, ou divergente.

Teorema 39. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios. Para cada n € IN* suponha
que Gy = ay + bpi + cnj + dpk. Entdo (q,) converge, se e somente se, (an), (bn), (cn) € (dn)

convergem. Além disso,
limg, = (limay,) 4+ (limb,) i+ (limc,) j + (limd,) k.
Demonstragido. Suponha primeiro que (g,) é uma sequéncia convengente e também

que qn = a, + byi + cyj +dyk para cada n € IN*. Seja g = a + bi + ¢j + dk o limite da

sequéncia (g, ). Mostraremos que a, — a, b, — b, ¢, — ced, — d.
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Dado & > 0 arbitrario, como g, — g, existe ny € IN, tal que

lan —ql <e
para todo n > ng. Desta forma, para todo n > ng, temos
lay —al* < |ay, —a|*> + |by — b]* + |cy — c|* + |d, — d?
= |(an —a) + (by —b)i+ (cn — )j + (dn — Dk|* = |gn — q* < €,

donde |a, —a| < ¢, e entdo, a, — a. Analogamente obteremos que b, — b, ¢, — c e

d, — d.

Reciprocamente suponha que a, — a, b, —+ b, ¢, = c e d, — d. Mostraremos
que g, — a+ bi+cj+ dk. Seja € > 0 arbitrario. Para o ntimero real { > 0, existem

ny,ny,n3, ng € N, tais que

€

la, —al| < 4 sempreque > ny,
€

|bp — b| < g sempreque 1>y
€

len —¢| < § sempreque 1> ns,
€

|dy —d| < 4 sempreque n >y

Tomando ny = max{ny, ny, n3, ny} temos que quando n > ny entdo n > ny,

n > ny, n > nzen > ny simultaneamente. Portanto, para todo n > ny temos que,

|(an + byi + cuj + duk) — (a+ bi+ cj + dk)|

[(an —a) + (by = b)i+ (cn — c)j + (dn — d)K|
< [(@n = a)| +[(bn = b)| + |(cn — )| + [(dn — d)|
s S

<t i il
4 4 4 4 7

|Gy — (a4 bi + ¢j + dk)|

donde g, — (a + bi + cj + dk). Para finalizar, basta ver que se g, = a, + bni + cnj + dyk
converge para q = a + bi + c¢j + dk, entdo

limg, =qg=a+0bi+cj+dk = (lima,) + (limb,) i+ (limcy,) j + (limd,) k,
como desejado. O

Corolario 40. Uma sequéncia (q,) converge para q € H, se e somente se, (Re(q,)) e
(Im(qn)) convergem respectivamente para Re(q) e Im(q). De outra forma, se g, = an + iiy

e q = a+ii, entdo q, — q, se e somente se a, — a e i, — il.
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O préximo lema nao serd demonstrado pois é uma consequéncia do Teorema
39 e da validade do préprio lema para sequéncias de nimeros reais.

Lema 41. Se uma sequéncia (q,) de quatérnios converge, entdo toda subsequéncia de (qn)

converge para o mesmo limite da sequéncia (qy).
Proposicdo 42. Sejam (qn) e (rn) sequéncias de quatérnios convergentes, para q e r respecti-
vamente. Entdo,
i) (aqn) — (aq), para qualquer x € R;
i) (gn+r) — (g+7);
iii) (qurn) — (qr);
) Gn — q;
v) |qu| — |4].

Demonstragio. Para todos os itens a prova seguird os mesmos passos do caso de

sequéncias de nimeros reais ou de nimeros complexos.

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como por hipétese (4,) converge para g, entdo existe

€
la|+1

np € N, tal que |7, — q| < sempre que n > ny. Desta forma, para todo n > n,

temos
B e o
[(aqn) = (aq)| = lallgn —q| < lalp—g = e =7 <@

donde segue que (ag,) — (aq).

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como por hipétese (g,) converge para g, entdo existe

ny € N, tal que |g, —g| < 5 sempre que n > n;. Também como (r,) converge

para r, entdo existe n, € IN, tal que |r, —r| < 5 sempre que n > ny. Escolhemos
ng = max{ny, ny}, e desta forma, para todo n > ny temos

s

2~ %

€
[(Gn+10) = (@ +1) =lgn—q+ran—7| < g —q| + [ — 7| < 5T
donde segue que (g, +tn) — (9 +7).

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como (g,) converge para g, entdo existe n; € IN, tal que
lgn —q| < m sempre que 1 > n1. Além disso, existe n, € IN tal que, |q, —g| < 1,

sempre que 1 > np. Entdo para n > np temos,

qnl = lgn —q+4q] <lqn—ql+lq] <1+|q].
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Também como (r,) converge para r, entdo existe n3 € IN, tal que |r, —r| <

2(|qT+1) sempre que n > n3. Escolhemos ny = max{n, nz,n3}, e entdo para todo

n > ng temos simultaneamente n > ny, n > n, e n > n3 e assim,

‘(qn”n) - (qr)\ = ‘ann — qn? + qnt — ‘V‘
< gulra =)+ 1(n — )7
— 1gullrn — |+ |3 —qllr]
&
< (1+ + |7
ST VR Ty

e |r| cELE
2/r+1 "2 "2

s

_|_

:8,

N ™

donde segue que (qutn) — (g7).

Dado ¢ > 0, da hipétese g, — ¢, existe np € IN tal que, para todo n > ng

cumpre-se |, — q| < e. Logo para todo n > ng temos,

T =4 = lgn —q] = lgn —q| <&,
donde, g7, — 7.

Seja ¢ > 0. Da hipétese g, — g, existe np € IN tal que para todo n > ng

cumpre-se |, — q| < €. Logo, usando o Coroldrio 31, para todo n > ng temos,

gn| —1gl] <lgn—ql <&,

o que garante que |g,| — |g|. Isto termina esta demonstracao. 0

6.2. SERIES DE QUATERNIOS.

Defini¢do 43. Dada uma sequéncia (g,) de quatérnios, a soma dos infinitos termos g,

é denominada uma série (de quatérnios) e é expressa por

(]
Y =+t at gt
n=1
Também representaremos uma série de quatérnios simplificadamente por
Y_qu, e entendemos que a soma é em n € IN*.

Definicao 44. Dizemos que uma série ) g, converge ou é convergente, se existir o

limite da sequéncia (S;,), chamada de sequéncia das somas parciais, e dada por

Sw=Y qn=q+G+" +qn

n=1
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No caso da sequéncia (S,), e consequentemente a série Y g,, convergir entdo a série
é dita ser convergente para o limite da sequéncia, e escrevemos
(o)
Y qu = ;lqn = 5= lim S, =1im S,

No caso de ndo existir o limite da sequéncia das somas parciais (S, ), entdo a

série ) _q, é dita divergente ou ndo convergente.

Teorema 45. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios, e para cada n € IN* suponha
que qn = an + byi + cyj +dyk. Entdo ) q, converge, se e somente se, Y a, Y by, Y. cne ). dy

convergem. Além disso,

2gn = (uan) + (bn) i+ (en) j+ (udn) k.

Demonstragio. Para cada m € IN¥, seja
m

m
Su=Y_qn =Y (an+bui+ cnj + duk)
n=1

n=1

— (éan> + (ébn) i+ (écn)]ﬂr <§dn) k

sendo que (Aw), (Bm), (Cn) e (Dyy) sdo as sequéncias (de nimeros reais) das somas

parciais das séries }_ay,, Y by, Y c, e ). d, respecivamente.

Agora temos entdo da defini¢do de série convergente que ) g, converge se
e somente se (S;,) converge. Do Teorema 39, (S,,) converge se e somente se (Ap),
(Bm), (Cy) e (D) convergem. Dos resultados de sequéncias e séries de nimeros
reais, (Am), (Bm), (Cpn) e (Dy) convergem se e somente se Y a,, Y by, Y.cn € Y dy

convergem.

Segue que ) g, converge se e somente se ) ay, Y by, Y ¢y € ). d, convergem.

Além disso,

Y gn =1imS,, = (lim Ay,) + (im By,) i + (im Cy,) j + (lim Dy,) k

= (Y an)+ (Y bn)i+ (Y ocn)j+ (Y dn)k
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Corolario 46. Uma série Y q, converge se, e somente se, convergem as séries y_ Re(qy,) e

Y. Im(qy,). Além disso,
an = ZRe(qn) + Zlm(qn).

Teorema 47. Se ) q, converge, entio g, — 0.

Demonstragio. Sejam

m
Sm - Z dn, e S = thm
n=1
Para cada n € IN*, temos que g, = S, — S;,—1. Sendo (S,_1) uma sub-

sequéncia da sequéncia (S,), o lema 41 garante que (S,,—1) converge para 0 mesmo

limite de (S,). Segue que
limg, = lim(S, — S,-1) =lim S, —limS, 1 =S-S5 =0,

donde g, — 0. O

O préximo corolério ndo serd provado pois é a contrapositiva equivalente do

teorema anterior.

Corolario 48. Dada uma sequéncia de quatérnios (qn), se qn nio converge para zero entio

Y_qu € divergente.

Definicao 49. Uma série ) g, é dita absolutamente convergente se, e somente se,

Y- |qn| for convergente.
Observe que na defini¢do anterior, embora ) g, seja uma série de quatérnios,
a série }_ |q,| é uma série de ntiimeros reais positivos.

Teorema 50. Se ) q, é absolutamente convergente, entio ) q, é convergente.

Demonstragio. Suponha que }_q, é absolutamente convergente. Da definicdo de série
absolutamente convergente segue entdo que Y |g,| é uma série (de numeros reais)

convergente.
Para cada n € IN¥, seja g, = a, + byi + ¢,j + dpk. Como
|an| < |qnl,

para cada n € IN¥, entdo do teste da comparacdo para séries de ntimeros reais temos

que Y |a,| é convergente. Entdo ) a, é uma série de nimeros reais absolutamente
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convergente, e portanto convergente. Pela mesma razao, Y_by,, Y .c, e }_d, sdo séries

convergentes. Segue do Teorema 45 que ) g, converge. O

O teorema que acabamos de provar tem grande importancia. Ele permite
que usemos conhecimentos sobre a série de nimeros reais ) |g,| para decidir a con-
vergéncia da série de nimeros quatérnios ) g,. Dentre outras vantagens podemos
fazer uso de dois importantes testes de convergéncia de séries de nimeros reais, a

saber, os testes da razdo e da raiz.

Teorema 51 (Teste da Razdo). Seja ) q, uma série de quatérnios e suponha que

dn+1
dn

= L.

lim ‘
Entdo, se L < 1, a série ) qy, é (absolutamente) convergente.

Demonstragio. Supondo lim ‘qﬁ;—ﬂl' = L < 1, entdo pelo teste da razdo para séries de
n
numeros reais, a série ) |q,| € uma série convergente. Seque que }_ g, é absolutamente

convergente e entdo do Teorema 50, é uma série convergente. O

Teorema 52 (Teste da Raiz). Seja ) g, uma série de quatérnios e suponha que
lim {/|gn| = L.

Se L <1, a série ') qy é (absolutamente) convergente.

Demonstragio. Como lim {/|q,| = L < 1, entdo pelo teste da raiz para séries de
nimeros reais, a série ) |g,| é uma série convergente. Seque que ) g, é absoluta-

mente convergente e portanto convergente. o

Podemos também provar, nos dois taltimos teoremas que se L > 1 entdo em
qualquer um dos testes a série ) g, é divergente. Ndo enunciamos nem demonstra-
mos esta afirmacdo porque ela ndo nos interessa diretamente neste texto. Também,
lembremos que ambos os testes sdo inconclusivos se L = 1. E possivel obter séries
divergentes e convergentes que cumprem L = 1 em ambos os testes. Neste caso, isto

é, quando L = 1, outro teste deve ser aplicado.
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7. Fun¢des elementares no conjunto dos quatérnios

Vamos agora definir algumas das fungdes elementares a valores quatérnios.
Estamos particularmente interessados nas fungdes exponencial, trigonométricas e tri-
gonométricas hiperbdlicas de um quatérnio. O método que usaremos é a abordagem

por séries de poténcia.

Durante toda esta etapa, dado um quatérnio g4 = a + ii, estaremos supondo
que il # 0 e consequentemente que |if| # 0. Isto se deve ao fato de que se i = 0 entdo
podemos considerar que g = a + 0 € R, e est4 fora dos nossos interesses (re)estudar

as fungdes elementares no conjunto dos ntimeros reais.

7.1. A FUNGAO EXPONENCIAL. Sabemos que se x € IR, entdo é vélida a igualdade
n 2 3 i

X
x_E: —
‘ _n*O_]l'_1+x+E+§+I+.”.

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série
seja convergente. Verificaremos entdo quais os valores de x € IH tais que a série

converge.

X
Dado g € H arbitrario, considerando a série ), %,

n=0

e aplicando o teste da

razao, temos

n+1
q

(n+1)!
qn

nl

n+1 |
zlian' —l'ml20<l,

li —
S e (n+ 1)l g[" ~ noeo (n+1)

n—o00

™ on
donde segue que a série 20 % é absolutamente convergente, e portanto convergente,
n=
qualquer que seja g € IH. Usamos entdo a igualdade em série de poténcias da fungao

exponencial de varidvel real para definir a fun¢do exponencial de um quatérnio.

Defini¢ao 53. Dado g € H, definimos a exponencial de 4, como sendo o quatérnio

representado por e, e dado por

0 n 2 3 4
gy 1 _ I N
e n;o”! L R TR TR TE 7)
Observe que assumimos nesta igualdade que q° = 1 independente do

quatérnio g4 € H. Esta convencdo é por pura simplicidade para ndo sermos obri-

®  n
gados a escrever ¢/ = 1+ Y L. Apesar desta defini¢cdo ser importante, queremos
n=1""
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obter uma expressdo mais simples que nos permita mais facilmente calcular e/ para

um dado g € H.

Lembremos primeiro que, dados x,y € R entdo é vélida a expansao binomial
ey =3 (M)
r=0 \T ’
e esta igualdade ndo é verdadeira para todos x,y € H, em virtude da ndo comutati-
vidade do produto entre quatérnios. Entretanto se x € R e y € H entdo xy = yx e
neste caso a expansdo binomial fica vélida para o termo (a + if)". Segue entdo que

n n |
(ﬂ + 17[)" _ Z (7’[) AV = Z %an—rﬁr. (8)

= (n—r)!

O lema a seguir nos ajudara a trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta dltima igualdade.

Lema 54. Para qualquer m € IN,

[ee] n (0] n
1 n—r=r+m a 1 —1M 1 n—r=zr+m+1
a u =e —u + a i .
n;or;o(”rm)!(n—r)! m! ,gog)(r+m+1)!(n—r)!

Demonstragio. Dado qualquer m € IN e comecando com

0 n
1 n—rzr+m
atuttm,
n;()r:ZO (r+m)l(n—r)!

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos r = 0 do so-

matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

0o n 1
Z Z anfrl—[ﬂrm
n=0r 0(1’ + m)'(n B 1’)'
= iaOﬁm + - Z 1 gt tm
m! == r+m)l(n—r)!
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n—r=2r+m

m'n!anﬁmjL L L (r4+m)!(n —r)!a !

o0 1 [e) n 1
— _— gm 1 - n n—r=or+m
m" < +Zn!a>+zz(7+m)!(n—r)!a "

_ 1 —m a n+l—r=r+m
T jLZ:‘;‘(r—|—m)!(n—|—1—r)!a "

oo n 1

1 =M 0 n—r=2r+m+1
=—u-e + E E a’ 'u .
m == r+m+ 1) (n—r1)!

o0
el = Z 2 ri(n — r)!anfrgr

a
== (r+4)!(n—r)!

1 1 1 2w
— a2 a_— =22 a— =3 a -~ =4
=e¢ t+eute T +e S!u +e ' +1;);)(r+5)!(n_r)! ,

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

i, 9)

%
[

gk
9]

ENY
A
=
I
x
IS
18

i = (0 + @) (0+ 1) = (0 (i, i) + (0ff + 0 + if x i) = — (il i) = —|iil?,
e entdo quando n = 2r é par, temos que
T L—l»Zr — (ﬁZ)r — (_|L—[|2)r — (_1)r L—[|2r/

e quando n = 2r + 1 é impar,
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Separando o somatério em (9), nas suas parcelas com n par e com n impar,

temos
el = ¢ i lﬁ”
- n!
n=0

— ea i 1 L—[Zn + i 1 —2n+1
= (2n)! = (2n+1)!
1 ad 1

= (=1)" @ + (~1)" @it
1;,(271)' E(Zn-{—l)'
1 1 & 1

— ea ( 1)n ﬁlzn‘f‘ﬁT ( 1)n|—»|2n+1
1;,(271)' || = (2n+1)!

=e" <cos(|ﬁ|) + |4sen(|ﬁ|)) ,
sendo que a pentltima igualdade se justifica pois |ii| # 0.

Segue finalmente que para ¢ = a + ii € H a exponencial de g é dada por

¢ ¢ (cos(|i[]) +Ma).

]

Formalmente temos entdo uma defini¢do alternativa para a exponencial de

um quatérnio sem o uso explicito das séries de poténcia.

Defini¢dao 55. Dado q = (a+ i) € H, definimos a exponencial de g, como sendo o

quatérnio representado por ¢7, e dado por

=L

el =e” (cos |if] + se|r;||u|b_[) =¢" (cos |it| + Wsen\ﬁ]) , (10)

quando |if| # 0 e por 7 = ¢* quando |ii| = 0.
A seguir apresentamos algumas igualdades da fun¢do exponencial de varidvel

quaternidnica. Sado propriedades vélidas para varidveis reais ou complexas. A

demonstracdo ndo apresenta dificuldades técnicas.

Proposicdo 56. Para qualquer quatérnio q = a + ii, tem-se

iii) 1 #0,
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iv) le*| =1,

v) e 1= (e)71,
Demonstragio. Todas as igualdades sdo triviais se i = 0, pois recaem ao caso real.

Vamos entdo considerar agora q = a + i um quatérnio arbitrario com i # 0.

Para estabelecer o item (i) basta ver que
il 0+ __ — i —
et =" = (cos|u|+msen|u|),

e sendo ¢ um numero real,

el = ¢ (cos |i] + 2 sen |L7|> =¢f.

I

Para o item (i), temos que

o 2
e = |e” (cos|ﬁ| + |%ser1|ﬁ|)
. 7] . 2
= |e” cos |if] + = sen |ii]
i
" il
= (e cos |if])* + msen\m
2a|ﬁ|2
= ¢* cos? |if] + — =5 sen? |il|
||

= ¢ (cos2 |if| + sen? \ﬁ]) = %,
e a igualdade desejada segue agora extraindo raiz quadrada em ambos os membros.

O item (iii) é uma consequéncia imediata do item (ii). Ja que |¢7| = e? # 0
qualquer que seja g = a + i/, e 0 médulo de um quatérnio é nulo se e somente se o

quatérnio é nulo, entdo segue que ¢7 # 0 qualquer que seja g.
O item (iv) é também consequéncia imediata dos itens anteriores, pois
o] = [ee] = || = ¢,
e a igualdade desejada segue dividindo ambos os membros por e“.

Finalmente para o item (v) temos que como e7 # 0 entdo e7 é invertivel. Além

disso, de acordo com a proposicdo 34, é valida a igualdade
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Entao
1\ — 1 . i _
(' =(—5])e"= - )e | cosli] + — sen|i
€] e ]
1 -
= eTae“ (cos |i] — %senhﬂ)
=e " (cos| — | + ‘ _L:_” sen | — ﬁ|) =e1,
e isto termina esta demonstragao. O

E preciso tomar cuidado ao admitir a validade de expressdes para o caso
quatérnio, que sdo clédssicas para a exponencial de varidvel real ou de varidavel com-
plexa. E facil ver que e7*" = e’ ndo é valida para quaisquer que sejam g,r € H. De
fato, basta ver que

" 1
et = cos V2 + (i +j)ﬁ senv/2,

e no entanto

elel = (cos1+isen1)(cos1+jsenl) = cos?>1+ (i +j)(sen1)(cos1) + ksen®1.

7.2. As FUNQOES TRIGONOMETRICAS. Sabemos que para todo x € IR, é valida a ex-

pressao,
x2n+1

sen(x):x———i————_—l—---: i](_l)n(Zn——i-l)!'

n—=
A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € IH, desde que a série

seja convergente. Verificaremos para quais valores de ¢ € H isso acontece. Dado

g € H arbitrério, temos

_ +1 q2n+3
o lal _ o [
lim FA lim e
n—oo n—oo

i ((—1)”m

U | N IR L s
e T T P s R e G P T i B

Segue, do teste da razdo, que a série )| (—1)”% é absolutamente conver-

n=0
gente, e portanto convergente, qualquer que seja g € IH. Com isto, podemos entao

definir a fungdo seno de um quatérnio q pela igualdade em série de poténcia.
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Defini¢do 57. Dado um quatérnio g, o seno de g é o quatérnio representado por seng,

dado pela expressao
2n+1

Ny 1
sen(q) = n;o(_l) [ZEE

Como no caso da fungdo exponencial, queremos obter uma expressdo mais
simples que nos permita calcular o valor do seno de um ntmero quatérnio sem a

necessidade de determinar a soma da série.

Para isto, considere g = a + i € H. Aplicando a definicdo anterior temos

" (a _|_ ﬁ)2n+1

(a+ @)  (ati) (atud)
(2n+1)!

3! 51 7! +oo (1)

(11)

sen(q) = (a+ i) —

Usando novamente a expanséo binomial (8), podemos reescrever (11) como

> 2n+1 _ = (_1)11 —\2n-+1
sen(q) = ), ;5= 7y 2n+1 _Z At
n=0

B
=)

00 2n+1
Z 1)11 % (271 + 1)! a2nfr+lﬁr
(2n+1)! rl(2n —r+1)!

= (_1)11 2n—r+1=r
; ; '(2n —r+1)! ? v

O préximo lema sera ttil para trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta tltima igualdade.

Lema 58. Para qualquer m € N,
oo 2n+1 (_1);1

nzb rzo (r+m)! (2n—r+1)

2n r+1 —»r+m

1 1
= —ii"sen(a) + ————ii" ! cos(a)

m! (m+1)!
_ >, Hd (_1)71 2n—r+1r+m-+2
S A,
== r+m+2)(2n—r+1)!
Demonstragdo. Tomando

2, 2l (_1)n 2n—r+1=r+m

Y. ) ' a T

n=0 r=0 (r+m)'(2n_r+1)-

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos ¥ = 0 do so-
matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos
oo 2n+1 (_1)n

L) (r+m)!(2n — r—|—1)!a

n=0 r=0

2n—r+1 ﬁr—&—m
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1, (P TR & (=1)" g2n—r+1grtm
T +m +nz‘1; r+m)(2n—r+1)
= % L i 1)!7””+l
o _qyn 241 1y
* 1; (m!((Zn %)— 1)!a2n+1ﬁm * ; (r + m)((Zn)— r+1)! aznr+1ﬁr+m)
— % 4 ( 1 g+ i . (( 2n+1ﬁm
Ik S

(r—l—m) (2n—r—|—1)!

1
_ 1 = 2n+1 1 —m+1
N ( ; 2n+1 +(m+1)!”

+ izﬁl (_1)11 Zn r+1—»r+m
n=1 r= 1’-|—7’I’l) (2n—r—|—1)
1 —1M 1 — 1 >, 2utl (_1)1/1 2n—r—+1
= — " sen(a) + ———i m+l 4 gl
m! (a) (m+1)! nzl rz1 (r+m)!(2n —r+1)!

Separando novamente os temos em r = 1 do somatoério interno, temos

co 2n+1 —1)"
n—r+1—r+m
1 S
= = (r+m)!(2n—r+1)!
1 " 1 oo 2n+1 (_1);1 3
= —il"sen(a +—Hm+1 + g2 Lgrtm
m! (@) (m+1)! nzlrz‘ (r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m 1 —m+1
=i sen(a) + mu
+ Z )n aZnﬁerl +2%1 (_1)71 a2n7r+lﬁr+m
m+1 )1(2n)! = (r+m)i(2n —r+1)!
(_1);1 2n1/—[m—|—1

1, 1 s
= —i"sen(a) + ———a" "+ ) —
m! (m+1)! rg(erl)!(Zn)!

izgl (_1)n 2n—r+1=r+m
+ a”t T
= = r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m 1 —m—+1 - (_1)11 2n
= il sen(a)+—(m+1)!u 1+,;1 (Zn)!a
+ i 2%1 (_1)n Zn—r—l—lﬁr—l—m
== r+m)!(2n—r+1)!
_ 1 —m —m+1
=il sen(a) + C +1)!u cos(a)
>, AL (_1)n a2n—r—|—3ﬁr+m

- L Z (r+m)!(2n —r+ 3)!

n=0 r=
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1 Tiian
(m+1)!

_ i 2%1 (_1)n a2n—r+1ﬁr+m+2

(r+m+2)!12n—r+1)! '

n=0 r=

1 —m
= i sen(a) + cos(a)

Usando agora repetidamente este lema temos que

oo 2n+1 (_1)11

sen(q) = ). ), r!(2n—r+1)!“2n_r+lﬁr

n=0 r=0

co 2n+1 (—=1)"
= sen(a) + il cos(a) Z Z (r+2)! (2n—r+1)

n=0 r=

2n r+1 —»r+2

1 1 1 1
= sen(a) + L_[cos(a) — Eﬁz sen(a) — §u3 cos(a) + Iﬁ‘l sen(a) + §u5 cos(a)

2, 2t (_1)11 a2n—r+1ﬁr+6

L) (r+6)!(2n—r+1)!

n=0 r=0

_ - [ L5 L4 L5

= sen(a) + il cos(a) — >t sen(a) — TR cos(a) + a sen(a) + = cos(a)

~ Lt sen(a) 1.7 cos(a) + i 2§1 (—1)" J2n—r+1r+8
7! = = r+8)(2n—r+1)! ’

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

- —»271 - (_1)11 —2n+1
sen(q) = sen(a + cos(a) ,
L 21y
e usando novamente que #?" = (—1)"|ii]*", e que #*"*1 = (—1)"|if|*"ii, entdo temos
que
sen(q) = sen(a) i (_1)n(—1)”|u|2”+cos(a) i (=1)" (—1)"it)*" it
= (2n)! = (2n+1)!
— sen(a) Y o [t i cos(a) ¥ e [P
(2n) i . O(Zn—l—l)'
1
= sen(a) cosh(|if]) Wcos(a)senh(|ﬁ|),

sendo que nas duas ultimas expressdes usamos o fato de que [if| # 0. Temos portanto

a definigdo que se segue.
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Defini¢do 59. Dado g = a + il € H, o seno de g é o quatérnio denotado por sen(q),

ou seng, e dado por,

seng = sen(a) cosh || + ii—- cos(a) senh |ii], (12)

se il # 0 e por seng = sena no caso em que Im(q) = il = 0.

Repetiremos o processo anterior para a fungdo cosseno. Sabemos que para
todo x € R, é vélida a espansdo em série de poténcia

xr xt «f

o xZn
cosx=1—Zrdm =+ Z

2n)t

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série

seja convergente. Vamos verificar para quais quatérnios esta convergéncia é satisfeita.

Dado g € H arbitrario, temos

2n+2

(_1)n+1 6]” [
lim ‘qn+1| — lim ‘ (22:‘2)'
g2 (2nm)t l9/?

= lim =0<1.

it (20 +2)1 [g2n  noee (21 +2)(2n + 1)

q2
@)

gente, e consequentemente convergente qualquer que seja g € IH. Podemos entdo

é absolutamente conver-

(o]
Segue, do teste da razdo, que a série ), (—1)"
n=0

definir, pela série de poténcia, o cosseno de um quatérnio.

Defini¢ao 60. Dado um quatérnio arbitrario g, definimos o cosseno de g como sendo

o quatérnio representado por cos(q), e determinado por

00 2n

cosq = Z(—l)”(gn)!.

n=0

Novamente esta definicdo é importante, mas queremos obter uma expressao
mais simples que nos permita calcular o valor do cosseno de um quatérnio sem de-

terminar a soma da série. Usando a expressdo binomial (8), podemos escrever

cosq = i (_1)?‘7271 = i (_1)n(a+ﬁ)2n

= (2n)! — (2n)!
— = (_1)11 % (21’1)! —ri = i 2Zn n Zn T
= (2n)! = r!(Zn—r) = = Zn —7) '

O lema a seguir servird para tratar o somatério duplo do segundo membro

desta ultima igualdade.
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Lema 61. Para qualquer m € N,

i ZZn (_1)11 a2n—r1/—[r+m
= r:O(r +m)!(2n —r)!
— 1 s 1 —m+1
= i cos(a) — mu sen(a)
_ i % (_1)11 a2n7rﬁr+m+2.
== r+m+2)!(2n —r)!
Demonstracido. Comegando com
i % (_1)71 aZn—rﬁr—i—m
== r+m)!(2n —r)!

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos ¥ = 0 do so-

matdrio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

co 2n (_1);1
Z Z aZn—rﬁr—&—m
== (r +m)!(2n —r)!
1 —m >, (_1)11 Zn—r—»r—&—m
= %u + Z u

n=1r=0 (1’—1— ) ( n—r)'
2

n

) a2nr7/—[r+m>

(-
L <r+m><n—r>'
1

3
=

N

=
SN—

— ib—[m + i (_1);1 aZnL—[m 4+ i Zn: )n aZn—rﬁr—&—m
m! = m!(2n)! o r+m —7)!
1y o (D" o SR 1)” nr
= —1 1+ + " rur+m
m! < n;l (2n). > 1;17 (r+m)!(2n —r1)!
= —ii" cos(a) + a? T2
! nz—o = (r+m)!(2n—r+2)'
A (-1t 2n—r41r+m+l
= —i" cos(a) + g2n—r+lgrtm
! (a) n;)r—o (r+m+1)!12n—r+1)!
2n+1 (_1)n

2n—r+1b—[r+m+1.

I
2
g
(@)
2
=
|
e

C (r+m+1)1(2n —r+1)! 4

3
Il
o
-
H

Separando novamente os temos em » = 0 do somatorio interno, temos

co 2n (_1)n
Z Z a2n—r+lb—l»r+m
== O(r +m)!(2n —r)!
1 2, 2l (_1)n 2n—r+1=r+m+1
_ﬁu cos(a ’;O; r—i—m—i—l) (2n—r—|—1)!a !

[e0]

2n+1-m+1

_ Lgm cos(a) — ) a”" i
~om! = m—|—1 2n—|—1)
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i (=1)" 2n—r41orm+1
n—r+1-r+m
+r§ (r—l—m+1)!(2n—r+1)!a "
_ 1 - 1)n 2n+1-m+1
—%u cos(a };0 m+1)!(2n +1)! "
. i 2%1 (_1)11 Zn—r—&—lﬁr—l—m—l—l
= = r+m+1)(2n—r+1)!
_ 1 =M —»m—&—l 2n+1
=t cos(a) (m—|—1 Z 2n—|—1
. i 2211 1)n a2n—rﬁr+m+2.
== (r+m+2)!(2n—r)!
1 1
= i cos(a) — Wﬁmﬂ sen(a)
. i 2Zn 1)n 2n—r1/—[r+m+2'
S leTa]
Usando agora repetidamente este lema temos que
o 2n (_1)11
_ 2n—r 2
cos(q) _r;)r;:) r!(2n—r)!a "
( ) i % ( 1)n+1 2n r—»r+2
= cos(a) — sen(a
== (r+2)! (2n—r)
1 1
= cos(a) —sen(a)ii — Eﬁz cos(a) + 551’3 sen(a)
o 2n (_1)n
+ 2n—rﬁr+4
ng)r—O (r+4)!(2n—r)!
_ o 1.9 1.3 Loy L5
= cos(a) —sen(a)ii — TR cos(a) + 3 sen(a) + o cos(a) 5l sen
. i 2n (_1)n+1 Zn—rl/—[r—l—6
o Yo (r+6)!(2n—r)!
_ _ 1., L3 Loy 1.5
= cos(a) — sen(a)ii — o7l cos(a) + 3 sen(a) + e cos(a) 5l sen
1 —6 1 =7 >, & (_1)n 2n r—»r+8
ol cos(a) + il sen(a +nz6rz(:) r 18 (Zn—r)

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

(="

[ee]

. (D" on
cosq = cos(a) 2 _sen(a) Y ————ii*"
1 n;o (2n)! ;0 2n+1)!
e usando que #?" = (—1)"[i|*" e que #?*"*1 = (—1)" |i[]2 , obtemos
- (=1)" 12 S .y -
cosq = cos(a —1)"|#|"" — sen(a —1)"|u| "
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_ - 1 —12n - 2n+1
= cos(a) 1 (i 1™ i[ DL G ) 2n—|—1 d

| =

= cos(a) cosh(|if|) — ii—: sen(a) senh(|ii]),

=

sendo que as duas tltimas expressdes se justificam pois |if| # 0. Desta forma, redefi-

nimos o cosseno de um quatérnio de uma forma mais simples.

Defini¢do 62. Dado g = a + i € H, o cosseno de g é o quatérnio denotado por cosg,

ou cos(q), dado por

1
i sen(a) senh |if, (13)

se i # 0, e por cosg = cosa no caso em que Im(q) =i = 0.

cosq = cos(a) cosh |ii| — i

E imediato desta definicdo que cos0 = 1 e que sen0 = 0. Também, no caso em
que i = bi + 0j + Ok entdo as expressoes (12) e (13) recuperam as classicas defini¢des

de seno e cosseno de niimeros complexos

sen(a + bi) = senacoshb + icosasenhb,

cos(a + bi) = cosacoshb — isenasenhb,

em virtude das igualdades

@‘

cosh(b) = cosh(—b) = cosh(|b|) e senh(b) = senh <‘b‘ |b|> senh(|b|)

pois |%| = =£1, é apenas o sinal de b. Desta forma temos que as expressdes sao
extensdes das defini¢des de seno e cosseno de varidvel real ou varidvel complexa ao

caso quatérnio.

Algumas propriedades fundamentais da trigonometria podem ser provadas
também para o caso quatérnio. Os préximos resultados estabelecem algumas destas

propriedades.

Proposicao 63. Seja q = a + i € H. Sdo vilidas as identidades

i) sen?q+cos’q =1,

ii) sen(—q) = —(seng),

iii) cos(—q) = cosgq,
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Demonstragido. Suponha que q = a + i é um quatérnio arbitrdrio. Se i = 0 entdo ndo
ha o que mostrar pois estas identidades sdo vdalidas para argumentos reais. Vamos

entdo provar os trés itens para i # 0, usando diretamente as expressoes (12) e (13).

Para provar (i), lembremos que il x ii = 0 e temos que

sen? q-+ cos? q

= (sena cosh |if| + |ZT|cosasenh |ﬁ|) + (cosacosh it — %sena senh|ﬁ|)
= sen? a cosh? |if| — <ZZ)> cos? asenh? |if| + Z—E[senacosh\ﬁ] cos a senh |if|
i i
— = 24
+ cos? a cosh? |ii| — <][;’|1;> sen? a senh? |if| — |7_L,l|cosacosh|ﬁ| sena senh |ii|

2 2

= sen? a cosh? |ii| — cos? a senh? |ii| + cos? a cosh? |if| — sen® a senh? |ii|

2

= (sen?a 4 cos? a) cosh? |ii| — (cos? a 4 sen® a) senh? |if|

— cosh? |ii| — senh? |ii| = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade da mesma expressédo
para o caso real. De fato,
i
| — ]

sen(—q) = sen(—a) cosh | — if| — cos(—a) senh | — ii|

—

= —sena cosh |i| — ’ZT‘cosasenhhﬂ = —seng,

e também
1/7 —
= sen(—a) senh | — if

= cosa cosh |ii| — 2 senasenh |if| = cosg.

]

cos(—q) = cos(—a) cosh | — ii| +

Proposigdo 64. Se ii € R3 é um vetor arbitrdrio, entdo sdo vilidas as identidades

i) sen(if) = % senh |ii|, desde que it # 0,
ii) cos(if) = cosh |ii|.

Demonstragio. Basta aplicar as expressoes (12) e (13) com a = 0. O
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E conhecido também que, se x € R, ou se x € C, entdo sdo vélidas as identi-
dades

e cosx = = (e +e %), (14)

N~

Podemos generalizar estas identidades para o caso quatérnio também. Este é

o assunto da préxima proposicao.
Proposicio 65. Se q = a +ii € H com ii # 0, entdo temos que
seng = ——

e também

Tt
ol
o
@
3
o
7]

Q
o
)

e levando em conta que |Z—| sen |a| = sen(“;—‘|a|) = sena pois |Z—| =+1éosinaldea, e

como a fungdo seno é uma fungdo impar, este sinal passa ao argumento, entdo

el = ¢~ 1 cos|a!+4isen|a| =17 (cosa+ = sena ). (15)
] |al Iz
Procedendo da mesma forma temos que
e_q% = e|ﬁ|_a‘%
— i —
_ il u 1] u
=e COS |—A=| — ST sen | —di;
] ‘_a4 I
]
— el <cos la] — %;—’ sen |a]) — ¢l <cosa - ‘—;| sena) . (16)

Usando entdo as igualdades (15) e (16), temos que

—

e_|ﬁ| 17[ e‘u| ﬁ
= cosa+ —sena | +— | cosa — — sena
2 i 2 |id]
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e_|”| i e_|m e‘m iU e|ﬂ|
=5 cosa+m 5 sena+7cosa—m78ena
1/ o g i1y ;
=5 (e"”‘ +e|”|> cosa — @2 < il e"”‘) sena
i
= cosa cosh |ii| — |uT|senase1r1h|L7| = C0S 4.
Também
—il (i i\ =i (1g0 1 g0
— | el —e THl | = — [ =il — —g 1]l
2] < ) I (2 2
—ite 1l il i7 el il
= = cosa—+ -——=sena | + —=— | cosa — = sena |,
a2 | ] 2 I
i@ 1 gy — i
e levando em conta que {7 = \ﬁ|2< i) = 7z = —1, temos que
—ii (gL g —ite Nl el i eltl el
W(e il —e “> :W > cosa + > SGI’[&Z—I—WTCOS(Z-FTSGHLI
i1y ; 1/ o g
= |ZT|§ (e'”‘ e |”‘) cosa+ 5 <e_|”| +e|”‘) sena
i
:msenhlﬁ\ cos a + cosh |ii| sena = seng.

=

1 b d
— —(ail + @) = —(ifa + @) = —
u

= (a+ i) -
|id]

o

0 que justifica a comutatividade de g com

=

—

A

i na exponencial. Isto termina esta

demonstracao. O

Também ndo sdo vdlidas as férmulas trigonométricas para soma de arcos.
Como por exemplo, ndo é valido
sen(q+r) = senqgcosr + senrcos g
para todos g,r € H. De fato,
1
sen(i+j) = (i+j)—=senh V2,
(i+j) =G+ 7
e no entanto

senicosj+senjcosi = (isenh1)(cosh1) + (jsenh1)(cosh1)

= (i-+j)(senh1)(cosh 1) = (i + )7 senh2.

Também para o caso do cosseno podemos obter que

cos(i + j) = coshv/2 # cosh?1 — ksenh®1 = cosicosj — senisenj.
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7.3. As FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS. Todo o procedimento feito ante-
riormente para as fung¢des trigonométricas pode ser repetido para as fungdes trigo-
nométricas hiperbdlicas. O procedimento é andlogo e entdo ndo repetiremos aqui os

detalhes, mas apenas apresentaremos as defini¢des formais e as conclusdes.

Levando em conta que para todo x € IR, sdo validas as igualdades

h x3 x5 x7 0 2n+1
R T TR ; 2n+1
2 4 6 0
X X X
coshx—1+2|+4'—{—6|+ Z

e as séries dos membros da direita sdo convergentes qualquer que seja x = g € H,

entdo definimos as fungdes seno e cosseno hiperbdlicos de g por

00 q2n+1
senhg=) ———
1 n;)(znﬂ)!
00 2n

q
coshg = )
1 ZO (2n)!

Ap6s a substituicdo da expressdo (8), a reorganizacdo dos somatérios e o uso
das igualdades #?" = (—1)"|if|*" e #?"*1 = (—1)"|i|*"ii, chegaremos as expressdes

da definigdo a seguir.

Defini¢dao 66. Dado qualquer g € H, o seno hiperbdlico e o cosseno hiperbélico de
g sdo os quatérnios denotados respectivamente por senh g e por coshg, ou senh(g) e

cosh(gq), dados por

=

senh g = senh(a) cos |ii| + = cosh(a) sen |ii| (17)

|
cosh g = cosh(a) cos |ii| + il

il

se il # 0, e por senhg = senha e cosh g = cosha no caso em que Im(q) = it = 0.

==

senh(a) sen |if]. (18)

Assim como no caso das fung¢des seno e cosseno, apresentamos algumas pro-

priedades das fungdes trigonométricas hiperbdlicas para o caso quatérnio.

Proposicdo 67. Se g = a + i € H, entdo sdo vdlidas as identidades

i) cosh?q —senh®q =1,

ii) senh(—g) = —senhy,
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iii) cosh(—q) = coshy,
Demonstracio. Seja q = a + il um quatérnio arbitrario. Se if = 0 entdo nosso trabalho
ja estara feito pois estas identidades sdo validas para argumentos reais. Vamos entao

provar os trés itens para ii # 0, usando diretamente as expressoes (17) e (18).

Para o item (i), lembrando que i x il = 0, temos

cosh? g — senh? g

2 2
= (coshacos || + ‘ZT’senhasen |17|> - (senha cos || + |ZT|coshasen |ﬁ|>

—

—_ - 2—;
= cosh? a cos? |if] — < L? senh? a sen? |if| + Y coshacos |if| senh a sen |if]
i i
— = 2—»
- (senhzacos2 |i| — <]i;';> cosh? asen? |if| + ‘%senhacos |if| cosha sen|ﬁ|)

— cosh? a cos? |if| — senh? a sen? |if| — senh? a cos? |if| + cosh? a sen? ||
= (cosh® a — senh? a) cos? |if] + (cosh? a — senh? a) sen? ||

= cos? |if| + sen? |if] = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade das mesmas expressoes

para o caso real. De fato,

\—u—ﬁ’ cosh(—a) sen| — if|

= —senhacos |if| — %coshasenh?] = —senhg,

senh(—g) = senh(—a) cos | — if| —

il
| — ]

cosh(—gq) = cosh(—a) cos | —ii| — senh(—a) sen | — ii|

=

= cosha cos |ii| + msenhasenm = €0s4.

Proposicio 68. Se il € R> entdo sio vdlidas as identidades

% sen |ii|, desde que i # 0,

i) senh(#)

ii) cosh(if) = cos |ii|.

Demonstragio. Basta usar as expressoes (17) e (18) com a = 0. O
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Para ntimeros reais (ou complexos) sdo validas as identidades exponenciais

—X X —X
et —e et +e
senhx:T e coshx:T

Podemos verificar que estas identidades exponenciais também sdo vélidas no

conjunto dos quatérnios, isto é,

q9— e 1 q -
senhq = % e coshg = %.

De fato, se g = a+ i € H, com i = 0 entdo ndo hd o que mostrar pois todas as fung¢des
recaem ao caso real onde as igualdades sdo verdadeiras. Agorase g =a+ii € H,

com il # 0, entdo

el—e ™™ 1 1
- —Zl_—Zeq
2 2° 7 2°
et o 7 . —a i
= — | cos|il] + = sen || | — — | cos |il| — — sen |ii|
2 I Iz
a_ ,—a = a —a
:%cos|ﬁ|+|%e Jrze sen |i|
i

= senha cos |i| + mcoshasenhﬂ = senhg,

e de forma andloga para o cosseno hiperbdlico.

Em geral, ndo sdo vélidas também as férmulas de soma de arcos para a trigo-

nometria hiperbdlica, isto é, ndo sdo validas as identidades

senh(q + r) = senh g coshr + senhr coshg

cosh(g +r) = coshg coshr + senhrsenhg

para quaisquer que sejam g,r € H. Desta vez, deixamos para o leitor obter contra-

exemplos.

8. Consideragdes finais

Este texto tem a intengdo de ser apenas o ponto de inicio de muitos outros
trabalhos. Uma vez conhecido o conjunto dos quatérnios, passamos a questionar:
Podemos considerar fungdes f : IH — IH? Como definir limites ou continuidade
destas fungoes? Qual seria o significado da expressao ,/4? E possivel definir, Ing,

sen—! g ou cos™! 4? Quais seriam as expressdes para estas funcdes? Podemos derivar
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estas fungdes? Sera valido também que (e7)’ = ¢7 e que (seng)’ = cosq? E quanto as
aplicagdes da teoria dos quatérnios?
Algumas destas perguntas podem render muito tempo de estudo e muitas

péginas de continhas.
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