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REesumo: Nestas notas apresentamos um revisdo sobre regra de trés simples e composta e
suas propriedade. Apresentamos também algumas aplica¢des elementares.
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1. Introducao

Os conceitos de razdo, propor¢do e como consequéncia suas aplicagdes, nos ajudam
a resolver problemas importantes. O método chamado regra de trés é uma importante
técnica que ndo pode ser desprezada. Embora importante, esse é um assunto elementar,
em nivel inicial de sexta série, e, portanto, ao alcance de de todo estudante.

Vamos entdo, conforme solicitado, vamos aos conceitos bdsicos necessdrios para o
entendimento desse assunto.

Chamamos de grandeza a tudo o que pode ser medido. Sdo exemplos de grandezas,
tempo, massa, velocidade, distancia, temperatura e etc.

< . : . a

Chamamos de razdo entre dois nimeros a e b # 0 ao quociente entre eles, isto é, b
Chamamos o nimero a de antecedente e o ntimero b de consequente.

Por exemplo, a razdo entre 8 e 2 é 4, pois ; =4.

No nosso vocabuldrio empregamos muitas vezes o conceito de razdo. A palavra razao
tem origem na palavra latina ratio e significa divisao.
Apenas 3, dentre 100 pessoas, léem jornais regularmente. A razdo entre a quantidade

que léem jornal e os que ndo léem jornal é 100" Isto é, 3%.

Outros exemplos em que aparece o conceito de razao:
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ii.

1ii.

iv.

V.
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Escala: é a razdo entre o comprimento apresentado em um desenho ou maquete
e o comprimento correspondente real, ambos expressos na mesma unidade de
medida.

Velocidade: é a razdo entre a distancia percorrida e o tempo gasto em percorré-la.

Densidade demogrifica: é a razdo entre o namero total de habitantes e a drea da
regiao.

Consumo médio de combustivel: é a razdo entre a distancia percorrida e a quan-
tidade de combustivel gasto em percorré-la.

Gramatura de papel: é a razdo entre a massa do papel e a drea do papel.

Diariamente, muitas vezes sem nos dar conta disso, estamos comparando grandezas.
Vejamos alguns exemplos:

1.

Se o litro da gasolina custa R$2,50, entdo dez litros custam R$25,00. Note, pela ta-
bela, que aumentando a quantidade de gasolina a ser comprada, o preco também
aumenta.

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
1 2,50
2 5,00
4 10,00
8 20,00
10 25,00

Vemos que dobrando a quantidade litros de gasolina, dobramos também o preco
a ser pago. Aqui as grandezas comparadas foram o pre¢o da gasolina e litros.
Note que a razdo entre os valores da primeira grandeza (Quantidade de gasolina)
e os valores correspondentes da segunda grandeza (preco) sdo iguais. Vejamos,
tomemos como exemplo as seguintes quantidades

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
4 10,00
8 20,00
Assim, temos
4_2 8 2
10 520 5
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Se um operario em um dia de trabalho constréi um muro de 3 metros de compri-
mento, entdo (nas mesmas condi¢des) para construir um muro de 24 metros ele
precisara de 8 dias. Note, pela tabela, que ao aumentarmos o tempo de trabalho,
aumentamos também o comprimento do muro.

Dias de trabalho | Comprimento do muro
1 3
2 6
4 12
8 24

Aqui as grandezas comparadas foram o tempo de trabalho e o comprimento do
muro.

Note que a razdo entre os valores da primeira grandeza (tempo de trabalho) e os
valores correspondentes da segunda grandeza (comprimento do muro) sdo iguais.
Tomemos como exemplo as seguintes quantidades:

Dias de trabalho | comprimento do muro
2 6
4 12
Assim, temos:
2 1 4 1
6 3°12 3

Vamos agora estabelecer o conceito basico no estudo das propor¢des. Dizemos que
duas grandezas sdo diretamente propocionais quando a razdo entre os valores da
primeira grandeza e os valores correspondentes da segunda grandeza sdo iguais.

Mais precisamente, sejam G; e G, duas sequéncias de medidas dadas por

G1 .o M,a2,43,...,04,. ..
G2 : bl,bz,bg,...,bn,....

Se
ap __dp as _an_k

by by by by
dizemos que as duas grandezas G; e Gy sdo diretamente proporcionais.

Assim, no exemplo 1), a grandeza quantidade de gasolina e preco sdo grandezas
diretamente proporcionais, pois dois valores quaisquer correspondentes dessas

grandezas possuem a mesma razao, igual (nesse caso) a %

No exemplo 2), a grandeza dias de trabalho e o comprimento do muro sdo grande-
zas diretamente proporcionais, pois dois valores quaisquer correspondentes des-
sas grandezas possuem a mesma razdo, igual (nesse caso) %
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Chamamos de propor¢ao a igualdade entre duas razdes.
Em uma proporg¢ao
a ¢

b d
a e d sao denominamos extremos, b e ¢ denominados meios.
.. a _c . ) . .
Lemos a proporcdo - = — da seguinte forma: a estd para b, assim como c esta para d.

A propriedade fundamental das proporg¢des nos permite resolver muitos problemas.
Ela afirma que se temos ; = § entdo, necessariamente tem-se que ad = bc.

Em palavras temos o seguinte:

Propriedade 1.1 (Propriedade Fundamental) Em uma proporgio, o produto dos meios é iqual
ao produto dos extremos. Isto é,

a ¢
5= ad = bc.
Para obter este resultado basta multiplicar ambos os lados da igualdade ; = 5 pelo
termo bd. O que resultada em

a ¢ _abd  cbd J—b
p-d7 5 a T

Segue dessa propriedade, que se conhecermos trés niimeros de uma proporcao, entdo
o quarto é facilmente calculado. Vem dessa propriedade o nome Regra de Trés.

Tomemos o seguinte exemplo:

4 8
3 x
Utilizando a Propriedade Fundamental, temos que
é:§<:>4x:8><3<:>x:%(:Hc:ﬁ
3 x 4

2. Exemplos: grandezas diretamente proporcionais

Ja temos todos os elementos necessérios para resolver problemas simples envolvendo
grandezas diretamente proporcionais.

Primeiro exemplo: Se o litro da gasolina custa R$2,50, entdo quanto custam doze litros?
Vamos denominar por x o preco de 12 litros de gasolina. Assim, temos os seguintes
dados:

Qtdade de gasolina | Preco a ser pago
1 2,50
12 x

Primeiro note que as grandezas envolvidas sdo diretamente proporcionais. Como hé
igualdade entre a razdo entre os pregos de gasolina e a razdo entre os valores correspon-
dentes a serem pagos, temos a seguinte proporgao

1 12
2,5 «x°
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Resolvendo essa proporcdo, obtemos a equagdo x = 12 x 2,5 = 30,0. Assim, por 12
litros de gasolina deve ser pago R$30,00.

Segundo exemplo: Se um operario em um dia de trabalho constréi um muro de 3 metros
de comprimento, entdo (nas mesmas condi¢des) em quanto tempo ele construird um
muro de 24 metros?

Vamos denominar por x o tempo que o operdrio leva para construir um muro de 24
metros. Temos a seguinte tabela:

Dias de trabalho | comprimento do muro
1 3
b 24

Primeiro note que as grandezas envolvidas sdo diretamente proporcionais. Como ha
igualdade entre a razdo entre os dias gastos na construcdo e os valores correspondentes
aos comprimentos, temos a seguinte propor¢ao

1 X

37 24
Resolvendo essa proporcdo, obtemos a equagdo 3x = 24 e portanto x = 8. Assim, em
8 dias de trabalho, o operdrio constréi um muro de 24 metros.

Terceiro exemplo: Trés amigos, Jodo, Pedro e Miguel montaram um oficina mecanica.
Jodo entrou com R$15.000,00, Pedro com R$ 30.000,00 e Miguel com R$ 45.000,00 na soci-
edade. Depois de seis meses obtiveram R$ 60.000,00 de lucro. O lucro deve ser dividido,
entre eles, proporcionalmente ao valor investido. Quanto cada um deve receber?

Vamos denotar por x, a parte do lucro recebida por Jodo; y a parte do lucro recebida
por Pedro e por z a parte do lucro recebida por Miguel. Assim, tem-se x +y +z = 60.000.
Como a divisdo deve ser proporcional ao capital investido, temos

x _y .z
15.000  30.000  45.000

onde k ¢é o valor comum das razdes. Segue que x = 15.000k, y = 30.000k e z = 45.000k.
Assim, como x + y + z = 60.000 podemos escrever

k,

15.000k + 30.000k + 45.000k = 60.000
90.000k = 60.000

ro— 60.000
~90.000
2
k = —.
3
< 2 A
Logo, para Jodo temos 15000 — 3¢ portanto, pela regra de trés, x = R$10.000, 00.
2
Para Pedro, temos 3 0% 0 -3¢ assim, pela regra de trés, temos y = R$20.000. Para

. z 2
Miguel, temos 15000 — 3° Donde z = R$30.000, 00
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3. Propriedades

Ja vimos a propriedade fundamental das propor¢des e com ela fomos capazes de
resolver alguns problemas. Vamos ver outras propriedades que se ajudardo e resolver
problemas mais facilmente.

Propriedade 3.1 (Segunda Propriedade) Em toda proporgio % = 2 tem-se
a_c¢, atc_a_c
b d b+d b d
Uma relagao similar vale para o caso & = < = <
ma relagdo similar vale par Sb_d_f'

De fato, tem-se:
c e a+c+e a c

a e

b d FUbtd+f b 4 _f
Primei . a_c atc_a
rimelramente vamos provar que b = d b—|— d = b.

De 2 = 2 temos que ad = bc. Somando ab a ambos os lados, obtemos ad + ab =

b
bc + ab. Reorganizando, tem-se (a + c)b = (b + d)a. O que resulta em

atc a
b+d b
Do mesmo modo, demonstra-se a segunda parte: Zi; = 2 De % = 2 temos que
ad = bc. Somando dc a ambos os lados, obtemos ad + dc = dc + bc. Reorganizando,
tem-se (a +c)d = (b+d)c. O que resulta em
atc ¢
b+d d

Note que a propriedade acima fornece no primeiro caso

a_c  atc_a

b d b+d b

B_C o 8tc_c¢

b d b+d d

e no segundo caso

a c e a+c—+e a
_:_:_@—:—
b d f b+d+f b
a_c_¢  stcte ¢
b_d_f b+d+f_d
E_E_f@ a+c+e_€
b d f b+d+f f
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Exemplo 3.1

Podemos utilizar a segunda propriedade para resolver de modo mais simples o problema
dos trés amigos sdcios na oficina mecanica.

Vimos que
X Yy oz
15.000  30.000  45.000
Utilizando a segunda propriedade temos que
x+y+z x y z

15.000 + 30.000 + 45.000 _ 15.000 _ 30.000 _ 45.000°
Como x 4+ y + z = 60.000, segue que

60.000 x vy  z
90.000  15.000  30.000  45.000°

De onde segue, ap6s simplificagdo e utilizando regra de trés seguidamente, que:

2 X
3 = 15000 = x = 10.000
2 y
3 = 30.0002>y—20.000
2 z

Podemos resumir a técnica empregada no exemplo acima em um teorema que facilita
muito a divisdo em partes diretamente proporcionais.

Teorema 3.2 Sejam dados N > 0 e niimeros ndo nulos a,b e c. Os niimeros x,y e z que dividem
N em partes diretamente proporcionais a, respectivamente, a, b e c sdo dados por:

Na
X = —
a+b+c
B Nb
y = a+b+c
Nc
z = —.
a+b+c

A demonstragdo deste teorema segue diretamente da segunda propriedade.

4. Grandezas Inversamente Proporcionais

Assim como as grandezas diretamente proporcionais, as grandezas inversamente pro-
porcionais também aparecem em nosso cotidiano. Vejamos alguns exemplos:

1.  Com velocidade de 100 km/h um trem bala percorre uma determinada distancia
em 3 horas. Aumentando a velocidade para 150km/h ele percorrerd a mesma
distancia em 2 horas.

Note, pela tabela, que aumentando a velocidade do trem, diminuimos o tempo de
viagem.
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Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
150 2
200 3/2
400 3/4

Vemos que dobrando a velocidade, percorremos o mesmo percurso na metade do
tempo. Aqui as grandezas comparadas foram velocidade e tempo. Note que a
razdo entre dois valores de velocidade e a razdo entre seus respectivos tempos
ndo é a mesma. Vejamos, tomemos os seguintes valores,

Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
200 3

Mas observe que tomando a razdo de uma grandeza com os inversos da outra
grandeza,

1 2
199 _ 300 e 229 300.
3 3

temos igualdade. Logo, temos a proporcao

100 _ 200 _ 59,

3

Q=

Dois operdrios realizam uma tarefa em 6 dias. Em quanto tempo 4 operdrios
realizam juntos o mesmo servigo?

Note, pela tabela, que ao aumentarmos o nimero de trabalhadores o tempo ne-
cessdrio para realizar a tarefa diminui.

Ntumero de operarios | Tempo (h)
2 6
4 3
8 1,5

Note que a razdo entre duas quantidades de dias de trabalho e a razdo entre os
respectivos tempo de trabalho ndo é a mesma. Vejamos, tomemos as seguintes
quantidades

Ntumero de operarios | Tempo (h)
2 6
4 3
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Calculando as razdes, temos que

W =
[¢)
SIS
Il
NS

2
6

sdo diferentes.

Observe que tomando os inversos (de uma grandeza ou de outra), temos

Logo, temos a proporgdo

(ST ITN

Estes dois exemplos ilustram grandezas inversamente proporcionais.

Dizemos que duas grandezas sdo inversamente propocionais quando a razdo entre
dois valores quaisquer da primeira grandeza e os inversos correspondentes da segunda
grandeza sdo iguais.

Mais precisamente, sejam G; e G, duas sequéncias de medidas dadas por

Gy : ay,ap,as3,...,044,...
G2 . bl,bz,bg,...,bn,....

Se
ay
1~ 1
by by

az
1 L
b
dizemos que as duas grandezas G; e G sdo inversamente propocionais
Nos dois exemplos apresentados acima, as grandezas sdo inversamente proporcio-
nais.

Note que

as an
b3

i )
T =71 © mby = aby,
by b

que na prética agiliza os célculos.

5. Exemplos: grandezas inversamente proporcionais

Ja temos todos os elementos necessdrios para resolver problemas simples envolvendo
grandezas inversamente proporcionais.

Primeiro exemplo: Com velocidade de 100 km/h um trem de alta velocidade percorre
uma determinada distancia em 3 horas. Aumentando a velocidade para 150km/h, em
quanto tempo ele percorrerd a mesma distancia?

Vamos denominar por x o tempo necessario para fazer o trajeto com velocidade de
150km/h.
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Velocidade (km/h) | Tempo (h)
100 3
150 x

Como hé igualdade entre o inverso da razdo entre as velociades e os valores corres-
pondentes ao tempo, temos a seguinte proporcao

100 _ 150

Wl
e e

Resolvendo essa proporgao, obtemos a equagdo 150x = 300. Assim, x = 2. Logo,
aumentado a velocidade, o tempo gasto diminuird para duas horas.
Na prética, escreve-se diretamente o produto 150x = 100 x 3, o que resulta x = 2.

Segundo exemplo: Dois operdrios realizam um tarefa em 6 dias. Em quanto tempo 4
operdrios juntos realizam o mesmo servigo?
Vamos denominar por x o tempo que 4 operdrios levam para realizar a obra.

Numero de operdrios | Tempo
2 6
4 x

Como as grandezas sdo inversamente proporcionais, temos a seguinte proporcao:

o~ N
Ri=|

Resolvendo essa equagdo, temos 4x = 12 e, portanto, x = 3. Assim, em 3 dias de
trabalho, 4 operarios realizam o tabalho.
Na prética, escreve-se diretamente o produto 4x = 12, o que resulta x = 3.

Terceiro exemplo: Um pai deixou 104 mil reais de heranca para os seus trés filhos. Esse
total deve ser dividido em partes inversamente proporcionais as suas idades. André o
mais novo tem 2 anos, César o do meio tem 3 anos e Rodrigo o mais velho tem 4 anos.
Quanto cada um recebera?

Vamos denotar por x, a parte recebida por André; y a parte recebida por César e por
z a parte recebida por Rodrigo. Assim, tem-se x + vy + z = 104.000,00. Como a divisdo
deve ser inversamente proporcional as idades, temos

X oy oz
1171k
2 3 1
onde k ¢é o valor comum das razdes. Segue de
X y z
1=k 1=k 7=k
2 3 1
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que
ok kK
oy YTy EFT g

Assim, como x + vy + z = 104.000 podemos escrever

kK ok ok
S+ = 104
Stztg = 104000
6k +4k+3k 04000
12
13k
=%~ 104.000
12
o 104000 x 12
N 13
k = 96.000
000 9.
Logo, para Jodo temos x = 2% _ 48000,00. Para Pedro, temos y = _6??00 _
96.000

32.000,00. Para Miguel, temos z = 1 = 24.000, 00.

Assim, temos que Jodo receberd R$48.000,00, Pedro receberd R$32.000,00 e Miguel
R$24.000,00

Apresentamos agora a segunda propriedade adaptada para o caso de grandezas in-
versamente proporcionais.
Propriedade 5.1 (Segunda Propriedade-grandezas inversamente proporcionais) Em toda
proporgio % = % tem-se

b d
a_c@aJrc_a c
1~ 11,1 1" 71
b 4 btd b 4
o a ¢ e
Uma relagdo similar vale para o caso 7+ = 7 = 1 :
b d f
a ¢ e atct+e a c e
IT=1 19T 1,1° 1° 171
b 4 f bT4dTF b 4 ¥

O exemplo acima pode ser facilmente resolvido utilizando esta propriedade. De fato,
como a partilha deve ser inversamente proporcional as idades, temos

y z

x
1711
2 3 1

e usando a segunda propriedade podemos escrever:

x+y+z x |y z
1,1,1 1 1 1°
23T 2 3 1
De onde segue que:
x+y+z
3 =2x =3y =4z
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Logo,
104.000
13
12

Resolvendo cada uma das equacdes:

= 2x =3y = 4z.

104.000
5 =2 = x=48.000

12

104.
W0 3y = y=32000

12
104.000

13
12

=4z = z =24.000.

Podemos resumir a técnica empregada no exemplo acima em um teorema que facilita
muito a divisdo em partes inversamente proporcionais.

Teorema 5.1 Sejam dados N > 0 e niimeros ndo nulos a,b e c. Os niimeros x,y e z que dividem
N em partes inversamente proporcionais a, respectivamente, a, b e ¢ sio dados por:

Nbc

ab+ac + be
Nac

y = ab + ac + bc
Nab

ab +ac + bc
A demonstracgdo deste resultado segue diretamente da terceira propriedade.

6. Proporcionalidade composta
Ja definimos quando duas grandezas sdo diretamente propocionais. Do mesmo

modo, podemos definir grandezas diretamente proporcionais para trés ou mais gran-
dezas .

Mais precisamente, sejam Gi, G, e Gz trés sequéncias de medidas dadas por
Gy : ay,ap,as,...,4,,...
Gz . bl,bz,b3,...,bn,...
Gs : €1,62,C3,...,Cnyenn.

Dizemos que G; é diretamente proporcional a G, e a Gz de forma composta se

a1 ar as an k

b1C1 N szz N b3C3 N bncn

Dizemos que G; é inversamente proporcional a G, e a G3 de forma composta se

a _ dp a4z _an_k

i 1 1 1

b101 b2C2 b3C3 bncn
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Dizemos que G; é diretamente proporcional a G, e inversamente proporcional a G3
de forma composta se

a a2 a3 _ ... _ M _ g

1 1 1
lea bZXE bZXa bnx—

Vejamos alguns exemplos aplicando esses conceitos.

7. Exemplos: Regra de trés composta

1. Dois clubes e futebol decidem construir um estddio ao custo de R$100.000.000,00
(cem milhdes). O critério de investimento para cada clube foi que a divisdo seria
diretamente proporcional a quantidade de torcedores de cada clube e inversamente
proporcional a distancia de suas sedes até o estddio. Com os dados da tabela abaixo,
determine o quanto cada clube de investir.

Clube | Torcedores | Distancia
A 150.000 30 km
B 220.000 15 km

Vamos denotar por x a quantia a ser investida pelo clube A e por y a quantia
investida pelo clube B. E claro que x + y = 100 milhdes. Como as quantias x e i séo
diretamente proporcionais ao ntimero de torcedores e inversamente proporcionais
as distancias, temos que

X _ y
1 1°
150.000 x 4 220.000 x &

Simplificando, temos a proporg¢do

r_Y

1 4

De onde segue, pela segunda propriedade, que

x—l—]/_f_]i

1+4 1 4
Logo,

100 _x_y

5 1 4

e, portanto, x = 20 milhdes e y = 80 milhdes.

2. Um trabalhador trabalha duas horas diarias para montar 18 componentes eletroni-
cos. Com o aumento da demanda, a fabrica contrata mais dois funciondrios que
trabalhardo com o primeiro trabalhador por 8 horas didrias. Quantos componentes
eles produzirdo por dia?
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Trabalhadores | Horas | Componentes
1 2 18
3 8 b

Como as grandezas ntimero de trabalhadores e horas sdo diretamente proporcio-
nais a quantidade de componentes, temos que:

18

2
8

1
— = = X = = x = 216 componentes .

x 3
. Duas bombas escoam 2100 litros de 4gua em trés horas. Em quanto tempo 5 bombas

do mesmo tipo escoariam 7000 litros?

Bombas | Volume (litros) | Tempo
2 2100 3
5 7000 x

A grandeza quantidade de bombas e o tempo sdo grandezas inversamente propor-
cionais. J4 a grandeza volume e o tempo sdo grandezas diretamente proporcionais.

Logo, podemos escrever

3 5

2100

X 7000 = x =4.

x 2

. Com 10 funciondrios uma indtstria produz 2000 pegas trabalhando 8 horas por dia
durante 5 dias. O ntimero de funciondrios para que a empresa produza 6000 pecas
em 15 dias, trabalhando apenas 4 horas por dia, sera de:

Note que:

A grandeza niimero de funciondrios é diretamente proporcional a grandeza ntimero
de pecas.

A grandeza niimero de funciondrios é inversamente proporcional a grandeza horas
trabalhadas.

A grandeza ntamero de funciondrios é inversamente proporcional a grandeza dias
trabalhados.

Trabalhadores | Pecas | horas/dia | dias
10 2000 8 5
X 6000 4 15
E——2000><4—L><E:>x—20
x 6000 8 5 -
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8. Usando Maple

Podemos utilizar um software de matemaética simbolica para programar a divisdo em

partes diretamente e inversamente proporcionais apresentadas pelo teoremas.. Veja o
exemplo em Maple.

Diretopro := (N, a, b, c¢) -> (Nxa/(atb+c), Nxb/(atb+c), Nxc/(atb+c));
Inverpro := (N, a, b, c) -> (Nxb*c/(a*btakxctbxc), Nkxaxc/(axbtakxctb*c),
N*a*b/ (a*xb+ta*xc+b*c));
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