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A quadratura do circulo e o volume da esfera
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Resumo: Dentre os problemas que mais fascinaram os matemaéticos ao longo da
historia estd a quadratura do circulo. O ntmero irracional 7 tem relagdo direta
com esse problema e foi peca fundamental na conjectura de sua impossibilidade de
solucao utilizando apenas régua nao graduada e compasso com uma quantidade finita
de etapas, como foi proposto por Euclides. A quadratura do circulo é possivel sem
essas regras e, ainda mais, com ela é possivel realizar a transformacao da esfera em
um prisma de base quadrada.
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1. Introducgao.

Figura 1: Esfera e cubo com volumes iguais.
Fonte: A autora.

Um dos solidos que mais atrai a atencao das pessoas por sua beleza, sem duvida, é a
esfera. Seja em brincadeiras com bolhas de sabao, na natureza, na arquitetura ou na pratica
de esportes sua representacao estd presente, encantando e instigando a curiosidade a seu
respeito. Esse fascinio envolveu hé muitos anos Arquimedes, que segundo (AVILA, 2010),
conseguiu calcular o volume da esfera comparando-a com um cilindro e um cone, utilizando-

se de forma mecanica o equilibrio de pesos e alavancas e que posteriormente ele mesmo, no
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livro: ”Sobre a Esfera e o Cilindro, parte II”teria demonstrado com todo o rigor necessario
pelo método da exaustao e dupla redugao ao absurdo a obtencao do mesmo volume.

Minha intengao aqui é mostrar como obter o volume da esfera com um prisma de base
quadrada, utilizando a quadratura do circulo maximo da esfera, ja que o prisma é um poliedro
mais comum e tem o célculo do volume mais simplificado, ou seja, como produto da area da
base pela sua altura.

Para isso, faz-se necessario primeiro estudarmos um problema classico da Matematica
conhecido como a quadratura do circulo, que consiste em construir um quadrado de mesma
area de um circulo dado, utilizando apenas régua e compasso. Este problema mobilizou
matematicos durante séculos, principalmente os gregos, por seu desafio intelectual.

Desde o século XIX sabemos que a quadratura do circulo nao possui solucao apenas com
uso de régua nao graduada e compasso com um nimero determinado de etapas, pois m é
um numero transcendente, o que foi demonstrado por Ferdinand Von Lindemann em 1882,
ou seja, ™ nao ¢é solucao de nenhuma equacao algébrica com coeficientes racionais, logo nao
é possivel construir, utilizando o método citado acima, um quadrado de lado /7. Isso nao
significa que esse quadrado nao exista, pois ao retirarmos essa condicao a quadratura possui

varias solucoes, das quais apresentaremos uma delas.

2. Historia

O problema da quadratura do circulo, pelo método de passos finitos e uso de régua nao
graduada e compasso esta diretamente ligado a algumas caracteristicas da constante m que
sao sua irracionalidade e transcendéncia. Este problema junto de outros dois: a duplicacao
do cubo e a trisseccao de um angulo se tornou muito famoso e motivou durante séculos varios
matemadticos na busca por uma solu¢ao (OLIVEIRA, F. L. S., 2015; OLIVEIRA, J. M. de,
2010).

O 7 é um numero irracional, ou seja, nao pode ser escrito na forma

a

b
com b # 0. Arquimedes em seus estudos conseguiu uma aproximacao para o m considerando

com a, b inteiros,

o perimetro de um poligono de n lados inscrito em um circulo, com n suficientemente grande
obtendo que 3,14084 < 7 < 3,142858.

Entretanto a irracionalidade de 7 s6 foi provada em 1761, por J. H. Lambert, que utilizou
um método com fragoes continuas. Cabe aqui destacar ainda que a simbologia de 7 sé foi
adotada por Leonhard Euler, em 1737, tornando-se sua representagao padrao.

Falaremos agora da transcendéncia de w. Um numero transcendente é aquele que nao
é algébrico, ou seja, nunca sera solucao de uma equagao de coeficientes de niimeros racio-

nais. De acordo com (SANTOS, 2013), Joseph Liouville foi o primeiro a provar a existéncia
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de nimeros transcendentes e que estes sao em quantidade infinita. Cantor, por sua vez, de-
monstrou que existem mais nimeros transcendentes do que algébricos. Porém, foi a partir da
demonstracao de que o numero e era transcendente, realizada por Hermite, em 1873, que foi
possivel a demonstragao da transcendéncia de m, por extensao, quando em 1882, Ferdinand
Von Lindemann demonstrou que o nimero 7 é um nimero transcendente. Consequentemente
/7 também é transcendente. Com isso, nao hd a possibilidade da quadratura do circulo ser
realizada pelo método euclidiano proposto na antiguidade.

O que faremos a seguir é uma demonstracao da quadratura do circulo, sem seguir os
critérios do uso de régua nao graduada e compasso e nimero finito de passos, com o objetivo

de transformar a esfera em um prisma de base quadrada.

3. A quadratura do circulo

Seja I' uma circunferéncia dada de raio r. Considere um triangulo retangulo ABC de
angulo reto em C, com altura r e base AB = 27r, que obtemos ao rolar a circunferéncia I"

sobre uma reta suporte.

2nr

Figura 2: Circulo I" e triangulo ABC.

A éarea A; do triangulo ABC é a mesma area Ar do circulo limitado pela circunferéncia
I, ou seja: A, = mr2.

Podemos encontrar um paralelogramo ABDE (figura 3) de base AB e altura % cuja area
é igual a area do triangulo ABC, da figura 2.

Esse paralelogramo por sua vez, pode ser transformado em um retangulo ABFG de base
AB e altura 7 e mesma drea, conforme ilustrado na figura 4.

Considere a soma dos segmentos de medida AB + BF como o diametro de uma semicir-

cunferéncia Q. Tome um segmento perpendicular a AB 4+ BF, passando pelo ponto B, que
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Figura 3: Paralelogramo ABDE.

@

> I\)‘—‘
(o9)

2nr

Figura 4: Retangulo ABFG.

intercepte a semicircinferéncia €2 em um ponto H. Construimos um triangulo retangulo AFH
de base AF, angulo reto em H e altura BH.

2nr B

Figura 5: Semicircunferéncia (2 e triangulo retangulo AFH.

Pelas relagoes métricas no triangulo retangulo, temos que o quadrado da altura de um
triangulo retangulo, com relagao a hipotenusa, é igual ao produto das projecoes dos catetos

sobre a hipotenusa, ou seja:

BH’ = AB.BF

E como a drea do circulo I' é igual & drea do retangulo ABFG que é dada por AB.BF, temos
que:
Ap = BH,

completando assim a quadratura do circulo.
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Portanto, podemos construir o quadrado BHIJ (figura 6), de lado com medida BH que

tem mesma area do circulo limitado pela circunferéncia I'.

Figura 6: Quadrado BIHJ.

4. O volume da esfera

A partir da demonstracao da quadratura do circulo iniciamos a transformacao da esfera
em um prisma de base quadrada.

Considere uma esfera S de raio r e volume V.

Figura 7: Esfera de raio r e volume V..

O circulo méaximo de S tem drea wr2. Considere esse circulo maximo de S como base de
um cone de altura igual a 4r e mesmo volume de S.

O volume do cone ¢ dado por: V, = :.mr2dr = 37 = V..
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Figura 9: Piramide com &4rea da base igual a 712 e altura 4r.

Na base do cone, que representa o circulo maximo da esfera S, podemos realizar uma
quadratura, mantendo sua area. Na sequéncia, construimos uma piramide com o quadrado
obtido a partir dessa quadratura, com a mesma altura do cone.

Assim, podemos comparar o volume do cone com o volume da piramide de base quadrada

ABCD e altura 4r, pois ambos volumes sao dados por %.7‘["/’2.47‘.
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E como o volume da piramide é dado por % do volume do prisma de mesma base, po-
demos construir um prisma ABCDEFGH com base ABCD igual a da piramide e altura

correspondente a % de 4r.

H
| G
: |
: F
| 4,
: 3
Di__
B

Portanto, encontramos um prisma de base quadrada cujo volume é o mesmo da esfera S,

ou seja, 7.

Como ja observado, sem a exigéncia do uso de régua e compasso é possivel encontrar
formas variadas de resolver o problema. Assim com o propésito de pensar mais sobre o assunto
propomos ao leitor encontrar uma quadratura do circulo diferente da que aqui foi apresentada
ou a transformacao da esfera em um cubo de mesmo volume e obter sua representacao

geométrica.
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