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A construgao do conjunto dos nimeros inteiros e do conjunto dos nimeros
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Resumo: A construgao dos conjuntos numeéricos é um assunto classico na matematica,
bem como o estudo das propriedades das operacoes definidas sobre estes conjuntos.
Em geral, em um primeiro curso de dlgebra ou de andlise real, comumente oferecido
aos alunos dos cursos de graduacao em matematica, os estudantes se familiarizam
com a construgao dos conjuntos dos nimeros inteiros, dos niimeros racionais e dos
numeros reais. Neste trabalho usaremos o conjunto dos niimeros naturais para cons-
truir o conjunto dos niimeros inteiros e o conjunto dos nimeros racionais. Também,
definiremos a adig@o e a multiplicacdo nestes conjuntos e provaremos as propriedades
que tornam o conjunto dos numeros inteiros um anel de integridade e o conjunto dos
numeros racionais um corpo.
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1. Introducgao

A construcao dos conjuntos numéricos Z, Q e R é parte da ementa das disciplinas de
algebra e/ou andlise real de muitos cursos de graduagdo em matemadtica. Assumindo a
existéncia do conjunto dos numeros naturais, pode-se construir o conjunto dos nuimeros
inteiros, e verificar que este novo conjunto é um anel de integridade sob as operacgoes de
adicao e multiplicacao nele definidas. De posse do conjunto dos nimeros inteiros pode-se
construir o conjunto dos nimeros racionais, e verificar que este novo conjunto é um corpo
sob as operacgoes de adicao e multiplicacao.

A abordagem cléssica para estas duas construcoes é o uso de relacées de equivaléncia e
classes de equivaléncia. Ao leitor com pouca familiaridade com estes dois conceitos recomen-
damos (DOMINGUES HYGINO H. & IEZZI, 1982).

Neste texto temos o objetivo de construir os conjuntos dos ntimeros inteiros e dos niimeros
racionais, a partir do conjunto dos ntimeros racionais. Esta construgao segue as ideias men-
cionadas em (SAH, 1967).

Vamos considerar conhecido o conjunto dos niimeros naturais. O conjunto dos ntimeros
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naturais, neste texto, sera considerado
N=1{0,1,2,3,4,5,...}

e dotado de duas operacoes + e -, chamadas respectivamente de adicao e de multiplicacao,

sobre as quais incidem as seguintes propriedades para quaisquer m,n,r € N:
i) (Comutatividade de +) m +n =n+m,
i1) (Associatividade de +) (m +n)+r=m+ (n+r),
i71) (Existéncia de elemento neutro para +) m +0 =0+ m =m,
iv) (Lei do cancelamente para +) Se a +m = a + n entdo m = n,
v) (Comutatividade de -) m-n =n-m,
vi) (Associatividade de -) (m-n)-r=m-(n-r),
vii) (Existéncia de elemento neutro para -) m-1=1-m =m,
viii) (Distributividade de - em relagdo a +) m-(n+r)=m-n+m-r,
iz) m-n =0 se e somente se m =0 oun =0,
x) (Lei do cancelamento para -) Se a-m =a-n e a # 0 entdo m = n.

O conjunto dos nimeros naturais é também dotado de uma relagao de ordem total. A
notagdo m < n significa que m precede n, ou que n sucede m, pela relacao de ordem.
Escrevemos m < n para dizer que m < n ou m = n. Mais precisamente, a relagao é dada
por

a<b & a+k=0b paraalgum keN,

a<b & a+k=0b, paraalgum ke N-—{0}.

Neste texto (e comumente na matemadtica) usaremos a notacado de multiplicagdo suben-
tendida. Escreveremos simplesmente mn para representar m - n. Escreveremos também N*

para representar N — {0}.
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2. Construcgao do conjunto dos niimeros inteiros

A ideia da construgao do conjunto dos niimeros inteiros é definir um nimero inteiro como
sendo a diferenca entre dois niimeros naturais. Assim, se z € Z entao z = a —b para a,b € N.
Dois problemas aqui ocorrem. Primeiro a diferenca nao é uma operacao sobre o conjunto dos
ndmeros naturais, e entao para contornar isto, o niimero inteiro z serd associado a um par
(a,b) com a,b € N. A ideia é que este par represente o nimero a — b. O segundo problema é
que, desta forma, um niimero inteiro z pode ser escrito de muitas maneiras como diferenca
de dois ntimeros naturais, e entao temos que trabalhar com classes de equivaléncia.

Vamos aos detalhes técnicos desta construcao. Considerando o conjunto N x N, definimos

a relacao ~ dada por
(a,b) = (z,y) se, e somente se, a+y=x+0b.

Aqui, + é a operacao de adicao de nimeros naturais, sobre a qual incidem as propriedades
citadas anteriormente. Vamos mostrar que ~ é uma relacao de equivaléncia. Dado qualquer
(a,b) € N x N, temos claramente que a + b = a + b, donde (a,b) = (a,b). A relacdo ¢é
entao reflexiva. Sejam agora (a,b), (z,y) € N x N; tais que (a,b) ~ (z,y). Da definigdo da
relacao temos que a + y = x + b e claramente isto significa também que z + b = a + y donde
(z,y) = (a,b). A relagao é também simétrica. Agora, sejam (a, b), (x,y), (m,n) € N x N tais
que (a,b) =~ (z,y) e (x,y) =~ (m,n),isto é a+y =z +bex+n=m+y. Das propriedades
da adi¢@o de ntmeros naturais, podemos deduzir que a+y+n = (a+y)+n= (r+b)+n =
(x+n)+b=(m+y)+b=m+y+b Pelalei do cancelamento de nimeros naturais pela
operagao de adigao, temos que a +n = b+ m, donde (a,b) = (m,n) e a relagao é transitiva.
Segue que &~ e uma relagao de equivaléncia sobre N x N.

Consideremos o conjunto quociente de N x N pela relacao =2, isto é, o conjunto de todas

as classes de equivaléncia determinadas pela relacao ~ em N x N. Seja entao

_NXN

~

Z :{W; (a,b)eNxN}.

O conjunto Z sera, deste ponto em diante, chamado de conjunto dos nimeros inteiros, e

um elemento deste conjunto é um numero inteiro, ou simplesmente um inteiro. Lembremos

ainda que (a,b) = {(z,y) e NxN; (z,y) =~ (a,b)}, e como ja sabemos,

(a,0) =(z,y) & (ab)elry) & (@b)=~(@y & aty=z+b.

Definiremos em Z duas operagdes chamadas de adi¢do (ou soma) e multiplicacdo (ou
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produto) representadas respectivamente por + e -, e dadas por

(a,b) + (z,y) = (a +z,b+ y),

(a,b) - (z,y) = (ax + by, ay + bx).

Aqui, estamos usando no segundo membro destas defini¢oes, a notacao + para designar
a adicao de ntimeros naturais, e a notagao ax para designar a multiplicacao a - x de niimeros
naturais.

Em primeiro lugar temos que verificar que a adicao e a multiplicacao de niimeros inteiros
estao bem definidas. Isto porque no primeiro membro da defini¢ao, temos uma classe m
que é na verdade um conjunto de varios elementos relacionados entre si por =, enquanto
no segundo membro temos os elementos a e b. Isto significa que usamos o par (a,b) como

representante da classe (a, b), e precisamos ter certeza que esta escolha nao afeta as operagoes.

Proposicao 2.1. As operagoes + e - definidas no conjunto dos nimeros inteiros, nao de-

pendem da escolha do representante das classes.

Demonstracao: Sejam (a,b), (¢, d), (z,y), (z,w) € Z, de forma que (a,b) ~ (¢,d) e (z,y) ~

(z,w). Da defini¢ao da relacao temos que a +d = b+ ¢ e também x +w = y + z. Segue que

(a+2)+(d+w)=(a+d)+(x+w)=(c+b)+y+2)=(c+2)+(b+y),

donde (a + x,b+y) = (c+ z,d + w), ou ainda, (a + z,b+y) = (¢ + z,d + w). Entao

(a,b) + (z,y) = (a+z,b+y) = (c+ 2z, d+w) = (¢,d) + (z,w),
e a adicao estd bem definida. Também, temos que
(a+d)z+(c+b)y+clr+w)+dly+2) = (c+ bz +(a+dy+cly+2) +dz+w),
ou
ar +dr+cy+by+cr+cw+dy+dz=cr+bxr+ay+dy+cy+cz+ dr + dw.
Da lei do cancelamento para a adigao de ntimeros naturais, resta que

ar + by + cw 4+ dz = bx + ay + cz + dw,
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ou ainda,

(azx + by) + (cw + dz) = (cz + dw) + (ay + bx),

e da definicao da relagao temos que,

(ax + by, ay + bzx) = (cz + dw, cw + dz),

donde segue que,

(a,b) - (z,y) = (ax + by, ay + bx) = (cz + dw, cw + dz) = (¢,d) - (z,w),

e a multiplicacao também estd bem definida.
|
Vamos agora mostrar propriedades importantes sobre as operagoes + e - no conjunto Z.

Propriedades estas que fazem deste conjunto um anel de integridade.

Proposicao 2.2. A adicao de nimeros inteiros € associativa e comutativa.

Demonstra¢ao: Dados entao (a,b), (z,y), (m,n) € Z arbitrarios, temos que

(a,b) + ((m,y) + (m,n)) =(a,b)+ (x +m,y +n)

=(a+(x+m),b+(y+n))=(a+x)+m,(b+y)+n)

=(a+x,b+y)+ (m,n) = ((a,b) + (a:,y)) + (m,n),

que mostra que a adicao é associativa. Também

(a,b) + (z,y) = (a+z,b+y) = (x+a,y+b) = (z,y) + (a,b),

mostrando que a adi¢ao é comutativa.

Proposicao 2.3. A adicao admite um elemento neutro em 7Z.

Demonstragao: Queremos encontrar um elemento 0z = (z,y) € Z que deve satisfazer

a igualdade (a,b) + (z,y) = (x,y) + (a,b) = (a,b) para todos (a,b) € Z. Como a adigao é
comutativa, vamos nos preocupar apenas com uma das igualdades. A outra serd consequéncia

direta da comutatividade.

A classe (z,y) procurada deve satisfazer entdo (a + z,b+y) = (a,b). Da definigao de
classe de equivaléncia, temos (a + x,b+y) ~ (a,b) e da defini¢ao da relagao, segue que z e y

devem satisfazer a+x+b = b+y+a. Da lei do cancelamento da adi¢cao de niimeros naturais,
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temos que z = y. Ou seja, 0z = (x,y) é uma classe de equivaléncia, onde os representantes

sao pares ordenados com coordenadas iguais. De fato, dado qualquer n € N, e qualquer

(a,b) € Z, temos que (a+n)+b=a+ (b+n), donde (a +n,b+n) = (a,b), e disto, temos

(n,n)+ (a,b) = (a +n,b+n) = (a,b).

Segue portanto que Oz = (n,n) para qualquer n € N.
|

O elemento 0z da Proposicao anterior, sera representado apenas por 0 e chamado de zero.

Teorema 2.4. Todo niumero inteiro admite simétrico para a operacao de adi¢ao.

Demonstra¢ao: Dado (a,b) € Z queremos mostrar que existe (z,y) € Z que satisfaz

(a,b) + (x,y) = (z,y) + (a,b) = 0 = (n,n) qualquer que seja n € N. Vamos mostrar apenas

a ultima igualdade e a comutatividade da adi¢ao garantira a primeira igualdade.

Queremos entao que (x,y) € Z satisfaca (x + a,y +b) = (n,n), que pela igualdade de

classes de equivaléncia significa que x + a +n = y + b + n. Da definicao da relacao, esta

ultima igualdade significa que (z,y) = (b,a) e entdo (x,y) = (b,a). Assim,

(z,y) + (a,b) = (b,a) + (a,b) = (a + b,b+a) = 0.

Segue que todo elemento (a,b) € Z possui simétrico para a operagao de adi¢do e este

elemento simétrico é precisamente o elemento (b, a).
[

O elemento simétrico (b, a), simétrico de (a,b) é chamado também de oposto de (a,b) e

representado por —(a, b).

Proposicao 2.5. A multiplicacao de nimeros inteiros € associativa, comutativa e distributiva

em relacdo a adigao.

Demonstra¢ao: Suponha entao (a,b), (z,y), (m,n) € Z arbitrarios. Entao

a,b) - (xm + yn,zn + ym)

(@) ((e,9) - (m,m)

a(zm + yn) + b(zn + ym), a(zn + ym) + b(xm + yn))

(azx + by)m + (ay + bx)n, (ax + by)n + (ay + bx)m)

= (
= (
= (axm + ayn + bxn + bym, axn + aym + bxm + byn)
= (
= (

ax + by, ay + bx) - (m,n) = <(a, b) - (x,y)) - (m,n),

mostrando a associatividade da multiplicacao.
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Para a comutatividade, também temos que

(a,b) - (x,y) = (ax + by, ay + bx) = (za + yb,ya + xb) = (x,y) - (a,b),

que prova a comutatividade da multiplicagao.

Para a distributividade, temos que

a,b) - (x +m,y +n)

(@) ((e.y) +(mm)) =

(

= (a(x +m) +b(y +n),aly +n) + b(x +m))
= (ax + am + by + bn, ay + an + bx + bm)
= (
= (

ax + by, ay + bx) + (am + bn,an + bm)

a,b) - (z,y) + (a,) - (m, n).

A distributividade da multiplicacao pela adicao pela direita segue diretamente da comu-

tatividade da multiplicagao.
|

Proposicao 2.6. A multiplicacao admite elemento neutro em Z.

Demonstragao: Queremos encontrar um elemento 1z = (x,y) € Z de forma que (a,b) -
(z,y) = (z,y) - (a,b) = (a,b), para qualquer (a,b) € Z. Da igualdade desejada, (a,b) -

(z,y) = (a,b), temos que, (za + yb, xb + ya) = (a,b). Da definigao de classe de equivaléncia,
(xa+yb, xb+ya) ~ (a,b) e da defini¢ao da relagao segue que z e y devem satisfazer ax+by+b =
a+ bx + ay, ou ainda, ax + b(y + 1) = a(y + 1) + bz.

Esta ultima igualdade fica cumprida colocando x = y + 1 para quaisquer que sejam

a,b € N. Desta forma, temos que 17 = (z,y) = (n + 1,n) qualquer que seja n € N. De fato,
dado n € N, como an +a +bn +b = bn + b+ an + a da definicao da relacao temos que
(an+a+bn,bn + b+ an) = (a,b), donde

(a,b) - (n+1,n) = (an +a+bn,bn + b+ an) = (a,b),

provando que (n + 1,n) é o elemento neutro pela direita para a multiplicagdo. Da comutati-
vidade da multiplicagao, segue que este elemento é também elemento neutro pela esquerda.
|

Claro que o representante mais simples da classe (n + 1,n) é o elemento (1,0) e deste

ponto em diante, o elemento 1z = (n + 1,n) = (1,0) serd representado simplesmente por 1 e

chamado de unidade de Z.
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Proposicao 2.7. O conjunto Z nao possui divisores prdprios de 0, isto €, se (a,b)-(x,y) =0

entdo (a,b) =0 ou (x,y) = 0.

Demonstracao: Sejam (a,b), (x,y) € Z, tais que (a,b) - (z,y) = 0 = (n,n), e suponha

que (a,b) # (n,n). Consequentemente a + n # b+ n, isto é, a # b. Temos entdao que

(ax + by, bx + ay) = (n,n), e entdo (ax + by,bx + ay) ~ (n,n). Da definigdo da relagao,
segue que ax + by +n = bx + ay +n, ou ainda, ax + by = bx + ay. Como a # b, restam ainda
dois casos exclusivos.

Caso 1: a < b. Existe entao k € N*, tal que a + £ = b, e usando este fato temos que
ax+ (a+k)y = (a+k)z + ay, e pela lei do cancelamento de niimeros naturais para a adigao,
vem ky = kx. Esta por sua vez, pela lei do cancelamento de ntimeros naturais nao nulos
para a multiplicacao nos leva a y = x, isto é, m = W = 0.

Caso 2: b < a. Neste caso a = b+ k para algum k € N*. Substituindo em ax + by = bx + ay,

chegamos a (b+ k)x + by = bx + (b + k)y e pelas mesmas leis de cancelamento citadas no

caso 1, temos também que x = y. Segue aqui também que (z,y) = (y,y) = 0.
|
Esta ultima Proposicao garante que o conjunto Z é um anel de integridade, dito anel
de integridade dos numeros inteiros. O conjunto dos nimeros inteiros nao é um corpo, e
portanto este é o ponto maximo que podemos chegar no sentido da estrutura algébrica deste
conjunto. Contudo ainda mostraremos a lei do cancelamento de elementos nao nulos para a

multiplicacgao.

Proposicao 2.8. Se (a,b), (x,y), (z,w) € Z tais que (a,b) - (z,y) = (a,b) - (z,w) e (a,b) #0

entao (z,y) = (z,w).

Demonstra¢ao: Suponha entdo (a,b), (x,y), (z,w) € Z satisfazendo (a,b) # 0 = (n,n), e

portanto a +n # b+ n, ou ainda a # b, e também

(CL, b) ) (:L‘,y) = (avb) ) (z,w).

Segue desta ultima igualdade que

(az + by, ay + bx) = (az + bw, aw + bz),

ou ainda

ar + by + aw + bz = ay + bxr + az + bw. (1)

Como a # b vamos ainda considerar dois casos exclusivos.
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Caso 1: (a < b). Neste caso a + k = b para algum k € N*. Logo, de (1) temos que
ar + ay + ky + aw + az + kz = ay + ax + kxr + az + aw + kw,

e da lei do cancelamento para a soma de nimeros naturais, temos k(y + 2) = k(x + w)

e usando a lei do cancelamento para o produto de nimeros naturais nao nulos, segue que

Y+ 2z =2+ w ou ainda (z,y) = (z,w) e isto significa que (z,y) = (z,w).

Caso 2: (a > b). Agora b+k = a para algum k € N* e com isto em (1) obtemos a igualdade

br + kx + by + bw + kw + bz = by + ky + bx + bz + kz + bw,

e das leis do cancelamento segue (como no caso 1) que y+z = z+w e portanto (z,y) = (2, w).
|

3. Construcgao do conjunto dos niimeros racionais

Nesta sec¢ao construiremos o corpo dos niimeros racionais a partir do anel de integridade
dos nuimeros inteiros. A ideia da construcao do conjunto dos niimeros racionais é definir um
nimero racional como sendo o quociente entre dois nimeros inteiros. Assim, se ¢ € Q entao
q = " para m,n € Z com n # 0. Dois problemas aqui ocorrem. Primeiro a divisao nao ¢é
uma operacao sobre o conjunto dos niimeros inteiros, e entao para contornar isto, o nimero
racional ¢ serd associado a um par (m,n) com m,n € Z e n # 0. A ideia é que este par
represente o nimero 7. O segundo problema é que, desta forma, um nimero raciona g pode
ser escrito de muitas maneiras como quociente de dois ntimeros inteiros, e entao temos que
trabalhar com classes de equivaléncia.

Vamos aos detalhes técnicos da construcao. Considerando o conjunto Z x Z*, definimos

a relacao &~ dada por
(a,b) ~ (z,y) se, e somente se, ay = xb.

Notemos que:

i) para qualquer (a,b) € Z x Z*, como a multiplicacdo em Z é comutativa, ab = ba e
da definigdo da relagao, segue que (a,b) ~ (a,b), para todo (a,b) € Z x Z*, mostrando que
~ ¢ reflexiva.

i1) Dados (a,b) e (¢,d) em Z x Z* com (a,b) ~ (¢, d), temos da definigao que ad = bc e
como 7Z é comutativo, temos que cb = da, o que significa que (¢, d) ~ (a,b), mostrando que

~ ¢é simétrica.
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iii) Se (a,b),(c,d), (e, f) € Z x Z* satisfazem (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f), entado
ad =bd e cf = de. Assim,
afd = adf = bcf = bde = bed,

e como d # 0 entao af = be e da definigao da relagao, tem-se que (a,b) ~ (e, f), mostrando
que ~ é transitiva.

Dos fatos (i), (i) e (i77) temos que ~ é uma rela¢ao de equivaléncia em Z x Z*, e portanto
estabelece uma forma de estimar quando dois elementos deste conjunto sao equivalentes.

Desta forma, (a, b) representa a classe de equivaléncia do elemento (a,b) € Z x Z*. Isto é,
m ={(z,y) € ZxZ*; (x,y)=~(a,b)}. Note que a expressao (a,b) denota um conjunto,
e nao um sé elemento. m é o conjunto de todos os elementos que sao equivalentes ao par
(a,b), pela relagdo de equivaléncia ~.

LXZ

. * . . A . .
Consideremos 2=~ o conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por =,

e denotemos este conjunto por Q. Entao
Q= {(a,b); acZ, bez*}.

Vamos agora dotar este conjunto de duas operagoes e mostrar que com estas operacoes este
conjunto tem estrutura de corpo. Observe que estas operacoes serao definidas exatamente
como as operagoes usuais de soma e produto de fracoes no conjunto dos ntiimeros reais.

Definimos em Q as operagoes + e -, chamadas respectivamente de adi¢ao e multiplicacao,

dadas por

(a,0) + (z,y) = (ay + bz, by) e (a,b) - (z,y) = (az,by),

para quaisquer (a, b),m € Q. Observe que as operagoes envolvidas no segundo mem-
bro de cada igualdade, sao as operagoes definidas no conjunto Z e portanto satisfazem as
propriedades ja provadas em Z.

Nosso primeiro trabalho é verificar que estas operacoes em Q estao bem definidas. Como
estamos fazendo operagoes com classes de equivaléncia, poderiamos perguntar se ao operar-

mos um elemento (a,b) podemos escolher qualquer um dos representantes desta classe, isto

é, se (a,b) ~ (z,y) entdo (a,b) + (¢,d) = (z,y) + (¢, d), qualquer que seja (¢,d) € Q. Va-

mos provar que se se (a,b) ~ (z,y) entao é irrelevante usar (a,b) ou (x,y) na adi¢ao e na

multiplicagao.

Proposicao 3.1. As operacoes + e - definidas como acima, nao dependem da escolha do

representante das classes.

Demonstragao: Sejam (a,b), (¢,d), (x,y), (z,w) € Q, tais que (a,b) ~ (x,y) e (¢,d) ~
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(z,w). Entao, da definigdo de ~ temos ay = bz e cw = dz. Assim, temos

(ad + be)(yw) = (adyw) + (beyw) = (aydw) + (bycw)
= (bzdw) + (bydz) = (zwbd) + (yzbd) = (zw + yz)(bd)

e portanto, da definigdo da relagdo, (ad + be,bd) ~ (zw + yz,yw), isto é, (a,b) + (¢,d) =

(z,y) + (z,w).
Para a multiplicacao, temos entao,

acyw = aycw = bxrdz = bdxz,

donde segue da definigao da relagao, que (ac,bd) ~ (zz,yw), e entdo, (a,b) - (¢,d) = (z,y) -
(z,w). Portanto as operacoes + e - nao dependem do representante escolhido para cada uma

das classes envolvidas.
[ |

Proposicao 3.2. A adicao em Q ¢é associativa e comutativa.

Demonstracao: Vamos mostrar que os axiomas da definicao de corpo sao todos satisfeitos.

Dados quaisquer (a,b), (z,y), (m,n) € Q, temos

(@) + (o.9)) + mom) = (ay + ba, by) + (m, )

(ay + bx)n + bym, byn)

ayn + b(xn + ym), byn)

(
= (
= (ayn + bxn + bym, byn)
= (
= (a,

b) - (en + ym.yn) = (@) - ((z.9) - ()

e também,

(a,b) + (x,y) = (ay + bx, by)
= (zb+ya, yb) = (z,y) + (a,b),

0 que mostra que + ¢é associativa e comutativa.

Proposigao 3.3. A adicao em Q admite elemento neutro.
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Demonstragao: Queremos agora obter Og = (x,y), tal que

(a’b) + ($7y) = (l’,y) + (a7b) = (aa b)7

para todos (a,b) € Q. Nestes termos x,y € Z devem satisfazer

(ay + bz, by) = (a,b),
ou equivalentemente
(ay + bx,by) ~ (a,b).

Da definicao da relacao deve entao ocorrer que
(ay + bx)b = bya,

e assim,
ayb + bxb = bya,

donde bab = 0.

Mas como b # 0, entao segue que z = 0. Deta forma, o elemento (z,y) procurado é

precisamente (x,y) = (0,y). A escolha de y € Z* é irrelevante, ja que dados y1,y2 € Z*,

temos que (0,y1) ~ (0,%2) e portanto (0,y1) = (0, y2).

Notemos entao que dado qualquer (a,b) € Q e y € Z*, temos que

(a,b) +(0,y) = (ay +b-0,by) = (ay,by) = (a,b),

ja que (ay,by) ~ (a,b). Sendo a adigao comutativa, vale também que (a,b) + (0,y) =

(0,y) + (a,b) = (a,b). Segue portanto que Og = (0,y) é o elemento neutro para a adigdo em
Q, qualquer que seja y € Z*. Observe ainda que

(x,y) = 0g se e somente se  x = 0.

|
Deste ponto em diante usaremos apenas o simbolo 0 para designar o elemento neutro Og

e chamaremos este elemento de zero.

Proposicao 3.4. Todo elemento de Q admite simétrico para a operacao de adi¢cao.

Demonstra¢ao: Dado (a,b) € Q arbitrario, queremos agora obter —(a,b) = (z,y) € Q,
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de forma que

(a,b) + (z,y) = (x,9) + (a,b) = 0= (0,n),

qualquer que seja n € Z*. Os elementos z,y € Z devem entao satisfazer

(ay + bz, by) = (0,n),
ou ainda,
(ay + bz, by) ~ (0,n),

e da definicao da relagao,

(ay +bx)n =by-0=0.

Como n # 0 entao temos que ay + bxr = 0 ou ainda zb = bx = —(ay) = (—a)y, e da

definigao da relacao (z,y) ~ (—a,b) e portanto (z,y) = (—a,b) € Q. O elemento (—a,b)

cumpre portanto a igualdade

(a,b) + (—a,b) = (—a,b) + (a,b) = (0,bb) = 0,

donde todo (a,b) € Q é simetrizavel sendo o seu simétrico o elemento —(a,b) = (—a,b).

Podemos ver também que (—a,b) = (a, —b), ja que (—a,b) ~ (a, —b) e portanto

_<a7 b) = (_avb) = (CL, —b),

qualquer que seja (a,b) € Q.
[ |

Proposicao 3.5. A multiplicacio em Q € associativa, comutativa e distributiva em relacao

a adicao.

Demonstragao: Sejam (a,b), (z,y), (m,n) € Q arbitrarios. Entao

(CORCMRCOE

ax,by) - (m,n)

(
= ((az)m, (by)n)
= (
= (a,

a(zm), b(ym))
b) - (am,yn) = (@) - (@) - (m,m))

e também,

(a7b) : (l’,y) = (a:E?by) = (xa,yb) = (.’L‘,y) ' <a7b)7
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mostrando que - é também associativa e comutativa. Para a distributividade, temos que

(@) ((2,9) + (m.m)

a,b) - (xn +ym,yn)

a(xn +ym), b(yn))

axn + aym, byn)

b(axn + aym), bbyn)

axbn + byam, (by)(bn))

=
= (
= (
= (
=
= (

az,by) + (am, bn)

- (@ )+ ()

donde a multiplicacao é distributiva em relacao a adicao pela esquerda. Também vale a
distributividade pela direita em virtude da comutatividade da multiplicacao. Segue que - é
distributiva em relagao a +.

|

Proposigao 3.6. A multiplicacao admite elemento neutro em Q.

Demonstracao: Para mostrar que Q possui elemento neutro para a multiplicagao, quere-

mos obter 1g = (x,y) € Q de forma que

(a> b) ) (x,y) = (:U7y) ) (CL?b) = (a’ b)>

para todo (a,b) € Q. Os elementos z,y € Z devem entao satisfzer

(CLZL‘, by) = (av b)7

e portanto
(azx, by) ~ (a,b),

e da defini¢ao da relagao segue que axb = bya. Como b # 0 segue que ax = ya, e novamente
da defini¢ao da relagao (z,y) ~ (a,a) donde (x,y) = (a,a). Evidentemente esta escolha para

(z,y) s6 pode ser feita quando a # 0.

O caso em que a = 0 nao afeta a procura por (z,y) j4 que no caso em que a = 0, entao

(0,by) = (0,y), ja que (0,by) ~ (0,y), e desta forma é imediato que

(07b) ’ ("L‘ay) = (O ’ {L‘,by) = (Ovby) = (Ovy)7

para qualquer escolha de (z,y).
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Desta forma, para qualquer n € Z* podemos verificar que (n,n) € Q cumpre
(an,bn) ~ (a,b),

e portanto

(a,b) - (n,n) = (an,bn) = (a,b),

para todo (a,b) € Q. Da comutatividade da multiplicacdo, segue também que (n,n)-(a,b) =

(a,b). Portanto o elemento neutro para a multiplicagdo em Q é o elemento 1g = (n,n)

qualquer que seja n € Z*.
|
O elemento neutro para a multiplicacao em Q, representado por 1lg, sera representado

apenas por 1 e chamado de unidade de Q.

Proposicao 3.7. Todo elemento nao nulo de Q admite simétrico para a multiplicacao.

Demonstragao: Consideremos (a,b) € Q com (a,b) # 0 e portanto a # 0. Queremos
obter (a,b) Lo (z,y) € Q de forma que

(a,0) - (2,y) = (z,y) - (a,0) = 1 = (n,n),

qualquer que seja n € Z*. Os elementos x,y € Z devem entao satisfazer

(ax,by) = (n,n),
ou ainda
(ax,by) ~ (n,n),

e da definicao da relagao temos que axn = byn. Como n # 0 entao segue que ar = by, e da

definigao da relagao (x,y) ~ (b, a). Desta forma,

e como a # 0, entdo (b,a) € Q. Podemos entéo ver que dado (a,b) € Q com a # 0, entdo

(b,a) € Q cumpre

(a,b) - (b,a) = (ab,ba) = 1.

Da comutatividade da operagao - temos também que (b,a) - (a,b) = 1. Segue que todo

elemento nao nulo (a,b) € Q admite simétrico para a operagao de multiplicagao, sendo
- -1
(b,a) € Q o inverso, isto é, (a,b) = (b,a).
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—1
O elemento (a,b) = (b,a), sera chamado de inverso do elemento nao nulo (a, b) # 0.
Decorre portanto, que (Q,+,-) tem estrutura de corpo. O corpo Q é entao chamado de

corpo dos numeros racionais.

Conclusoes

Como prentendido, construimos o conjunto dos nimeros inteiros mostrando que é um
anel de integridade e o conjunto dos ntimeros racionais mostrando que é um corpo.

Embora tenhamos considerado o conjunto dos ntmeros naturais, cabe ressaltar que é
possivel construir este conjunto também a partir dos chamados Axiomas de Peano. O lei-
tor interessado nesta construcao pode consultar (SAH, 1967). Outras construgoes sobre os
conjuntos dos niimeros inteiros e dos nimeros racionais podem ainda ser feitas, como por
exemplo, a construgao de uma relacao de ordem nestes conjuntos. O passo seguinte deste
processo € a construgao do corpo dos niimero reais, que pode ser construido de varias manei-
ras. Para a construgao do conjunto dos niimeros reais pelo método das sequéncias de Cauchy
recomendamos (MONTEIRO, 1978), pelo método dos Cortes de Dedekind recomendamos
(GUIDORIZZI, 2001) e pelo método dos Quase-Homomorfismos recomendamos (STREET,
1985). Pode-se ainda avangar com a construgao do corpo dos nimeros complexos e depois do
conjunto dos quatérnios. Sobre o conjunto dos quatérnios recomendamos (GUZZO SANDRO
M. & TOSTI, 2017).
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