Calculo Diferencial e Integral: -
um kit de sobrevivéncia /A
"SageMath"
l\

Ester Heloisa Bento
Ivo Eduardo Zanin
Mariana Maronezzi Brezovsky
Vitoria Vendramini Gongora
Orientador: Prof. Dr. Rodrigo Martins.

Solucoes do Euclidea



1 FASE ALPHA « 3

1 Fase Alpha «

Fase Tutorial 1: Triangulo Equilatero
Objetivo: Construa um triangulo equilatero com o lado dado.

Construgao estrelas 4L e 4E: Dado um segmento AB, construa as circunferéncias
c1, centrada em A, com raio AB, e ¢y, centrada em B, com raio AB. Depois, marque um
ponto C, de intersecao entre c¢; e co. Por fim, trace os segmentos AC, BC.

Construcgao estrela 2V: Marque o outro ponto de intersecao entre as circunferéncias,
denomine-o D e trace as retas AD e BD.
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Demonstragao: Tomando a circunferéncia c¢; centrada em A e com raio AB e ¢y a
circunferéncia centrada em B com raio AB. Como os pontos C, D € ¢; e C, D € ¢y temos:

AC =AD = AB=BA=BC=BD

Formando dessa forma os triangulos ACB e ADB, que sao equilatero.
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1.1 Angulo de 60 Graus

Objetivo: Construa um angulo de 60° com o lado dado.

60°

Construgao estrelas 3L e 3E: Dado um segmento AB, construa as circunferéncias
c1, centrada em A, com raio AB, e ¢y, centrada em B, com raio AB. Depois, marque um
ponto C', de intersecao entre ¢; e ¢3. Construa a reta que passa por AC.

Demonstracgao: Considerando a demonstragao da Fase Tutorial 1, e sabendo que os
angulos internos de um triangulo equilatero medem 60 graus, temos que o angulo BAC
mede 60 graus, conforme pedido pelo exercicio.

1.2 Mediatriz

Objetivo: Construir a mediatriz do segmento.

Construgao estrelas 3L e 3E: Dado um segmento AB, construa as circunferéncias
c1, centrada em A, com raio AB, e ¢y, centrada em B, com raio AB. Depois, marque os
ponto C' e D, de intersecao entre ¢; e cp. Por fim, construa a reta que passa por C e D.
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Demonstracao: A mediatriz de AB é a reta que contem todos os pontos que equi-
distam das extremidades A e B. Como os pontos C e D equidistam de A e B, entao a
mediatriz de AB ¢é a reta que atravessa C e D.

1.3 Ponto Médio

Objetivo: Construa o ponto médio do segmento definido por dois pontos.

o

Construcao estrelas 3L e 3E: Dado dois pontos, A e B, trace uma reta entre ambos,
e entao a mediatriz entre ambos. Finalmente, marque a interseccao entre as duas retas.
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Demonstragao: Sabendo que quaisquer pontos contidos na reta mediatriz entre A
e B equidistam dos pontos A e B, temos que o ponto de interseccao entre a reta AB e a
mediatriz também equidista de A e B. Portanto, ele é o ponto médio desse segmento.

1.4 Circulo no Quadrado

Objetivo: Inscreva um circulo no quadrado.
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Construgao estrelas 3L e 5E: Dado um quadrado ABCD, trace a mediatriz entre os
pontos A e B, e marque o ponto E, de interseccio dela com AB. Trace a reta diagonal do
quadrado que atravessa A e C, e marque o ponto F, de interseccao dela com a mediatriz.
Agora, utilizando a ferramenta compasso, construa a circunferéncia de centro F e raio EF.
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Demonstragao: Sabendo que um quadrado tem todos as dimensoes iguais, e que o
ponto F é o ponto central dessa figura geométrica, ao construir a circunferéncia ¢, centrada
em F' e com raio E'F, sabemos que as "beiradas"dessa circunferéncia tocam os pontos
médios de cada segmento de lado do quadrado.

1.5 Losango em um Retangulo

Objetivo: Inscreva um losango no retangulo para que compartilhem uma diagonal.

/ /]

Construgao estrelas 3L e 5E: Dado um retangulo ABCD, trace a mediatriz entre
os pontos A e C (a diagonal do retangulo), e marque os pontos E e F| de intersecgao dela
com o retangulo. Trace as retas AE e FC.

\

Demonstragao: Sabendo que a reta diagonal separa o retangulo em dois triangulos
congruentes, e que a mediatriz possibilita a criagao dos triangulos AAEO e ACFO (que
também sao congruentes entre si), basta tracar as retas AE e FC para obter um losango.
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1.6 Centro do circulo

Objetivo: Construa o centro do circulo.

Construcao estrela 2L: Dado um circulo, trace duas mediatrizes entre quaisquer
dois pontos distintos da circunferéncia. Marque o ponto de intersecgao entre elas.
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Construgao estrela 5E: Dado um circulo, marque dois pontos A e B quaisquer da
circunferéncia (que chamaremos de ¢y). Agora, construa as circunferéncias ¢, centrada
em A, com raio AB, e ¢y, centrada em B, com raio AB. Depois, marque o ponto C' de
intersecgao entre ¢y e ¢g. Agora, construa outra circunferéncia cs, centrada em C', com
raio BC'. Marque entao os pontos D e E, de intersec¢ao entre c¢; e co, € 0s pontos D e F,
de interseccao entre ¢y e c3. Finalmente, trace a reta que corta E e D, e outra que corta
F e G. O ponto de intersecgao entre ambas as retas sera o centro do circulo dado.

O D
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Demonstracao: Sabendo que a mediatriz entre quaisquer dois pontos de uma circun-
feréncia sempre atravessa o centro, para descobrir o ponto exato do centro basta marcar
a interseccao de duas mediatrizes entre pontos distintos da tal circunferéncia.

1.7 Quadrado Inscrito

Objetivo: Inscreva um quadrado no circulo. Um vértice do quadrado é dado.

Construcao estrela 6L: Trace uma reta que atravessa o ponto dado A e o centro do
circulo, depois marque o ponto de interseccao B entre a circunferéncia e a reta. Agora,
trace a mediatriz entre A e B, e marque os pontos de interseccao C e D, entre ela e a
circunferéncia. Por fim, trace o quadrado equilatero ABCD.
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Construcao estrela 7E: Dada uma circunferéncia ¢y qualquer, centrada em A, e
um ponto B contido nela, construa a circunferéncia c;, centrada em B, com raio AB, e
marque os pontos C' e D de interseccao entre ¢y e ¢;. Construa outra circunferéncia co,
centrada em C, de raio C'D, e marque o ponto E de intersecgao entre ¢y e co. Agora,
trace a reta que atravessa A e (', e marque os pontos F' e G de interseccao entre ¢y e a
reta AC. Depois, trace a reta que atravessa F e F' e marque o ponto H de intersec¢ao
entre ¢y e a reta EF. Agora trace as retas HB e GE, e marque o ponto I de intersec¢ao
entre ¢ e a reta GE. Por fim, trace a reta que atravessa os pontos B e [.
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Demonstragao da Resolugao 6L: Como a reta AB atravessa o ponto O, centro da
circunferéncia cq, temos que AO = OB, pois ambos sao raios de ¢g. Ao tracar a mediatriz
do segmento AB, obtemos que AO = BO = CO = DO, pois também sio raios de
cp. Além disso, formamos quatro angulos de 90° e quatro triangulos retangulos isosceles
NAOC, NAOD, ANBOC, ABOD, e pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos, temos
que ANAOC = AAOD = ABOC = ABOD.

Dessa forma, temos que os angulos das bases desses triangulos medem 45°. Tomando os
angulos ACO e OCB, temos que ambos sao complementares. O mesmo ocorre entre OBC
e OBD, assim como entre ODB e ODA. Como a reta AC forma 90° com as retas AD
e BC, temos que AC\\BD. Analogamente, AD\\BC'. Como temos esses dois casos de
paralelismo, os lados AC, BC', BD e AD sao congruentes, com A, B, C', e D pertencendo
a circunferéncia cqg. Dessa forma, temos um quadrado inscrito na circunferéncia.



