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Capitulo 1

Algebra vetorial

1.1 Adicao de vetores e produto por escalar
Denote por V3 o conjunto dos vetores em R3. Temos que:

A1) Propriedade associativa
(@+0)+ @ =d+ (V4 o), V d,v,d € V3.
A2) Propriedade comutativa
i+v=v+4+u,vVa,veV?.
A3) Elemento Neutro
i+0=1uVicV.

Lembremos que todo representante do vetor nulo tem origem e extremidade coinci-

dentes.

A4) Elemento Oposto

Dado @ € V? qualquer, existe um vetor que somando a @ resulta no vetor nulo:

trata-se do vetor oposto de i, que se indica por —u. Assim:
i+ (—ii) = 0.
1) Prove que i+ v =w =t =uw— 0.

Solucao:
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A —
Wi+ 0=d+ (-0
43 .
U=w-—"7v

2) Dados representantes dos vetores 4 e v conforme a figura abaixo, ache um represen-

tante algébrico de @ € V? tal que @+ 0+ & = 0.

N

Solucao:

3) Ache a soma dos vetores indicados na figura, nos casos:

0

a)A ®

Solucgao: (1@+B?‘)+C%:1@+C%:1ﬁ?.

A 8

b)

Solugo: (AB + BD) + DC = AD + DC = AC.
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— — — —
Solugao: (AE+ EF)+ (FG+GC)=AF+ FC = AC.

— — —
Solugao: BH+ HE+ EF + FG+ BG = (BH + HE)+ (EF + FG) + BG
— — — —

(BE + EG)+ BG = BG +

3 F

c T T 07
Y/

e) ®

— — —_ = = — = = = —

Solugio: AB+ AH + AC = (AB+BG)+ AC = AG+ AC = AG+GF = AF.

f) A figura abaixo representa um hexdgono regular, ou seja, um poligono com

seis lados iguais e seis angulos internos iguais, composto por seis triangulos
equilateros.

(8 8 ¢

Av D
F E

— — = —>

— — — —
Solucao: AO + FO + CD = AO + (FO + AF) = AO + (AF + FO)
— — — —

AO + AO =2A0 = AD.
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w)
B C

g) f

—_— = = = — —

Solugio: AE+AC+DO = AE+(AC+CB) = AE+AB = AE+ED = AD.

4) Resolva o sistema nas incognitas & e ¥:

7427 =14,
3% — = 20 + 0.

Solugao: Substituindo a expressao de @ na segunda igualdade, obtemos:
3T —y=2(X+2Y)+0=28+44+ 7T
3T —-20 =04+ 4+ 9y =2 =70+ 57.

Substituindo & na primeira igualdade do sistema, obtemos:

. 1

(17+5g])—|—2y:ﬁ:17—|—7y*:ﬁ$7§:ﬁ—ﬁz>g:?(ﬁ—ﬁ).
Portanto,
1 5 5 5 2
5) Seja  # 0 um vetor. Mostre que —-— é um vetor unitario (chamado versor de 7).

H*H
Solugdo: Como ¥ # 0, temos que ||7]| é um nimero real estritamente positivo.

Lembrando que ||[A7|| = |A|||0]| para todo A € R, obtemos:

, , o el
o] = =3 = | == [71] = — [1a = 1
||“|| o] ] o]l liatl
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— — —
6) Dados quatro pontos A, B,C e X € R3 tais que AX = mXB, escreva CX em
— —
funcao de CA e CB.

»
@

Solucgao:
— — — —
AX =mXB < AC+CX =m(XC+CB)
“CA+CX =m(—CX + CB)
— — — —
—CA+CX =-mCX +mCB
O—j( +mC’_))( = C_1>4+m0—é
— — —
(14+m)CX =CA+mCB

Tttt

— 1 — —
CX = ——(CA+mCB).
1+m

7) Dado um trlangulo ABC e os pontos X,Y,Z € R? tais que AX = mXB BY =

T

nYC’ e C’Z pZA escreva C'X, AY, BZ em funcao de C’A e C’B

C

Solucgao:
— — — — — —
AX =mXB AC+CX =m(XC+ CB)

— — — —
—CA+CX =m(-CX + CB)
—CT‘l + 5( = —mC’?( + mC%
— — — —
CX+mCX =mCB+ CA
(1+m)CX =mCB + CA

[

— 1 — —
CX = ——(mCB + CA).
1+m
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BY =nY( B_1>4—|—E/:n(Y—;4+A‘C)')
— — — — —
(BC 4+ CA)+ AY =n(—-AY — CA)

—
< —C%—I—CT‘l—I—/H/:—nE/—nCTLX

— — — — —
< AY +nAY = -CA—-nCA+CB

— — — — —
< AY 4+ nAY = -CA+n(—CA)+CB
= (1+n)Ez(1+n)(—CT4)+C§

Y CA)+CB
e AY = CA+ CB.

+n
CTZ>=pZ—z)4<:> C'_B?—l—B—)Z:p(Z‘BE%—B—;‘l)

— — — — —
— CB+BZ:p(—BZ+(BC+CA)>
e —BC+ BZ = —pBZ +pBC + pC/

— — — — —
<— BZ +pBZ = BC+ pBC + pC
< (1+p)BZ = (1+p)BC +pCA

— 1 — —

B/ = ——

— o ((1 +p)BC’+pC’A>
— Bz=BC+- Y Ca

I+p
— Bz=-CB+-2 Ca

IL+p

8) No triangulo ABC' abaixo, sejam M, N, P os pontos médios dos lados AB, BC e
AN LB Lo
AC, respectivamente. Mostre que AN + BP + CM = 6)
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— — — — —
Solugao: Sabemos que CN = %C’B AP =:AC, AM = %AB. Além disso,

l*)
2 )
CB—=CA+AB, AC—=AB+BC, AB= AC +CB.
Entao

AN + BP+CM = AC + CN + BA+ AP + CA+ AM

_1@+lc§+§4+1@+5}4+1[}3

—AC + 5@A+A&+BA+1MB+B®+C%+ ~(AC + CB)

— — 1 — — 1 —
:AC+§CA+§AB+BA+—AB+§BC+(JA+§A(J+§OB

1. — — 1 — — 1 — 1 —

:(( §)AC+(1+ )(JA) (AB+§AB+BA)+(§BC+§OB)

3 — —

5(AC+CA) (AB+BA)+§(BC+CB)
1) O A
=3 S0=

9) Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados nao-paralelos de um
trapézio é paralelo as bases. Mostre também que sua medida é a média das medidas
~ ~ , . — 1 ? ? . .
das bases (Atengdo: nao ¢ suficiente provar que M N = 5(AB+ DC), mas isso ajuda
bastante.)

Solugao: Sejam M e N os pontos médios dos segmentos AD e BC', respectivamente.
Queremos provar primeiramente que M N é paralelo a AB e a DC'. Vamos utilizar

as igualdades:

—_— = — —
AB =AM + MN + NB, (1.1)
—_ = = —
AB = AD + DC + CB, (1.2)
— = = —
MN = MD + DC + CN. (1.3)

De (1.3), temos

— —  —

N:%AD—FDC’—F

1 — 1 — — —
5(JB = 5(ADJFCB) + DC.
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— — — — — —

De (1.2), temos AD + CB = AB+ (—DC) = AB — DC. Entao
— 1 — — — 1— 1 — — 1 — 1 — 1— 1 —
MN = -(AB-DC)+DC = ~AB——-DC+DC = -AB+(1—-)DC = -AB+-DC.

2 2 2 2 2 2 2
Portanto,

— 1 — —

— —
Como AB || DC' e possuem mesmo sentido, existe um niimero real o > 0 tal que
— —
AB = aDC'. Logo,

1 — —

]\ﬁVzé(aDC’+DO):>J\ﬁV: (a+1)

2

l Rl

— —

— — —
Portanto, M N || DC, o que implica em M N || DC. Como MN || DC e DC || AB,
entdo M N || AB.
— —

||AB][ + [ DC|

5 :

— — —

De fato, da igualdade MN = 1(AB + DC) segue que

H
Agora, provemos que ||[MN|| =

— 1 — — 1 — —
IMN| = I5(AB + DC)|| = S||AB + DC].

— —
Usando novamente que AB = aDC para algum « > 0, obtemos

— 1 — — 1 — 1 —
[MN]] = 5llaDC + DCY| = 5[(a +1)DC|| = S|(a + 1] [[DC]]
1 — 1 = 1, = 1, — 1, =
= 5(a+DIDC = SallDC|| + 5|1DC|| = 5]|AB|| + 5]1DC|

— —
_ IAB|[ +[IDC|
5 .

10) Sendo ABCDEF um hexdgono regular de centro O, prove que 1@ + z@ + zﬁ +

AF + AF = 640.
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Solucao:

— — — — — — — — — — — — — —
AB+ACH+AD+AE+AF = (AO+0OB)+(AO0+0C)+2A0+(AO+OFE)+(AO+OF)
— — — — —
=640 + (OB + OFE) 4+ (OC + OF)
— — — — —
=640 + (OB + BO) + (OC + CO)
— — —
=6A0 + 00 + 00
— S5 —
=6A0 +0+0=06A0.

1.2 Independéncia linear e base

11) Prove que se {u, U, W} é LI, entdao {& + ¢ + &, d — ¥, 30} também é LI.

Solugao: Por hipétese, temos que {u, U, W} é linearmente independente. Queremos
provar que o conjunto {# + U + W, « — ¥, 30} também é linearmente independente.

Para isto, devemos mostrar que a tnica solucao da equacao
(il + T+ @) + b(i — 0) + ¢(37) = 0, (1.4)

onde a,b,c e R, éa=b=c=0.

De (1.4), temos que
(a4 b)i + (a — b+ 3¢)T + aw = 0.

Como {u, ¥, w} é linearmente independente, a tnica solugao para a equagao acima

é

a+b=0
a_b+3C:0 )
a=20

ouseja,a=b=c=0.
12) Verifique se os vetores sao LI ou LD:

a) 4= (1,3,14), 7= (15, — 3. 1).
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L =31), para algum

14> 14>

Solucgao: {u, v} seria LD se, e somente se, (1,3,14) = af
a € R. Neste caso,
2 =1
_% =3
a=14
Entao a = 14, o que implica em —%(14) = 3, ou seja, —3 = 3, o que é um

absurdo. Logo, nao existe um escalar a € R tal que @ = av. Portanto, os

vetores U e U sao LI.
@ =(1,0,0), ¥ =(200,2,1) e & = (300, 1,2).

Solugao: Se {u, v, 4} fosse LI, entdo a tnica solugdo de ai + U + vy = 0

seria a = f = v = 0. Considere a igualdade

a(1,0,0) + 5(100,2,1) +~(300,1,2) = 0,

de onde obtemos

(o + 2008 + 3007,28 + 7, 8+ 27) = (0,0,0).

Entao
a+ 2008 + 300y =0
26+~v=0
B+4+2y=0

Escalonando a matriz associada a este sistema, obtemos o = § =~ = 0. Logo,
{u,v,w} é LI

c) u=(1,2,1),v=(1,-1,—-7) e = (4,5, —4).
Solucao: Prosseguiremos de maneira analoga ao item anterior.
atl + BT+ =0 <= a(1,2,1) + B(1,—1,=7) + v(4,5,—4) = (0,0,0)
<~ (O[, 2(1/, O./) + (ﬂa _/Ba _75) + (477 577 _47) = (07 Oa O)
— (a+f+4v,2a—B+5y,a—T76—4y)=(0,0,0)
a+B+4y=0
a+3y=0
= 2a—-B+5y=0 =
B+v=0
a—T76—4y=0

. Do
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ultimo sistema, concluimos que f = —y e a = —3~. Isto é, dado v € R nao
nulo, existem «, 5 # 0 tais que o sistema é satisfeito e, portanto, satisfazendo

a equacao ail + A7+ v = 0. Por exemplo, se v = 1, entao

—3(1,2,1) — 1(1, —1,—-7) + 1(4,5, —4) = (0,0, 0).
Logo, o conjunto {u, v, W} é LD.
13) Escreva £ = (4,0, 13) como combinagao linear dos vetores @ = (1, —1,3),% = (0,1, 2)
ew = (7,4,-1).
Solugao: Temos que
t=ai+ U4y < (4,0,13) = a(1,—-1,3) + 5(0,1,2) + (7,4, —1)
=(a+ Ty, —a+ [+ 4v,3a+ 25 — 7).

Logo,
a+Ty=4
—a+pf+4y=0
3a+28—-v=13

Substituindo a@ = 4 — 7 na terceira equacao do sistema, temos

1
3(4=Ty)+28—y =13 <= 12-217+26—y =13 < 229420 =1 << [ = 5—1—117.
Substituindo « e 8 na segunda equacao do sistema, obtemos

1 7

—4+7 —+11 4v =0 = —.

Ty Sy Ay =02y =
Logo,a=4—7-L =2 ¢ g=1411.L =2 Portanto, t = 20 + 25+ L.

Bl~

14) Prove que {4 — 20 + w0, 24 + ¢ + 3w, u + 80 + 3w} é LD, quaisquer que sejam os

vetores U, U, W € V3.

Solucgao: Considere os vetores @ = 4 — 20 + 0, b=2i+ 07+ 3w, ¢ = U+ 88U+ 3w
e os escalares «, 3,7 € R. Queremos mostrar que a igualdade ad + ﬁg + ¢ = 0é

possivel para valores de «, 5 e «y diferentes de 0.
Considere a combinacao linear ad + 65 +~&=0. Entdo
(i — 20 4 @) + B(21 + ¥+ 3&) + (i + 87 + 3w) = 0,

o logo

(0 +284 )i+ (—2a+ B+ 87)7 + (a + 36 + 37)w = 0.
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Uma vez que 4, U e W sao vetores arbitrarios, tal igualdade sempre sera vélida para:

a+26+v=0
—2a+B+8y=0
a+38+3y=0

Resolvendo tal sistema, obtemos a = 3v e f = —27, para qualquer v € R. Esco-
lhendo v = 1, por exemplo, obtemos a igualdade 3@ — 2+ &= 0. Logo, o conjunto
{d, b, ¢} é LD quaisquer que sejam os vetores i, ¥/, .
15) Prove que {u, v} é LI se, e somente se, {u + ¢, d — v} é LI
Solugao: (=) Suponha que {u, v} seja LI, isto é, qualquer combinagao da forma
i + A7 = 0 implica em o = 8 = 0. Queremos provar que {u+ U, 4 — U} também é
LI, ou seja, se tivermos (@ + ¥) + p(@ — ¥) = 0, entdo obrigatoriamente v = p = 0.
Temos que
Y@ + V) + p(ii = ¥) = 0= (y+ p)ii + (v — p)i = 0.

Como {u, v} é LI, entao

Y+p=0

=v=p=0.

Y=p=0
Portanto, {4 + ¥, 4 — ¢’} é LL
(«<=) Suponha que {@+ ¥, @ — v} seja LI. Queremos provar que {i, 7} é LI, ou seja,

se atl + v = 0 entao o = = 0. Observe que podemos reescrever u e U da seguinte

maneira:
1 1
ﬁ:?@+ﬂ+@—m eU=§W+®—W—W
Assim, au + U = 0 <— Oé((ﬁ“ﬂ;(ﬁ*ﬁ)) + 6((17“7);(11*”)) -0
= 2A@+0)+ @ -0+ 2u+7) - L(u—-v)=0
= )@+ 1)+ (SF)d—-1) = 0
Como {4 + v,d — ¢} é LI, temos % = # = 0. Portanto, a + f =a— 3 =0, 0

que implica em o« = 3 = 0.

16) Verifique se @ = (1, —1, 3) pode ser escrito como combinagao linear de ¢ = (—1, 1,0)
e =(2,3,3).
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Solugao: Se existirem escalares «, 3 tais que @ = ot + [, entao u poderd ser

escrito como combinagao linear de v e ¥. Suponha

(1,-1,3) = a(—1,1,0) + 4(2,3, %).

Entao

—a+26=1
(1,—1,3):(—&+26,@+36,%6)$ a+3ﬁ:—1

1o __

5P =3
Substituindo S = 9 na primeira e segunda equacoes, obtemos o = 17 e a = —28,

respectivamente, o que nao pode ocorrer. Portanto, @ nao pode ser escrito como

combinacao linear de v e .

17) Sendo E = (€7, €3, €3) uma base de V3 e supondo que

!
!

—

1:€_i+€2+€3
2 = €] + € ;
3 = €3

verifique se F' = (ﬁ, f;, ]‘?3) também ¢é uma base de V3.

Solugao: Para que F' = (fl, fo, ﬁg) seja uma base de V3, basta que o conjunto
{f1, f2, f3} seja LI. Temos que:

afi+Bfa+~fs=0

ale] +é3+€3) + (e + €3) + vé; 0

a€i + aés + acs + Bé; + Bé; + e =0

(o + B)ér + (a+ B)és + (a+~)é = 0.
Como E é uma base de V3, concluimos que

a+p3=0
:>O[:_ﬁ7/7:ﬁ-
a+v=0

Como o sistema admite solugoes nao triviais, F' é linearmente dependente (basta

considerar, por exemplo, 8 = 1). Logo, F' nao é uma base de V3.

18) Determine m para que os vetores sejam LDs.
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a) = (m,l,m)ed=(1,m,1).

Solucgao: Se @ = av, para algum « € R, entao
(m,1,m) =a(l,m,1) = (m,1,m) = (a,am,a) =

Portanto, m? = 1, isto é, m = +1.
b) @=(1-m?1—m,0)ed=(m,m,m).

Solugao: Seja v € R tal que @ = yv. Entao (1 —m?,1 —m,0) = vy(m, m,m).

1—m?=ym
(1 —m*1—m,0) = (ym,ym,ym) = 1—m=n~ym =1—-m=0.
0=ym
Logo, m = 1.

19) Calcule ||@]| (a norma de @), sendo E = {¢7, €3, €3} uma base ortonormal de V3.

a) U =€+ e+ €3

Solugao: ||i]| = V12 + 1% + 12 = V3.
b) @ = 3e7 + 4é3.

Solugao: ||i|| = /32 + 42 = /25 = 5.

20) a) Encontre a matriz mudanca de base de E = {¢},é3, €3} para F = {f1, fo, f3}
quando

—

f: =1 — €3
fr =36
ﬁ = 4e7 — 3e5
Solucgao: Primeiramente, determinamos as coordenadas de fi, f e f3 na base

E, dadas por [filg = (1,0, —1)g, [fole = (3,0,0)p e [f3]g = (4,-3,0)g. A
matriz mudanga de base de F' para E é dada por tais coordenadas postas em

forma de coluna, ou seja,
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Portanto, a matriz mudanca de base de F para F é dada por ME = (ML)~

ou seja,
0 0 -1
ME= |4 4
0 % 0
b) Encontre as coordenadas de ¢ = —4fl + fg — f;:, na base F.

Solucao: Veja que
U= —4(e1 — e3) + 361 — (4é1 — 3é3) = —bHeéq + 3¢5 + 4es.

Logo, [U]g = (—5,3,4)E.
Um outro modo de determinar as coordenadas de ¢ na base E é usando a
relacao

[0]e = Mg[0],

onde [U]p = (—4,1,—1)p. Logo,

1 3 4| |—4 -5
[@e=10 0 -3 1 =
10 01| [=1
F E

¢) Sendo ¥ = (1,2, —3)g encontre as coordenadas de ¥/ na base F.

Solugao: Como [0]g = ML 0], entao
[0]r = (M)~ [0]e = MF |05

Assim,

[0]F =

O wie O
W= ol O
[\)
|
Wi oy W

O wi
|
w

win

Assim, [v]p = (3, %, ).

21) Sendo E = {61, 63,63} ¢ F = {f1, fa, f3} bases de V3, com
fi=26—é
fo =6+ 26
fs =16
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22)

16

e w = €1 + e3 + €3, determine W em termos da base F.

Solucgao: Veja que

2 0
ME=10 1
—1 2

oS N O

é a matriz mudanca de base de F' para E, uma vez que [fi]g = (2,0,—1)g, [folg =
(0,1,2)g e [f3]g = (0,7,0) denotam as coordenadas de fi, fo e f3 na base E.

Além disso, [W]gp = (1,1,1)g sao as coordenadas de @ na base E. Denotando por

Z, Z ) asS coordenadas de w na base s temos que
( Y, ) denadas de w b F q
(@] = M [W]p,

ou seja,

1 2 0 0| |z
11 =10 1 7| |y
1 -1 2 0] |z
E F
Efetuando o produto matricial,
1
20 =1 T = ?—’
y+7z=1 = Yy = Zl
—r+2y=1 = —
Y ©7 o8
131
P Or=(=,—-,=—)F
ortanto, [W]p (2’4’28)F

Sejam F = {€7,é5,é3}, F = {ﬁ, f;,f?,} e G = {41, g2, gz} bases de V3 satisfazendo

- V3 1

@1= "5 J173/3

€2 =351+t 5J3 (1.5)
€3 = 2

€

j1 = €1+ €2+ €3

J» = 3€1 + €3 (1.6)
3— €1

Encontre:
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a)

A matriz mudanca de base da base I’ para a base F;

Solugao: Do sistema (1.5), temos a matriz mudanga de base da base F para

a base I é

> of

l\')la O NI

0
1
0

|
N |

Portanto, a matriz mudanca de base de F' para E é dada por M ™!, ou seja,

_ V3 1 V3 g _1

ML L1 : 25 2 Y-

-1 __ 1 3 _ 1 3

E=—F M7 =— = 5| =12 0 %
0 -1 0 0 1 0

A matriz mudanca de base da base G para a base E;

Solugao: De (1.6), obtemos a matriz mudanca de base

G — F, N =

—_ = =

3 1
10
0 0

A matriz mudanca de base da base F para G;

Solugao: Para determinar a matriz mudanca de base da base GG para a base

E, basta calcular a inversa de N cujo determinante é det(N) = —1. Assim,
0 -1 0 0 1
N'=Lto -1 1|=1]0 1 -1
-1 3 =2 1 -3 2

A matriz mudanga de base da base G para F.

Solucgao: Conhecendo as matrizes mudanga de base M e N, que permitem a
mudanca da base E para F' e da base GG para F, respectivamente, podemos
determinar a matriz de mudanca da base G para F' por meio do produto

matricial M N:

V31 V3+1 3v3+1 V3B
5 oz 01 31 5 i
MN=10 0 1 1 1 0| = 1 0 0
1 V3 V3—1 /3-3 1
-5 % 0] [1 00 5 5 T3
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1.3 Operacoes com vetores

23) Calcule os valores de a € R para que o vetor @ = (a, —2) tenha norma 4.

Solugao: O moédulo de um vetor @ = (x,y) com respeito a base canonica é dada

por ||d]| = /2% + y2. Logo,

|d| = a2+ (—2)2 =4 < (Va®+4)?=(4)? < d®>+4=16.

Portanto, a = +v/12 = £2/3.

24) Fixando a base candnica {7: 7, l;} de V3, determine o vetor unitdrio que tenha: (I)

o mesmo sentido de ¥; (IT) sentido contrério a ¥, nos seguintes casos:

a) U= —i+].

Solugao: O vetor unitdrio ﬁ tem o mesmo sentido de @' (versor). Analoga-
v

mente, o vetor unitario ——= tem sentido contrario de ¥. Como v = (-1, 1,0),

o]
temos |v]] = 1/(—=1)2 + 12 + 02 = /2, com:
U 1 1
D=7 = (=% ==, 0);
1] V2 V2
U 1 1
(D) —r= = (5, ——,0)
ol V2 V2
T=3i—k.
Solugao: Sendo 7 = (3,0, —1), entdo ||7]| = /32 + 02 + (—1)2 = V/10. Assim,
U 3 1
<I> = :( 0, — );
ol V10" V10
v 3 1

(D) == = (- 0, ).
1] V10" V10
v =(1,2,v/3).
Solugao: Temos que ||v]] = \/12 +22 4+ (v/3)2 = v/8 = 2¢/2. Logo,

T V2 V222 4 20 4

[|1]
(1) _i) _ (_L L _ﬁ) _ (_\/_§ V2 _@)
19" 2v2T V2T o2y 4T 20 4T
7= (0,—4,0)
Solugao: Sendo ||7]] = /0% 4 (—4)2 + 02 = 4, temos:
(I) =1 (Oa _1a0);
[11]

=

(1) ——— = (0, 1,0).

=
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25) Dado o vetor ¥ = (0,1, —3), determine o vetor paralelo a ¥ que tenha:

a) sentido contrario ao de ¢ e duas vezes a norma de ¥;

Solucgao: Seja @ um vetor paralelo a v e de sentido contrario, ou seja, © = av,

para algum « € R negativo. Por hipétese, temos que ||d]| = 2||7||. Logo,
llad]] = 2[|7]] = |al[|[v]] = 2[|7]] = |af = 2 = o = -2.
Portanto, © = —2¢v' = —2(0, 1, —3) = (0, —2,6).

b) mesmo sentido de ¥ e normal igual a 2;

Solugao: Se @ tem mesmo sentido de ¥, entdo @ = av = (0, a, —3a), para

a > 0. Como ||d]| = 2, entao

4 2
0224+024+(-30)2=2=10=4=0’= —=a=—.
vi (—3a) 10 T
2 6
Portanto, © = (0, —, ———).
( V10 \/10)

26) Dados os pontos A(2,—2,3), B(1,1,5) e o vetor ¥ = (1,3, —4), determine:

a) A+ 30 (ponto);

Solugao:

A+30=(2,-2,3)+3(1,3,—4)
=(2,-2,3) + (3,9, -12)
= (5,7,-9).
b) BA— i (vetor);
Solucgao:
BA—§=(2-2,3)—(1,1,5)] — (1,3, —4)
= (1,-3,-2) — (1,3, —4)
= (0,-6,2).

e
c) B+ 2AB (ponto);

Solugao:

B+2AB =3B — 24
—(1,1,5) + 2[(1,1,5) — (2,2, 3)]
— (1,1,5) + (—2,6,4)
— (=1,7,9).
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.
d) 20— 3AB (vetor);

Solucao:

2 — 3AB = 2(1,3,—4) — 3[(1,1,5) — (2, ~2,3)]
— (2,6, -8) — 3(~1,3,2)
— (2,6, —8) + (3,—9,—6)

— (5,3, 14).

27) Dados os pontos A(3, —4, —

e B(—2,1,0), determine o ponto N pertencente ao
segmento AB tal que AN = 2AB.

)
o
£AB

Solugao: Vamos denotar N = (x,y, z). Entao:

H

AN =N - A= (z,y,2) — (3,—4,-2) = (x — 3,y + 4,z + 2);
H

AB=B—A=(-2,1,0)— (3,—4,-2) = (—5,—3,2);

AN _ 2 AT 2
AN =2AB = (z — 3,y +4,2+2) = 2(=5,-3,2)

_ 6 4
:>(:L‘—3,y+4,z+2)—(—2,—5,5)

rT—3=-2 =1
= y+4:_g = y:_%

,2'—#2:%L z:—g
Portanto, N = (1, %,—g).

28) Dados os pontos A(1,-2,3), B(2,1,—4) e C(—1,-3,1), determine o ponto D tal
que AB+CD = 0.

Solugao: Denote D = (x,y, z). Lembremos que:
_)
AB=B-A=(2,1,-4)— (1,-2,3) = (1,3, -7);
_)
CD=D-C=(x,y,;2)—(-1,-3,1)=(z+ L,y + 3,z — 1);
— — .
Fazendo AB + CD =0, temos (1,3, —7)+ (x+ 1,y + 3,2 — 1) = (0,0,0). Logo,

r+2=0
(x4+2,y+6,2—8) =(0,0,0)=>Cy+6=0 =x=-2y=-62=8.
z—8=10

Portanto, D = (-2, —6,38).
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29) Sabendo que 3u — 4t = 2w, determine a, b e ¢ tais que @ = (2, —1,¢), ¥ = (a,b—2, 3)
ew = (4,—1,0).

Solucgao: Fazendo 3u — 4U = 2w, temos:
3(2,—1,¢) — 4(a,b— 2,3) = 2(4,—1,0) = (6 — 4a, —4b + 5, 3¢ — 12) = (8, =2, 0).

Logo,
6—4@28:>a:—%

—4b+5=-2=b=1
3c—12=0=>c=14

30) Quais dos seguintes vetores @ = (4,—6,2), ¥ = (—6,9,—-3), & = (14,—-21,9) e
t = (10, —15,5) sdo paralelos?
Solugao: Dois vetores serao paralelos se suas coordenadas forem proporcionais (um

¢ multiplo do outro).

e 1« e U sao paralelos, pois — = -0 = i
—6 9 -3
e 1« e W nao sao paralelos, pois — = _6 #* 2
14 2179
e i et sdo paralelos, pois 4 = =6 = 2
10 —-15 5
e ¥ e 1 ndo sio paralelos, pois — # 9 #* _—3
14 7 =21 9
e 7 e t'sdo paralelos, pois — = 9 = _—3
10 —-15 5
e W e t nio sio paralelos, pois H = -2 # 9
’ 10 =157 5

31) Verifique se sao colineares:

a) A(_17 _57 0)7 B(27 17 3) € C<_27 _77 _1)7
Solucao: Trés pontos sao colineares se, e somente se, os vetores com origem
e extremidade nesses pontos sao linearmente dependente. Escolha dois vetores

formados a partir desses pontos, por exemplo:
—
AB =(2,1,3) — (—1,-5,0) = (3,6, 3);
—
AC = (-2,-7,-1) — (—-1,-5,0) = (—1,—-2,—1);
— —
Como AB = —3AC, eles sao LD. Logo, A, B e C' sao colineares.
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b) A(27 17 _1)7 B(gv _17 O) € C(L 074)a
Solugao: De modo andlogo ao item anterior,
H
CA= (27 17 _1) - (L 074) = (17 17 _5)7
.
CB=(3,-1,0) — (1,0,4) = (2,1, —4);
1 1 -5 e A A .
Como 3 #+ — #+ 0 entao C'A e C'B nao sao paralelos. Logo, A, B e C' nao

sao colineares.

32) Determine o valor de n para que o vetor 7 = (n, —1,3) seja unitério.
1 3 13
il = 1 2 ——)2 -)2 = 1 2 — =1
R N e e
— n2= 2 n = V3
16 T4

33) Dados os pontos A(1,0,—1), B(4,2,1) e C(1,2,0), determine o valor de m para que

a norma do vetor ¥ = mAC + BC seja igual a 7.

—

Solugdo: Como AC = (1,2,0) — (1,0, —1) = (0,2,1) ¢ BC = (1,2,0) — (4,2,1) =
(—3,0,—1), entdo

— —
v =mAC + BC =m(0,2,1) + (=3,0, —1).

Logo, ¥ = (0,2m,m) + (=3,0,—1) = (=3,2m, m — 1). Assim,

7] = V(=3)24+ (2m)2+ (m —1)2 =7 <= 9+4m*> +m?> —2m+ 1 =149
— 5m?—2m+10=49 = 5m? —2m — 39 = 0.

Resolvendo a equacao de segundo grau, obtemos:

2428

244784 2428 m=—p5—=3
m= 10 10 = 2—128 13
m -—= — = ——
10 5

1.4 Produto interno, vetorial e misto

Definigao: Se u e ¢ forem vetores nao nulos e 6 for o angulo entre eles, entao o produto

escalar de « por ¥ é o nimero real
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—

-0 = ||ul] [[7]] cos(0).

0.

Se 4 ou v for o vetor nulo, entao o - v

B possivel mostrar que se @ = x1i + yJ+ sk e T = o1 + yﬁ—i— zng, onde {;, f, IZ} é

uma base ortonormal de V3, entao

1

“U = 21T + Y1Y2 + 2120

—

O produto escalar de @ por ¢ também é denotado por (i, V) e se 1& “@ escalar 0”.

Propriedades do produto escalar:

(1) (Desigualdade de Schwarz) |4 - 9] < ||@]| ||7]];

(2) (Desigualdade triangular) |4 + 0| < ||d]| + ||7][;

(3) Como o sinal de @ - ¥ coincide com o sinal de cos(6), concluimos que:
(i) u-7>0 <= cos(f) >0 < 0° <6 <90°,
(i) - 7<0 < cos(f) <0 < 90° <0 < 180°,
(ifl) 7 T=0 <= cos(f) =0 < 0 =90° (7 L 7).

Calculo do angulo entre dois vetores: Conhecido o produto interno entre 2 veto-

res, da igualdade @ - ¥ = ||u]] ||¥]| cos(#), temos que

X}
a7

formula usada para calcular o angulo @ entre os vetores @ e ¥ nao nulos.

£

cos(f) =

&
<y

34) Determine a medida do angulo € entre os vetores @ = (1,0,1) e ¥ = (=2, 10, 2) cujas

coordenadas sao dadas em funcao de uma base ortonormal de V3.

Solucgao: Seja ¢ o angulo entre @ e v. Entao,

cos() — (1,0,1) - (=2,10,2) _ 0 _
(9) ||(170v1)|| ||(_271072)|| ||(1v0’1>|| ||(_271072)|| N
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Portanto, # = 90° = g radianos.

35) Determine x de modo que @ = (z,0,3) seja perpendicular a v = (1, x, 3).

36)

37)

Solucgao: Lembremos que 4@ | v <= u -7 = 0. Dessa forma,

(,0,3) - (1,2,3) =0 <= 2+9=0 <= x=-09.

Determine o vetor # ortogonal a v = (4,—1,5) e a W = (1,—2,3) e que satisfaz
@ (1,1,1) = —1.

Solugao: Escreva @ = (x,y, z). Entao

1 v

S

U <— (r,9,2)-(4,-1,5)=0=4z—y+52=0
uld <= (z,y,2)-(1,-2,3)=0=>2—-2y+32=0

u-(1,1,1)=-1 <= (z,y,2)- (L, L, ) =—-1=z+y+2z=—1
Assim, devemos determinar x, ¥, z reais que satisfaca o sistema

4r —y+52=0

r—2y+32=0 ,
r+y+z=-1
4 -1 5 0
cuja matriz ampliada ¢ [1 —2 3 0 |. Escalonando essa matriz, obtemos a
1 1 1 -1
matriz
100 1 =1
001 —1 b= _1
Portanto, @ = (1, -1, —1).
Determine o vetor ¢ ortogonal ao eixo 0, tal que v-v7 = 8 e ¥ - .03 = —3, sendo

01 =(3,1,-2) evy =(—1,1,1).

Solugao: Escreva v = (z,y, z). Entao
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vley < v-¢5=0 < (z,y,2)-(0,1,0) = 0; (1)
v-01=8 <= (v,9,2)-(3,1,-2)=8; < 3x—22=218 (2)
U053 =-3 < (z,y,2)-(-1,1,1) = -3 <= z=-3+u. (3)

Substituindo (3) em (2), obtemos 3z + 6 — 2x = 8, ou seja, x = 2. Substituindo em

(3), temos z = —1. Da equagao (1), temos y = 0. Portanto, ¥ = (2,0, —1).
38) Sabendo que ||d]| = 2,||v]] =3 e @ - ¥ = —1, calcule:

a) (4 — 30) - u:
Solugao:

(6 —30)-d=u-u—3v-u=|d]*—-3ua-v=4—-3(-1)="T.

b) (20 — 1) - (29):
Solucao:

(20 — @) - (20) = 20 - 20 — @0 - 20 = 4||0]|* — 2t - ¥ = 4-9 — 2(—1) = 38.

¢) (u+ ) (¥ — 41):

Solucgao:
(u+ @) - (F—40) = (G+0) - T — 4(id + 0) - i
— G T+ T— AT T) — 4T D)
=@ U+ ||0]]* — 4lal|* — 4(a - 7)

= —3(a - 0) + ||91]* — 4]Ja]]”
=3+9-16=—4.

39) Ache um vetor unitdrio ortogonal a # = (1,—3,1) e a ¥ = (=3, -3, 3).

Solugao: Queremos § = (x,y, z) que satisfaca:

151 =1 &= Va2 + 12 +22=1 < 22+ > + 22 =1,
Sl <— s-u=0 <= z—-3y+2=0,

S1v < §-7=0 <= —-3r—-3y+32=0.

T—3y+2=0 [1 31 0]
< .

32 —3y+32=0 -3 =3 30
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Escalonando a matriz acima, obtemos:

10 —3 0 )
— T =Y =5z
01 -1 2

Logo, ( 5

., a1 J2_ 46

z)2+(32)*+ 2% = 1, de onde obtemos 222 = 1. Portanto, z = :i:\/g. Assim,

Portanto, §= 4(

=[S

ﬁﬁ)
' 600 3 /"

40) Determine o vetor ¢ nos seguintes casos:

a) U é ortogonal ao eixo 0,, forma um angulo de 30° com o vetor ¢ e um angulo

obtuso com j, ||7]| = &

Solugao: Escreva ¢ = (z,v, z). Entao:

vléy < (r,y,2)-(0,0,1) =0 < 2 =0,
||| =8 <= a2+ y?+22=28,
50 = ||5]] [|i]| cos(30) <= (z,9,2)-(1,0,0) = /22 +12+ 2% 1- L

<

Substituindo z = 4v/3 e z = 0 na segunda equacio, obtemos:

VAVER £ 107 =8 = 48442 =61 = 2 =16 > y = +4.

Para determinar o valor de y, devemos verificar qual dos valores faz com que

v forme um angulo obtuso com j. Assim:

— Se y = 4, entdo ¥ = (4v/3,4,0), de modo que
(4v/3,4,0) - (0,1,0) = - 5 = [|7]] |[7]| cos(8) = 8 - 1 - cos(6).

Portanto, 4 = 8 cos(f). Assim, cos(d) = 3 > 0, o que implica que # = 60°
¢ um angulo agudo.

— Se y = —4, entdo 7 = (4v/3, —4,0), de modo que
(4v/3,—4,0) - (0,1,0) = @ - 7 = ||7]] ||7]| cos() = 8 - 1 - cos(h).

Portanto, —4 = 8cos(f). Assim, cos(d) = —% < 0, o que implica que

0 = 120°, que é um angulo obtuso.
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Portanto, ¥ = (4/3, —4,0).
b) v é ortogonal ao eixo 0,, forma angulo de 60 ° com o vetor j’e um angulo agudo
com k, ||7]] = 2.

Solugao: Analogamente ao que fizemos no item anterior, temos:

vleé < (r,y,2)-(1,0,0) =0 < z =0,

17| =2 <= a2+ y?+22=2,

- j = [[#]] [17]] cos(60) <= (z,y,2)-(0,1,0)=2-1-(3) <= y=1.

Substituindo # = 0 e y = 1 na segunda equacdo, obtemos 1 + 22 = 4 <=
22 = 3. Logo, z = ++/3. Como queremos que ¥ forme um angulo agudo com o
eixo O,, entdo z = /3. De fato, para 7 = (0,1, /3), temos:

. , 3
-k = ||9]] ||k|| cos(f) <= (0,1,v/3)-(0,0,1) = 2-1-cos(f) <= cos(f) = %

Logo, 6 = 30°, que é um angulo agudo.

41) Para cada um dos pares de vetores @ e ¥, encontre o vetor projecao ortogonal de ¥/

sobre @ e decomponha ¥ como uma soma de vetores v; e v3, sendo ¥ || 4 e v3 L .

a) 4= (1,0,0) e U= (4,3,0).

Solugao: Por defini¢ao, temos que projzv = v;u u. Entao,
O [l
u
. (4,3,0)-(1,0,0) 4-143-040-0
prolal = =g o 00 = Trre e (100 =40.0.0)=(40.0)

em que v; = (4,0,0) é paralelo a 4. Tome agora

—

0y =17 — v = (4,3,0) — (4,0,0) = (0,3,0)

e observe que v L i, poisvy-u=0-14+3-040-0=0.
b) @ =(1,0,1) e ¥ = (2,5,1).
Solugao: Por definicao,

(2,5,1) - (1,0, 1) 2:1+5-04+1-1 3 3

1,0,1) = 1,0,1) = (2.0,
iwonp GOV Tprpep GOD=G03)
3

29

projzv =

0, %) é paralelo a 4 e v3 = U — v7 é ortogonal a 4. De fato,

- 3 3 1 1
Uy = (2757 1) - (5707 5) (5757 _5)

em que U] = (

satisfaz

1 1 1 1 1
Bed=(=5-=)-(1,0,1)==-145-0—=-1==
2 U (277 2) (77) 2 + 2 2

1
5—0.
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42) Os angulos diretores de um vetor nao nulo ¥’ s@o os angulos («, 8, 7) que ¢ forma com

43)

44)

as diregoes positivas dos eixos coordenados no espaco tridimensional. Eles definem a
orientagao do vetor e seus cossenos (cossenos diretores) satisfazem a relagao cos?(a)+
cos?(3) + cos?(vy) = 1.

Calcule os angulos diretores do vetor 7 = (6, —2, 3).

Solugao: Como ||7]| = /6% + (—2)2 + 32 = v/49 = 7, temos que os angulos direto-
res (a, B,7) de U satisfazem:

Vi 6,—2,3)-(1,0,0) 6
os(a) v (6,22,3)-(1,0,0) = - = o = arccos($) ~ 31° = 0,5411

' l1a1] 112l 71 7
radianos;
v-j 6,-2,3)-(0,1,0 2
os(f) = jj jﬂ :<’ ) - 0.1, ):——iﬁzarccos(—%)%106,6021,86
‘ [511[[151] 71 7
radianos;
vk (6,-2,3)-(0,0,1) 3 5
0s(7) = ———= = = - = 7 = arccos(z) ~ 64,62° = 1,128
‘ 5] [[E]] [ 7
radianos.

Determine o vetor @, sabendo que seus angulos diretores sao 45°, 60° e 120° e que
|| = 2.

Solugao: Seja @ = (z,y, z), com angulos diretores o = 45°, 3 = 60° e v = 120°.

Entao: Y
2 T T
_:COS(45):T:—:LL’:\/§’
2 lal| 2
Y Y
—=cos(60) === =y=1;
lal] 2
! (120) = — = = = 1
—— = COS = = = 7= —
2 lal| 2

Portanto, @ = (v/2, 1, —1).

Determine os vetores projecao de ¥ = 4¢ — 37 4 2k sobre os eixos cartesianos O,, O,
e O,.

Solucao: Como v = 41— 37 +2k ja estd escrito como as componentes nos respectivos

eixos coordenados, segue que

proji = 4i = (4,0,0), proj;v = —3j = (0,—3,0), proj;¥ = 2k = (0,0,2).
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45) Sejam A(2,1,3), B(m,3,5) e C(0,4,1) os vértices de um triangulo. Responda:

A

!
:
!
B k'? C

a) Para qual valor de m o triangulo ABC' é retangulo em A?
— —
Solugao: O triangulo ABC sera retangulo em A se os vetores AC e AB forem

ortogonais, ou seja,

— —
AC-AB=0.
Temos que:
—
AC =(0,4,1) — (2,1,3) = (—2,3,-2)
e
—)
AB = (m,3,5) — (2,1,3) = (m —2,2,2).
Logo,

—  —
AC-AB =0 < (-2,3,-2)-(m—2,2,2) =0
= -2m+4+6—4=0

= m = 3;

b) Calcule a medida da projecao do cateto AB sobre a hipotenusa BC.

Solucgao: Como

—>
BA=(2,1,3) = (3,3,5) = (—1,-2, —2)

—

BC =(0,4,1) — (3,3,5) = (—3,1,—4),

entao por defini¢ao

— —

— BA-BC — 3—2+38 9
0jBA="""""BC = “3.1,—4) = (3,1, -4).
pr JBC ||%||2 (_3)2+12+(_4)2< ) 26( )

Portanto,

\\prOJ@B_)AII = \/<%>2[(—3)2 +12 4 (—4)2] = —+/26.
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c¢) Determine o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A.
Solugao: Denote o ponto H por (x,y, z). Entao:
— — —
CH=H-C = (z,y—4,2—1), CA=A-C =(2,-3,2), CB=B-C = (3,—1,4).

(27 _37 2) ’ (37 _174)
32 + (_1)2 +42

— —
CH = prochgC’A — (r,y—4,z2—1)= (3,—1,4)

17
= (az,y—4,z—1):%(3,—1,4)
51 17 68
Cd 1) = (2, L0,
= @y -dz-1=(55 "2 3
Portanto,
51
11:2—6
y—d=—=y=5 -

_ 1 — 68 _ 47
z 1—26:>Z—

13
b1 87 47

de onde obtemos H = (—, —, —
26726 13

).
46) Para u = 3i—j— ok, 7= 2i + 45 — ke @ = —i + k, determine:

a) ||u x | :
Solucao: O produto vetorial de dois vetores linearmente dependentes é sempre
o vetor nulo. Logo, @ X @ = 0i — 0] + 0k, de modo que ||@ x @|| = 0.

b) (4 — v) x

Solucao: Como

G—0=3—j—2k—2—4j+k=i—5j—k=(1,-5—1),
simbolicamente temos:
i J K
(U—v)xwW=|1 -5 —1= i — J+ k
0 1 -1 1 -1 0
-1 0 1
= —5i — 0j — 5k.
c) (U x V) x (Uxwd):
Solugao: Como ¥ x 1 = — (4 X ¥), temos que @ X ¥ e U X & sdo vetores paralelos

(linearmente dependentes). Logo, (7 x ©) x (¥ x @) = 0.
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A7)

48)

d) @ (7 x )

Solucao: Usando novamente o determinante simbdélico, temos:

-l

<y

X

g

Il

[\ .
S = Sy

|

—_

Il

2 4

k= 4i — 1 + 4k.
-1 0

Assim,

i (Txw)=(3,-1,-2)-(4,-1,4) =34 + (=1).(-=1) — 24 = 5.

Dados os pontos A(2,1,—1), B(3,0,1) e C(2,—1, —3), determine o ponto D tal que

AD = BC x AC.

Solugao: Denotemos D = (x,y, z). Fazendo
A_b:D—A:(x—Zy—l,z—i-l),
BO=C—-B=(2-3-1,1+3)=(-1,-1,4),

AC=C— A= (2—-2,-1-1,-3+1)=(0,—-2,-2), temos

7R
o J T T O T
BCxAC=|-1 -1 4 |= 1— J k= 10i+27542k.
-2 =2 0 -2 0 -2
0 -2 =2
Portanto,

—  —

—
AD = BC x AC <= (v —2,y—1,2+1) = (10,2,2),
de modo que
r—2=10 =zx=12
y—1=2 =y=3
z+1=2 =2z=1
Portanto, D = (12,3, 1).
Dados os vetores 4 = (3,1,4), v = (—4,0,3) e w = (1,2,0), determine o vetor a de
modo que @ L wWedxu="1v.

Solugao: Denote @ = (x,y, z). Entao
al W << a-w=0
— (x,y,2)-(1,2,0) =0

< v+2y=0.
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Logo, © = —2y. Além disso, @ X © = U, ou seja,
i ]k
=2y y z|= —47 + 3k,
3 1 4
- - - - - 3 8
Portanto, (4y — z)i — (—8y — 32)j + (=by)k = —4i + 3k, dando y = g E=ge

6 1
T =—2y= = Assim, @ = 5(6, -3,8).

49) Determine um vetor simultaneamente ortogonal ao vetores 4 + 20 e ¥ — 1, sendo
u=(-3,2,0)ev=(0,—1,-2).
Solucao: Um vetor simultaneamente ortogonal a @ + 20 e v — « seria o vetor

7= (d+20) x (0 —1u). Como

U+ 20

(—=3,2,0) +2(0,—1,-2) = (—3,0, —4)

U—u= (07 _17 _2) - (_37270) = (37 _37 _2)7

entao

A
F=(T420)x (T—1@)=|-3 0 —4|=-127—18]+ 9k
3 -3 -2

Portanto, © = (—12, —18,9).
50) Dados os vetores @ = (1,1,0) e ¥ = (—1,1,2), determine:

a) um vetor unitario simultamente ortogonal a i e ¥;
Solugao: Podemos simplesmente determinar o versor de 4 x ¢/, que chamaremos

de Z. Como

17k
L. 1 0|~ 1 0/~ 1 1- - 5 -
uxv=|1 1 0|= 1— 7+ k= 2i— 25+ 2k,
L1 o 1 2 -1 2 -1 1

entdo || x ¥]| = /22 + (—2)2 + 22 = /12 = 2/3. Portanto,

1 1 1 1
r=—-=(2,-2,2)=(—&=,——=,—=).
2/3 3 V33
e . - 1 1 1
Uma outra possibilidade seria o vetor —7 = (——=, —=, ———=).
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b) um vetor de médulo 5 simultaneamente ortogonal a 4 e v.
Solugao: Pelo item anterior, temos que o vetor (2, —2,2) é simultaneamente
ortogonal a u e v. Considere o vetor ¥ = «(2,—-2,2) = (2a, —2a, 2c0), que é

paralelo a ¢ x ¥, e vamos impor que ||y]| = 5. Entao

5 5
V(2a)2 + (=202 4+ (20?2 =5=> 120 =25=a=+—— =+

V2 T 2V3

I T S T B
BBV T BB B

51) Sabendo que Z é um vetor ortogonal a (1,1,0) e a (—1,0,1), cuja norma é v/3 e que

).

Portanto, § = (

tem 6 como a medida do angulo entre 7 e (0,1,0), com cos(#) > 0, determine Z.
Solugao: Denote 4 = (1,1,0) e v = (—1,0,1). Entao

—

i j
UXU=|—1 0
1

0

= —1i+1j — 1F.

[

Veja que || x ]| = /(=1)2 + 12+ (=1)2 = /3. Portanto, ¥ = (—1,1,—1) é um
candidato ao vetor procurado. Resta mostrar que cos(f) > 0. De fato,
(-1,1,-1)-(0,1,0)  —1-0+41-1—1-0 1

O = L ONOLol - BV v

— —
52) Calcule a drea do triangulo ABC, sendo AC' = (—1,1,0) e AB = (0,1, 3).

— —

Solugao: Temos que A = ||AC x AB]|| coincide com a area do paralelogramo
— —

determinado por AC e AB. Logo, a area do triangulo ABC é a metade de A.

Calculando

1
—

CXITB: -1
1

30+ 37 — 1k,

— =
o O Y
I

— —
concluimos que A = ||AC x AB|| = /3% + 32 + (—1)2 = v/19. Portanto, a drea do

V19

triangulo é Ay = ¥5=.

53) Calcule o valor de m para que a area do paralelogramo determinada por @ =
(m,—3,1) e ¥ = (1,—2,2) seja igual a v/26.
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Solugao: Basta impor que ||d x ¢]| = v/26. Da igualdade

ik
ixT=|m —3 1|=—4i—(2m—1)]+ (=2m+3)k,
1 -2 2

temos que ||@ X T|| = \/(—4)% + (—2m + 1)2 + (—2m + 3)2. Entdo,

(—4)? + (=2m + 1)> + (—2m + 3)® = 26
16+4m?2 —dm+1+4m?> —12m+9—-—26=0

m(8m —16) =0 = m =0 ou m = 2.

54) Sabendo que ||d]| = 6, ||U]| = 4 e que a medida angular entre @ e ' de 30°, calcule:

a) a area do triangulo determinado por e ¥

Solucgao: A area do triangulo determinado por @ e ¥ é igual a metade da area

do paralelogramo determinado por eles, isto é:

(lllsen(30)) = 3(6-4-5) =6.

1 1
AT:§||77><17||=§

b) a area do paralelogramo determinado por @ e (—7);

Solugao: Se @ e v formam um angulo de 30°, entdao & e —v' formam um angulo
1
de 150°, pois 180° —30° = 150°. Como sen(150) = sen(30) = 3¢ || =7l = ||V]],

temos:
A = ||i]|||7]|sen(150) = 6 -4 - 1 = 12.

c) a area do paralelogramo determinado por 4 + U e U — ¥.

Solugao: Tal drea é determinada pela drea A = ||(d 4 U) x (4@ — ¥)]|. sando as

propriedades do produto vetorial, obtemos:

A=||(dx 1) — (dx7)+ (0 xud) — (x|
= |0 — (@ x ¥) — (d x ¥) — 0
= || - 2(@ x 9
= 2| x 9|

= 2([[al[]|7]]sen(30))

1
=2:(6-4-5)=24
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55)

56)

Calcule a distancia do ponto P(4,3,3) a reta que passa por A(1,2,—1) e B(3,1,1).

Solucao:

Seja d a distancia do ponto P a reta r. Os vetores AB e AP determinam um
paralelogramo cuja altura relativa a base AB é a distancia d. Como a area de um

paralelogramo se dé pela medida da base vezes a altura, temos:

_||AB x AP)|

d —
|AB|

— —
Também temos que AB = (2,—1,2), AP = (3,1,4) e

-
N J N T R
ABx AP =12 -1 2| = — g+ k= —6t — 25 + 5k.
1 4 3 4 3
3 1 4
Portanto,
L6 25 JEOETCREEE VG VG

@=L 2 (=222 V9 3

Encontre um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P(3,0,0), Q(0, 3,0),
e R(0,0,2), e calcule a area do triangulo PQR.

— —
Solugao: Temos PQ = (0,3,0) — (3,0,0) = (—3,3,0) e PR =(0,0,2) — (3,0,0) =
(—3,0,2). O plano determinado por P, @ e R tem vetor normal dado por

?

30
0 2

-3 0
-3 2

—

P—é x PR=|-3
-3

—

= i— k = 6i + 6] + 9k.

7+
-3 0

S W
N O Iy

. ‘—33

Assim, os vetores ortogonais a este plano sao todos da forma ¢(2,2,3), com t € R.

Além disso, a area do triangulo PQR ¢é dada pela igualdade:

— —
_||PQ x PR|| _ |/(6,6,9)]] V62+62+9 153 3V17

A
r 2 2 9 9 2
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57) Calcule z, sabendo-se que A(2,0,0), B(0,2,0) e C(0,0, z) sdo vértices de um triangulo

de érea 6.

Solugao: Como A‘é =B—-A=(-2,2,0)e A—C)’ =C—-A=(-2,0,2), entdo

i J ok
— — 2 0 |—-2 0] |—-2 2|-
ABx AC=1|-2 2 0| = 1 — J+ k= (22,22,4).
0 z -2 z -2 0
-2 0 z
Logo,
AB x AC
AT:%:6 = /(22)24 (22)2 +42 =12

= 822416 =144 = 822 =128

=22=12 = 2=14V16=+4

58) Os pontos médios dos lados do triangulo ABC sao M (0,1,3), N(3,—2,2) e P(1,0,2).

Determine a area do triangulo.

— —
Solugao: Fazendo MN = N —-M = (3,-3,—-1) e MP =P — M = (1,—1,-1),

temos que
i ]k
— — -3 -1 - 3 —1 - 3 3|~
MN x MP =13 -3 —1|= 1 — 7+ k=1(2,2,0).
-1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1
Logo,
— —
IMN x MP|| _|[(2,2,0)]] _ V2> +2?
Armnp = = = =2
2 2 2
Aaapc

, segue que Aaapc = 44/2.

Como AAMNP = 1
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59) Prove que se 4 X ¥ = W X tetdxw=0xt entdo @ —t e ¥ — & sdo linearmente
dependentes.
Solu(;fm' Sabemos que @ — ¢ e ¥ — @ sdo linearmente dependentes se, e somente se,
(@ — f) (U — W) = = 0. Esta ¢, portanto, a igualdade desejada. Por hipotese,
(i X T) — (i@ x W) = (@ x t) — (T x 1),
ou seja,
(@ % ¥) — (@ x W) — (@ x 1)+ (T x 1) =0.
No entanto, veja que
—* Distributividade —
<~

i x (0 — @)+ (0 — @) xt=0

Anticomutatividade
< U

(@ x ¥) — (@ x W) — (@ x )+ (T x 1) =

Distributividade (1_[ _ t‘) 6
Portanto, @ — ¢ e ¥ — @ séo LDs.
60) Dados os vetores @ = (3,—1,1), 7= (1,2,2) e &l = (2,0, —3), calcule:
a) [u, v, ]
Solucgao:
3 —1 1
[@,7,@ =1 2 2|=-18-7—4=-20.
2 0 -3
b) [W,u,v
Solucgao:
Como o produto misto é alternado, temos que [, U, W] = [, i, ¥] = —29.

— —

61) Sabendo que [i, W, Z]= 2 e [v, W, ¥]= 5, calcule:

a) [3u, 3w, —27]
Solugao: [3u, 3w, —27] = 3[u, 3w, —2&] = 3 - 3[u, W, —24] =9 - (—2)[u, W, ¥] =
—18-2 = —36.

b) [bu — 37, 2, 7|
Solugao:
(bt — 30, 2w, ] = 5[, 20, Z] — 3[v, 2w, &] = (5 - 2)[u, W, Z] — (3 - 2)[V,w, 7] =
10-2—-6-5=—10.
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62) Verifique se os pontos s@o coplanares:

a) A(1,1,0), B(=2,1,-6),C(~1,2,—1) e D(2, -1, —4)
— — —
Solugao: Os pontos A, B, C' e D sao coplanares <= [AB, AC, AD] = 0.
Como AB=B—-A=(-3,0,—6), AC=C—-A=(-2,1,-1)eAD=D—-A=
(1,—2,—4), entado

-3 0 -6
[AB,AC,AD]=|-2 1 -1|=-3
1 -2 -4

—6

-2 1
=18 —-18=0.
1 =2
Portanto, os pontos A, B, C' e D sao coplanares.
b) A(2,1,2),B(0,1,-2),C(1,0,-3) e D(3,1,—-2)
— — —
Solugao: Para AB = (—2,0,—-4), AC = (-1,—-1,-5) e AD = (1,0,—4),

temos
-2 0 -4
_— — —>
[AB,AC,AD] =|-1 -1 —-5|=-8—-4#0.
1 0 -4

Portanto, os pontos A, B,C' e D nao sao coplanares.

-

63) Qual é o volume do cubo determinado pelos vetores ',f e k?

—

Solugao: O volume deste cubo é dado pelo produto misto de i, j e E, em modulo.

Logo,
100
V=07 k=0 1 0] =1uc
00 1

64) Um paralelepipedo é determinado pelos vetores @ = (3,—1,4), 7 = (2,0,1) e @ =

(—2,1,5). Calcule seu volume e a altura relativa a base definida pelos vetores i e v.

Solucgao: Denote por V' o volume procurado. Como

-2 1 5
(W, a,0] =3 -1 4 =2+5+10=17,
2 0 1
entao V = |[W, 4, ]| = 17 w.v. Veja que podemos escrever V' como

V = ||u x v]| - h,
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onde || x 9]| denota a area da base definida por @ e ¥, e h denota a altura relativa

a esta base. Como

P
UxXv=1,3 —1
2 0

= —1i+5j + 2k,

— s 3

entdo || x ¥]] = y/(—1)2 + 52 + 22 = /30. Portanto,

17=V =+v30-h,

o 17
ou seja, h = ——.
) v 30
65) Dados os pontos A(2,1,1), B(—1,0,1) e C(3,2,—2), determine o ponto D do eixo

— —

O, para que o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores AB, AC' e AD

seja igual a 25.
N

— —
Solugao: Para AB = B—- A = (-3,-1,0), AC =C—-A=(1,1,-3) e AD =
D—A=(-2,-1,2—1), temos

-3 -1 0
[AB,AC;AD]={1 1 -3 |=-3(z—-1-3)+2—1—-6=—-22+05.
-2 -1 z-1

— = —
Como V = |[AB, AC, AD]| = 25, entao

—224+5=-25=2z=15
| — 22+ 5] =25= = z =15 ou z = —10.

—2245=25=2=-10

Portanto, D = (0,0,15) ou D = (0,0, —10).

66) Calcule o volume do tetraedro de base ABC' e vértice P, sendo A(2,0,0), B(2,4,0), C(0,3,0)

e D(2,-2,9). Qual é a altura do tetraedro relativa ao vértice D?
_>

_)
Solugao: Fazendo AB = B — A = (0,4,0), A—C)’ =C—-A=(-2,30)e AD =
D — A=(0,-2,9), temos que:

[AB,AC,AD] = |-2 3 0| =12
0 —2 9
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Logo, o volume do tetraedro é

1 — — — 1

Resta calcular a altura relativa ao vértice P, que é dada pela distancia de P ao

plano formado pela face oposta:

— —  —
[AB, AC, AD]|
= — — :
||AB x AC||
Como .
17k
— — = N —
ABxAC={0 4 0|/=0i—0j+8k=(0,0,8),
-2 3 0
temos que

2 2
! 2y

Proe+e 8

67) Calcule a distancia do ponto D(2, 5, 2) ao plano determinado pelos pontos A(3,0,0), B(0,—3,0)
e C(0,0,3).
— —
Solugao: Fazendo AB = B — A = (-3,-3,0), AC = C — A = (-3,0,3) e
—
AD =D — A= (-1,5,2), temos

1 5 2
[AD,AB,AC] =|-3 —3 0| =36

-3 0 3
(S
A
— — - - -
ABx AC = |-3 —3 0| = —9i+ 97 — 9k = (9,9, -9).
-3 0 3

Portanto, V = 36 é o volume do tetraedro determinado por A, B,C' e D e

IAB x AC|| = \/(—9)2 + 92 + (—9)2 = V243,

que determina a area da base do tetraedro. Logo, a distancia de D ao plano gerado
—  — —

por AB, AC e AD é:

V 36 4

h= - —
IAB x AC|| V243 V3
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uma vez que

[it, %, )] = [0, 5, = [0, %, @] = [, 6,@] = [, @, 5] = 0.



Capitulo 2

Retas e Planos

2.1 Equacoes da reta

69) Determine uma equagcao vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, —3,4) e B(1, —1, 2),

e verifique se os pontos C(2,—4,5) e D(—1,3,4) pertencem a r.

—)
Solugao: A reta definida por dois pontos A e B tem a direcao do vetor v = AB =

B — A= (-1,2,—2). Sua equagao vetorial é
PP =A+tT=(2,-3,4) +t(~1,2,-2), teR.

— —
Temos que C' € r < It € R tal que AC' = . Como AC=C — A= (%,—1,1),

vamos verificar se existe t € R tal que
(3, —1,1) =t(-1,2,-2) <= (2t =—1

Entéot:—%eC’ET.

— —
Analogamente, vamos verificar se existe t € R tal que AD = tv. Como AD =
D —A=(-3,6,0), temos

—t=-3
(=3,6,0) =t(—1,2,-2) <= <2t =6
-2t =0

42
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Logo, nao existe t € R que satisfaca o sistema acima, isto é, D ¢ r.

70) Sao dados os pontos A(3,6,—7), B(—5,2,3) e C(4,—7,—6).

a)

Escreva as equacoes vetorial e paramétricas para a reta determinada pelos
pontos B e C, e obtenha sua forma simétrica (se existir). O ponto D(3,1,4)
pertence a essa reta?

N
Solugao: Escolhendo BC = C' — B = (9,—9,—9) como um vetor diretor da

reta r determinada por B e (', temos a equacao vetorial

H
r:P=B+tBC=(-523)+19,-9,-9), teR.

Logo, as equagoes paramétricas sao:

r=-5+9t
z=3—-9t

e as equacoes na forma simétrica sao dadas por:
r+5 y—2 =z-3
9 -9 -9

Substituindo as coordenadas do ponto D nas equacoes paramétricas de r, ob-

temos:
549t =3
2—-9t=1
3—9t=14
. 1 . - 1
Da segunda equacao, temos t = 9 e da terceira equagao, temos t = ~9

Portanto, nao existe t € R que satisfaz o sistema acima. Logo, D ¢ r.

Verifique que os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo.

Solugao: Para que os pontos A, B e C' sejam vértices de um triangulo, eles
nao podem ser colineares. Para isso, vamos verificar se A € r onde r é a reta

determinada por B e C' (obtida no item anterior).

—-5+9t =3
2—-9t=6
3—-9t=-7
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Novamente, nao existe t € R que satisfaca simultaneamente as trés equacoes.

Logo, A € r e, entao, os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo.

c) Escreva as equagbes paramétricas da mediana relativa ao vértice C' do triangulo.

Solucao: A mediana de um triangulo é o segmento que liga o vértice ao ponto
médio do lado oposto a esse vértice. Sendo M o ponto médio de AB, temos

que
3—-56+2 —7+3
2 7 2 7 2

M = ( )= (—1,4,-2).

_>
Escolhendo MC' = (5,—11,—4) como um vetor diretor da mediana por C,

temos:

s: X =(—1,4,-2) + t(5,—11, —4), cujas equagdes paramétricas sao:

r=—1+5t
y=4-11t , teR
z=—2—4t

71) Dados os pontos A(0,0,1), B(1,2,1) e C(1,0,1), obtenha equagoes paramétricas

das bissetrizes internas do triangulo ABC, relativas ao vértice C.

Solugao: A bissetriz interna no vértice C' tém a direcao dada pela soma dos vetores

unitarios ao longo dos lados C'A e C'B (pois o vetor soma é a diagonal de um losango).

Assim,
— —
CA=(-1,0,0), em que ||[CA|| = /(=12 4+ 02 +02=V1=1
e
— —
CB = (0,2,0), em que ||[CB|| = V02 +22+ 02 = V4 = 2.
CA CB
Portanto, o versor de CA é —— = (—1,0,0) e o versor de CB é —— = (0,1,0).
||CAl |CB|

Somando tais vetores unitdrios, encontramos o vetor diretor da bissetriz em C":

— =

i=CA+CB=(-1,1,0).

Portanto, as equagoes paramétricas sao dadas por:
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72) Obtenha as equagoes paramétricas para os trés eixos coordenados de R3.

Solugao: Todos os eixos passam pela origem O(0,0,0). Considere os vetores i =
(1,0,0), 7 = (0,1,0) e k = (0,0,1) como os diretores dos eixos das abcissas, das

ordenadas e das cotas, respectivamente.

As equagoes paramétricas sao:

(
r=04+t=1t
Paraoeixo O, : ¢y=0+0t=0 , teR;

(2=0+0t=0

(2 =040t =0
Paraoeixo Oy : Qy=0+t =1 , teR;

k,7::0—1—015:0

(2 =0+0t=0

Paraoeixo O,: {y=04+0t=0 , teR

\zzO—l—t:t

73) Determine o ponto P(m, 1, n) pertencente a reta que passa por A(3, —1,4) e B(4, -3, —1).

Solugao: Se P € r, onde r é a reta determinada por A e B, entao existe t € R tal
— —
que P=A+tAB, em que AB = (1,—2,—5). Considere o sistema linear

m=3+t

1=—-1-2¢t

n=4->5t
Da segunda equacao, temos t = —1. Entao

Portanto, P = (2,1,9).

20+1  3y—2

3 2
Determine um vetor diretor de r que tenha ordenada igual a 3.

=z + 4.

74) Obtenha o ponto de abscissa 1 e que pertence a reta r :

Solugao: Pelas equagoes simétricas de r, um vetor diretor de r é o vetor 7 = (3,2, 1).

Denote por P = (1,b,¢) o ponto com abscissa 1 e pertencente a r. Fazendo = = 1,

y=10be z=c, obtemos:

_2:1+1  3b—2
3 2

1

=c+4.
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75)

76)

4 4
Portanto, b = gec= —3. Assim, P = (1, 3’ -3).

Queremos, agora, determinar um outro vetor diretor de r paralelo a 7 que tenha
ordenada igual & 3. Denotemos @ = (z, 3, z) tal vetor. Entao, existe « € R tal que
r =3«
(,3,2) = a(3,2,1) = {3 =2a

=

3 9 3
De 3 = 2a, temos que o = 5 Assim, z = 5 ez = 5 Dessa forma, devemos ter
9 3
U= (=,3,=).
U (27 ) 2)

Escreva as equagoes reduzidas na varidvel z da reta que passa por A(—1,6,3) e
B(2,2,1).

~ —
Solugao: O vetor diretor da reta r é o vetor AB =B — A = (3,—4,—-2). Como r
passa por A(—1,6,3), as equagoes simétricas de r so:

r+1 y—-6 2-3
3 -4 =27

Com a primeira igualdade, podemos expressar as variaveis x e y em funcao de z.

x+1_z—3

3 5 :>—2x—2:32—9:>x:_%z+%;
—6 -3
y—4= : 5 = 2y+12=—-42+12 =y =2z.
Com base na figura abaixo, escreva as equagoes paramétricas da reta que passa pelos
pontos:

1coes

= N
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a) A=(2,0,4) e B=(0,0,4).
—
Solugao: Para AB = (—2,0,0), temos:

r=2-—2t r=2-—2t
r:qy=0+0 = qy=0 , teR
z2=44+0t z=4

b) B(0,0,4) e C = (0,3,0).

Solugao: Para BC' = (0,3, —4), temos:
r =040« T =
r:qy=0+3a = Jy=3« , aeR
z =4 — 4« z =4 — 4o
c) A(2,0,4) e D =(2,3,0).

Solugao: Para AD = (0,3, —4), temos:

xr=2400 x =2
re:qy=0+38 = qy=303 , BeR.
224—45 224—4ﬁ

77) Escreva as equagbes paramétricas para a reta r que passa pelo ponto A(2,0,—3) e:

a) r é paralela a reta

l—2 3y 243
S: = — = .

5 4 6

Solugao: Duas retas serao paralelas se seus vetores diretores forem paralelos.

Neste caso, a reta s pode ser escrita como
r—1 y—-0 z—(=3)

-5 1 6

S

cujo vetor diretor é §= (=5, %, 6). Portanto,

r=2—5¢
4
T = —t s teR.
Y73

z=—-3+6t
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b) r é paralela a reta que passa pelos pontos B(1,0,4) e C'(2, 1, 3).
N
Solugao: Como a reta que passa por B e C' tem vetor diretor BC' = (1,1, —1),

temos:

T=2+«
r y=a , o €R
z2=-3—-«
c) r é paralela a reta s:
r=1-=2\
stqyy=44+ X\
z=-1—-A

Solugao: O vetor diretor de s é §= (—2,1,—1). Assim,

r=2-20
T y:ﬂ ,,BE]R.
2=-3-p4

78) Passe para a forma simétrica, se possivel, a equagao da reta r obtida no item b) do

exercicio anterior.

Solugao: Isolando o na equacao de r, obtemos:
T—2=y=—2-—23,

que pode ser reescrito como

r—2 y—0 2z43
1 1 -1

Tal forma simétrica estd coerente com a reta que passa pelo ponto A(2,0,—3) e tem

vetor diretor 7= (1,1, —1).

79) Verifique se as retas 7 e s sdo iguais, nos seguintes casos:
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a)

z=14+ A\
le—%u

S : y:2—|—,u , /LG]R
zzl—l—%,u

Solugao: Duas retas serao iguais (paralelas coincidentes) se seus vetores di-

retores forem paralelos e qualquer ponto de uma das retas pertence a outra
reta.

O vetor diretor de r é 7 = (—1,2,1) e de s é § = (—%,1,%). Observe que
7= 25. Logo, r e s sdo paralelas.

Agora, vamos verificar se r e s sao coincidentes. Para isto, considere P =

(1,2,1) € r (basta tomar A = 0). Perceba que fazendo p = 0, também obtemos

P € s. Portanto, r = s.

s:{y=—14+pu ,peR

(z=2—-pu
Solugao: Note que o vetor 7= (—1,1, —1) é um vetor diretor das retas r e de
s. Logo, tais retas sao paralelas. Vejamos se sao coincidentes.
Considere P = (%, —%, %) € r. Vamos verificar se P pertence a s. Para
isto, devemos encontrar 1 € R que satisfaca simuultaneamente as equacoes do
sistema:

p=l-p=u=3

—s=—l+pu=>p==

s=2-p=>u=g

Logo, nao existe tal u € R satisfazendo o sistema, isto é, P ¢ s.
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¢) r: X =(1,1,0)+X(1,0,35), A € R;
s: X =(0,1,2)+pn(-2,0,1), peRr
Solugao: Claramente, 7= (1,0, —1) e § = (—2,0, 1) sao paralelos, pois
1 1

(1,0,—3) = —5(-2.0,1).

Portanto, as retas r e s sdo paralelas. Vamos verificar se P = (1,1,0) € r

também pertence a s, ou seja, se existe p € R tal que

1=0-2u
1=1+0u
0=3+n

Veja que p = —% satisfaz o sistema. Portanto, r = s.

80) Escreva a equacdo paramétrica da reta que passa pelo ponto A(4, —5,3) e é paralela

ao eixo O,

Solucao: A reta que ¢ paralela ao eixo O, tem vetor diretor j’: (0,1,0). Assim,

r=4+40t
r:{y=-5+t , teR
z=3+0t

81) Determine o angulo entre as seguintes retas:

a)
rT=-2-1
iy = , teR

z2=3-—2t

r y+6 z-1

Tg:— ="—— = .

2 1 1

Solucao: O angulo 6 entre as retas r; e ro é 0 menor angulo entre os vetores

diretores de r; e 1y, a saber ] = (—1,1,—-2) e 75 = (2,1, 1), respectivamente.
Entao, temos:

) (—1,1,-2) - (2,1,1) —24+1-2
cos(f) = — — =
72l ]3] VD212 (<2222 1 12 4 12

-3 31

Veve 6 2
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1 2
Portanto, 6 = arccos(—ﬁ) = ?ﬂrad = 120°.
b)
y=—2x+3
T .
z=x—2
e
1
rg:y—z+1 ; x=4.

Solucgao: A reta r; esta na forma reduzida. Para determinar um vetor diretor

de r1, vamos determinar dois pontos A e B de r; e, posteriormente, encontrar
—

o vetor AB.

Para z = 0, obtemos A = (0,3,—2) € r; e para * = 1, obtemos B =

H

(1,1,—1) € r1. Assim, AB = (1,—2,1) é um vetor diretor de ;.

Analogamente, para encontrar o vetor diretor da reta rs:

Para z = 0, obtemos C' = (4,1,0) € 5 e para z = 1, obtemos D = (4,2,1) € 5.
H

Assim, CD = (0,1,1) é um vetor diretor de 5.

Portanto, se # é a medida angular entre r; e ry, temos:

() A—é . C’—b (1,-2,1)-(0,1,1) 1 1 V3
Ccos = — — = _ I
1AB| |lcD|| VITAFLWI+I V2o 23 6

Logo,

0 = arccos(—\/?g) ~ 1,86 rad = 106, 3°.

82) Determine o valor de n para que o angulo entre as retas

r—2 y =z Yy=nr+5
= - == € T9.
4 5 3 z2=2x—2

T :

seja de % radianos.
Solugao: O vetor diretor de 1 é 71 = (4,5,3). Para obter o vetor diretor de 7o,
basta tomar x =t como parametro e escrever ry como
r=0+1
To:qy=>5+nt , teR.
z=—-242t



CAPITULO 2. RETAS E PLANOS 52

Logo, seu vetor diretor é 75 = (1,n,2). Entao, impondo que a medida angular entre

) 7
r1 € 19 seja de rx obtemos

(’/T) r1- 73
cos(=) = m= s
6" 7l [lr2]|
de onde segue que
V3 (4,5,3) - (1,n,2) 445146 5n + 10

2 VP32t 2 Vo0t /B0(n +5)
Portanto, 10n+20 = 1/150(n? + 5). Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

(10n + 20)? = 150(n?* + 5).
Reorganizando os termos e dividindo por 50, resulta em
n? —8n+7=0,

cujas raizes saon =1oun=17.

2.2 Posicoes relativas entre retas

83) Encontre as equagdes paramétricas da reta r que passa pelo ponto A e é simultane-

amente ortogonal as retas r; e 7 nos seguintes casos:

r=3 y=x—3
a) A(3,2,-1), r: ery:
y=-1 z=—-2r+3

Solucao: O vetor diretor da reta r é dado pelo produto vetorial dos vetores

diretores das retas r| e ro. Para r;, tome z = ¢ como parametro e escreva

r=3+0t
ridy=-14+0 , teR
z=0+1

Analogamente, para 5 tome x =t e escreva
r=0+1

ro:dy=-3+t , teR
z=3—2t
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Portanto, os vetores diretores de r; e ro s@o 11 = (0,0,1) e 75 = (1,1, -2),

respectivamente. Assim,

l

R

J
F=rxm=10 0 = j—1=(=1,1,0).
1 1 =2
Portanto, a reta r que passa por A(3,2,—1) e tem 7 como vetor diretor é dada
por
r=3—1

T y:2—|—t 5 tGR

z=—1
A é a intersecao de 11 e ro, onde
y+1 =z r=1-y
Mm:ir—2="——=- € Ty:
2 3 z2=24+2
Solugao: Os vetores diretores das retas 1 e ro sdo 711 = (1,2,3) e 75 =

(—1,1,2), respectivamente. Assim, o vetor diretor da reta r é dado por:

i jk
F=rxrm=|1 2 3| =1-5]+3k=(1,-53).
11 2

Se existir A(z,y, z) comum as duas retas, suas coordenadas verificam todas as
equacoes de r; e 9 simultaneamente. Reescrevendo a equacao da reta r; na

forma reduzida em relagao a z, obtemos:

1 5
y+1 2 3.3
z - z = — —
2 3 D)

Igualando as expressoes de x e z nas equacoes de 71 e o, tem-se o sistema:

1 5
SYyto=1-y
Syt =242
QgAY
cuja solugao é y = —1. Substituindo nas equagoes de 75, obtém-se © = 2 ¢

z = 0. Portanto, A = (2,—1,0) e a equagdo paramétrica da reta r é:
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84) Calcule o valor de m para que as seguintes retas sejam concorrentes:

y=2xr—95 y
a) 1 e ry:x—5=>=z+1.
z=—x+2 m
Solucao: Duas retas sao ditas concorrentes quando elas se intersectam em um
unico ponto. Para isto, reescrevemos a reta r, na forma paramétrica, sabendo

que 73 passa pelo ponto (5,0, —1) e tem vetor diretor (1,m,1):

r=>5+t
rolyy=mt , teR
z=—1+t

Agora, podemos substituir x,y e z nas equacoes de 71:

mt=2(5+1t)—5 (m—2)t=>5
=
1 +t=—(5+1)+2 t=—1
Portanto, m — 2 = —5, de onde obtemos m = —3.
Se quisermos obter o ponto de intersecao, basta fazer t = —1 e m = —3 nas

equacoes de ro:
r=5—-1=4y=(-3)(-1)=3;, z2=-1—-1=-2.

Portanto, o inico ponto de interse¢ao é o ponto A = (4,3, —2).

r=m-—t
r—1 + 2 z
b) r: y=1+t e Ty 5 :yl :_—2.
z =2t (t € R)

Solucao: De modo andlogo, podemos reescrever r na forma paramétrica:

r=1+4+3s
roidy=-2+s , SER

z = —28

Substituindo z,y, z nas equacoes de r, resulta no seguinte sistema:
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m—t=1+3s (1)
l+t=-2+s (2)
2t = —2s (3)

De (3), temos que t = —s. Substituindo em (2), obtemos:
3 3
1—82—2+S:>2823:>8:§:>t:—§.
Susbtituindo tais valores em (1), concluimos que

m—(—§):1—|—3(3

° _ 4
5 2):>m

85) Determine um ponto na reta r equidistante dos pontos A(2,—1,—-2) e B(1,0,—1),

em que
r=2+t
rody=t , teR.
z=—1+2
— —
Solugao: Desejamos determinar C' € r tal que ||AC|| = ||BC]||. Para isso, escreva

C(2+t,t,—1+ 2t), para algum ¢t € R. Entao:
H
AC = 2+t t,—1+2t) — (2,—1,-2) = (t,t + 1,2t + 1),

.
BC = (2+t,t,—1+2t) — (1,0, —1) = (t + 1,¢,2t).

Temos que

— —

I|AC|| = ||BC|| <= 2+ (t+1)2+ (2t +1)2 = /(t + 1)2 + 12+ (2t)2
= P EFDP (2t 1) = (E+ 1)+ 17+ (2t)?
= P2+ 1A A+ 1 =12+ 2+ 1+ 4

1
= M+ 1=0 <= t:—Z.

7T 1 3

T2

Tomando t = —}l, obtemos o ponto C(

86) Determine o angulo que a reta determinada por A(3,—1,4) e B(1,3,2) forma com

a sua projecao ortogonal sobre o plano Ozy.

Solugao: A reta r que passa pelos pontos A e B tem como vetor diretor o vetor

.
AB = B—A = (—2,4,—2). Assim, a projegao da reta r sobre o plano Ozy terd como
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vetor diretor o vetor p = (—2,4,0) (pois a projegdo ortogonal preserva a abcissa e

a ordenada, mas torna z = 0).

O angulo # formado entre r e sua projecao no plano Oxy é obtido da seguinte forma:
—
AB-p (—2,4,-2)-(—2,4,0) 20 5

cos() = = = =

Bl Il VRV W3 V50

5
Logo, 6 = arccos(—=) ~ 0,418 rad = 23, 96°.
V30

87) Estude a posigao relativa das retas r e s nos casos a seguir:

a) r: X =(1,-1,1)+ \(—=2,1,-1), XeR;
y+z2=3
rT+y—2=6
Solugao: Um vetor diretor de r é ¥ = (—2,1,—1). Para determinar um

vetor diretor de s, fazemos z = ¢t como parametro e reescrevemos s na forma

paramétrica:
r=3+2
y=3—1 , teER,
z=1

de onde temos § = (2,—1,1) como um vetor diretor de s.

Veja que § = —7, ou seja, 7 e § sao vetores paralelos. Logo, r e s sao retas
paralelas. Tais retas nao sao coincidentes, pois A(1,—1,1) € r, mas A & s,

uma vez que o sistema

342t =1
3—t=-—1
t=1

nao admite solucao real.

2 3 2
s: X =(0,0,0)+ A(1,2,0), A € R.

xr+1 vy z+1
T =2 = ;

Solugao: Escolhemos os vetores diretores 7= (2,3,2) e § = (1,2,0) de r e s,
respectivamente. Veja que 7 e § nao sao paralelos, pois nao existe a € R tal

que (2,3,2) = a(1,2,0); se existisse, teriamos 2 = - 0 = 0.



CAPITULO 2. RETAS E PLANOS 57

Entao {7, 5} é LI. Neste caso, temos duas possibilidades: ou r e s sdo retas
concorrentes ou Sao reversas.

Considere A(—1,0,—1) um ponto da reta r e B(0,0,0) um ponto de s. Se
{E,ﬁ s} for LD, entdo r e s sdo concorrentes; se {f?é,ﬁ s} for LI, entao r e

S sao reversas.

—
Como AB =B — A=(1,0,1), temos o produto misto:

.
[AB,, 3| = —4-3-4=-3+£0.

— N

0
3
2

S N =

—
Logo, {AB, 1,5} é LI, ou seja, r e s sdo retas reversas.

riX =(8,1,9) + A2 —1,3), A\ € R;

s: X =(3,—-4,4)+ A(1,-2,2), A e R.

Solugao: Escolhemos 7= (2,—1,3) e § = (1,—2,2) como vetores diretores de
r e s, respectivamente. Verifiquemos se {r, s} é LD ou LI.

Se existisse a € R tal que ¥ = s, entao

oa=2
(2,-1,3) = (o, 200, 2c0) = { —2a = —1
20 =3
Como tal sistema nao tem solugao, {7, §} é LI

H
Sejam A = (8,1,9) € r e B=(3,—4,4) € s. Como AB = (-5, =5, —5), temos

o produto misto:

-5 -5 —5

—)

[AB,7,8]=|2 —1 3|=10—15+20—5+20—30=0.
1 -2 2

—
Logo, {AB, 7,5} é LD, ou seja, as retas r e s sdo concorrentes.
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2.3 Equacoes de planos e posicoes relativas entre re-

tas e planos

88) Determine uma equagao geral do plano 7 nos seguintes casos:

a)

7 é paralelo ao plano my : 22 — 3y — 2+ 5 = 0 e contém o ponto A(4,—2,1).
Solugao: Um vetor normal ao plano m é 7 = (2,—3,—1). Tendo em vista
que 77 é também um vetor normal a qualquer plano paralelo a m,, a equagao
do plano 7 é da forma:

2 —3y —2+d=0,

para algum d € R. Como A = (4, —2,1) € 7, suas coordenadas devem verificar
a equacao de , ou seja,
2:4-3-(-2)—14+d=0
8+6—-1+d=0
d=—13.

Logo, uma equacao geral do plano 7 é dada por 2x — 3y — z — 13 = 0.

r=242t
7 contém o ponto A(—1,2,3) e é perpendicular aretar: ¢ y=1—-3t ,t€R.
z =4t
Solugao: Um plano 7w é perpendicular a reta r se, e somente se, um vetor
diretor de r é paralelo a um vetor normal a 7. Neste caso, ¥ = (2, —3,4) é um

vetor diretor de r, que pode ser tomado como um vetor normal a 7. Logo, a

equagao geral de w é da forma:
20 — 3y +4z+4+d =0,
para algum d € R. Como A(—1,2,3) é um ponto do plano, temos

2-(~1)=3-2+44-34+d=0
—2—6+124+d=0
d=—4.

Logo, uma equagao geral do plano ¢é 2z — 3y + 4z — 4 = 0.
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89) Dada a equacgao geral do plano 7 : 3z — 2y — z — 6 = 0, determine um sistema de

equagoes paramétricas de 7.

Solugao: Uma maneira de obter as equacoes paramétricas a partir da equagao geral

de um plano seria isolar uma variavel em funcao das outras duas.

Como z = —6 + 3z — 2y — 6, fazendo z =t e y = s, obtemos z = —6 + 3t — 2s.

Assim,

V[ Yy=S s t, s e R.
z2=—64+3t—2s
Logo, 7 é um plano que contém o ponto A(0,0,—6) etem & = (1,0,3) e v = (0,1, —2)
como vetores diretores.

Outra maneira de solucionar esta questao seria determinar 3 pontos nao colineares
do plano 7. J& temos que A = (0,0, —6) € 7; fazendo x = z = 0, obtemos y = —3;
fazendo y = z = 0, obtemos = = 2. Assim, B = (0,—3,0) e 7 e C' = (2,0,0) € 7.

— —
Observe que AB = (0,—3,6) e AC = (2,0,6) ndo sao paralelos, pois nao existe
a € R tal que (0,—3,6) = «(2,0,6). Se existisse, terfamos —3 = 0.

— — —
Entao, um ponto P = (x,y, z) pertence a 7 se, e somente se, AP, AB e AC sao

coplanares, ou seja, existem ¢, s € R tais que
— — —
AP =tAB + sAC.
Portanto,

P = A+ tAB + sAC
(2,9, 2) = (0,0, —6) + £(0, —3,6) + 5(2,0,6),

o que implica em

y:—?)t 5 t,SGR.

z=—06+06t+ 6s

90) Determine a equacao geral do plano cujas equagoes paramétricas sao

r=1+h—2t
Tiqy=1—t , h,teR.
z=44+2h -2t
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91)

Solugao: Como @ = (1,0,2) e v = (=2, —1, —2) sdo vetores diretores do plano 7 (e
portanto sao coplanares), entao eles sdo LI. Assim, um vetor normal ao plano deve

ser simultaneamente ortogonal a u e a 7, isto é,

i 5k
FT=axv=|1 0 2|=2-2j—1k=(2,-2,—1).
2 -1 -2

Assim, uma equacao geral de 7 é da forma
20 — 2y —z2+d =0,

para algum d € R. Sabemos pelo sistema de equagoes paramétricas dado que
A = (1,1,4) é um ponto do plano. Logo, suas coordenadas devem satisfazer a

equagao do plano:

2:1-2-1-44d=0
—44+d=0
d=4.

Logo, uma equagao geral do plano 7 é 20 — 2y — 2 +4 = 0.
Escreva uma equacao geral e um sistema de equagoes paramétricas do plano 7
determinado pelos pontos A(1,0,2), B(—1,2,—1) e C(1,1,—1).
— —
Solugao: Fazendo AB =B — A= (-2,2,-3) e AC =C— A= (0,1,-3), temos

que um vetor normal ao plano 7 é o vetor

. - gk . ) )
n=ABx AC =|-2 2 —3|=-3i—06j—2k=(-3,—-6,-2).
0 1 -3

Assim, a equacao geral do plano é da forma
—3r —6y —224+d=0,

para algum d € R. Como A(1,0,2) € 7, temos que as coordenadas de A devem
satisfazer a equagao —3-1—6-0—2-2+4d = 0. Portanto, d =7 e a equacao geral

do plano ¢é dada por —3x — 6y — 22+ 7 = 0.
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92)

— —
Considerando agora A(1,0,2) € 7 e os vetores diretores AB = (—2,2,—-3) e AC =

(0,1, —3), concluimos que as equagbes paramétricas de 7 sdo obtidas a partir da

igualdade:
(x,y,2) = (1,0,2) + t(—2,2,—-3) 4+ s(0, 1, —3),
ou seja,
r=1-2t
T:Qy=2t+s , t,seR.
z2=2-3t—3s

Determine o valor de a € R para que os pontos A(a, 1,9), B(2,3,4), C(—4,—1,6)

e D(0,2,4) sejam coplanares.

Solugao: Os pontos serao coplanares se A pertencer ao plano 7 determinado por
_>

B,C,D. Tal plano possui como vetores diretores BC = C' — B = (—6,—4,2) e

—

BD =D - B=(-2,-1,0).

— — — —
Repare que BC' e BD sao LI. Logo, 7 = BC x BD é um vetor normal ao plano 7,

ou seja,
i ]k
i=|-6 —4 2|=2—4]—2k=(2,—4,-2).
-2 -1 0

Assim, a equacao geral do plano 7 é da forma
20 — 4y — 224+ d =0,
para algum d € R. Como B(2,3,4) € 7, temos que
2:2—-4-3-2-44d=0,
ou seja, d = 16. Portanto, a equagao do plano é
20 — 4y — 22416 = 0.
Impondo agora que A(a,1,9) € 7, temos
2-a—4-1-2-9416=0
20—4—-18416=0
20 —6=0

a=3.
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93) Determine uma equagao geral do plano 7 nos seguintes casos:

a)

~—

7 passa pelos pontos A(—3,1,—2) e B(—1,2,1) e é paralelo a reta

Solugao: Uma reta é paralela a um plano se, e somente se, seu vetor diretor

7 é ortogonal a um vetor normal 7 ao plano.

Fazendo x = 0 na equagao de r, obtemos y = 4 e z = 0, ou seja, C' = (0,4,0) €

r. Fazendo x = 2, obtemos y =4 e z = —3, ou seja, D = (2,4, —3) € r. Entao
—

F=CD=D-C =(2,0,-3)

é um vetor diretor de r.

H
Sendo A, B € m, entao 71 é ortogonal a AB. Além disso, 7 é ortogonal a 7.
—)

Portanto, 77 é paralelo a AB X r, em que

i j ok

— = N —

ABxT=2 1 3|=-3i+12]—2k=(-312-2).
20 -3

Podemos assumir 77 = (—3, 12, —2) um vetor normal a 7. Logo, a equagao geral
de 7 é da forma
—3r+ 12y — 22+ d =0,

para algum d € R. Como B(—1,2,1) € 7, devemos ter
—3-(-1)+12-2—2+d=0.

Logo, d = —25, isto é, uma equacao geral do plano 7 é —3x+12y—22—25 = 0.

7 contém os pontos A(1,—2,2) e B(—3,1,—2) e é perpendicular ao plano
m:2x4+y—2+8=0.

Solugao: Dois planos sao perpendiculares se, e somente se, seus vetores nor-
mais sao ortogonais.

O vetor normal ao plano 7 é 7i; = (2,1,—1). Como 7 é perpendicular a 7,
temos que seu vetor normal 7 é ortogonal a 77;. Além disso, como A, B € 7, 0

vetor

AB =B — A= (—4,3,—4)
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deve ser paralelo a 7 e, portanto, ortogonal a 77;. Logo,

- — —

17k
— - — —
n=ABxn; =|-4 3 —4|=1i—12j— 10k = (1,-12,-10).
2 1 -1

Portanto, a equacgao geral de 7 é da forma x — 12y — 102 +d = 0, com d € R.

Como A € 7, suas coordenadas devem verificar esta equacao, ou seja,
d=—-1+12-(-2)+10-2 = —5.

Logo, a equacao geral do plano 7 é z — 12y — 10z — 5 = 0.

7 contém o ponto A(2,1,2) e é paralelo ao plano Oxy.

Solugao: A equacao do plano Ozy é z = 0, cujo vetor normal é 77 = (0,0, 1).

Como 7 é paralelo a Oxy, podemos assumir que 7 é normal a 7, ou seja,
T:z+d=0

¢ uma equagao geral de 7, para algum d € R. Além disso, como A(2,1,2) € ,

devemos ter 2 + d = 0, ou seja, d = —2. Logo, a equacao geral do plano 7 é
z—2=0.
m contém a reta
r=2+1
z=3+72t

e é perpendicular ao plano my : 2z + 2y — 3z = 0.

Solucgao: Uma reta r esta contida em um plano m se 7 é ortogonal a 7, em que 7 é

um vetor diretor de r e 77 é um vetor normal a 7.

Como 7 L 7y, entao 7 L 7y, em que fs = (2,2, —3). Um vetor diretor da reta r é

7= (1,—1,2). Portanto,
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Assim, a equacao geral do plano 7 é da forma x — 7y — 4z +d = 0, com d € R.
Como r C m, todos os pontos de r pertencem a 7, em particular A = (2,1,3) € r.

Logo,
2-7-1-4-34d=0=d=1T7.

Entao, a equagao de w é
r—"Ty—4z+17=0.

94) Determine o angulo 6 entre os seguintes planos:

a) m:r—y+4=0em: 2z —y—2z=0;
Solugao: Os vetores normais a 7 e mg sdo ny = (1,—1,0) e ny = (2, —1,—1),
~ (pois o angulo entre planos possue essa

respectivamente. Como 0 < 6 <
variacao), podemos usar a igualdade:

|21 - 13
cos(f) = ==
[ ][ [[n2]]
Entao,
1,-1,0)-(2,—-1,—-1
o) = 10710 211
VE+ (D2 4 (F1)? 4 (217
241 3 V3
V2.6 2v3 2
Portanto,
0= arccos(?) = % rad = 30°.

b) m:x+2y—6=0em:y=0;
Solugao: Os vetores normais aos planos m e m sao 1) = (1,2,0) e ny =

(0,1,0), respectivamente. Entao,

(1,2,0)-(0,1,0)] 2 2V5

0= reve Vs S

Logo,
2v'5
0 = arccos(T\/_) ~ 0,464 rad ~ 26,57°.
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r=1+h—1t =2+t
c) m:Qy=h+2t e miqy=-2h , hteR
z=~h z=h+t

Solugao: Os vetores © = (1,1,1) e ¥ = (—1,2,0) sado paralelos a m e sao LI.

Portanto, um vetor normal a m; é o vetor

-

~.

—

1:ﬁX27: 1
-1

= 2 — 1]+ 3k = (—=2,-1,3).

N~ Sy
S =y

Os vetores W = (0,—2,1) e 2= (1,0, 1) sdo paralelos a my e sdo LI. Assim, um

vetor normal a my é 0 vetor

i 7ok
Hh=wxZ=0 -2 1|=-2+1j+2k=(-2,1,2).
1 0 1
Entao,
R —2,-1,3) - (=2,1,2
cos() = |7jl nQ_! = (=2, -1,3)- (=2, 1,2)]
[l flnall  /(=2)2 + (=1)2 + 32/(=2)2 + 12 + 22
C4-1+6] 9 3
V149 314 14
Portanto,

0 = arccos( ) ~ 36,7°.

=L
W~

95) Encontre as equagbes paramétricas da reta de intersecao dos planos 7 : 3x +y —

32—H=0em:x—y—2—3=0.

Solugao: A interseccao de dois planos nao paralelos é uma reta r cujos pontos

(x,y, z) € r satisfazem, simultaneamente, as equagoes dos dois planos.

Logo, os pontos de r constituem a solucao do sistema:

3r+y—32—5=0
r—y—2—3=0
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Somando as duas equacoes, obtemos:
dr —4z—-8=0=>2r—2=2=>0=2+2.
Substituindo na segunda equagao:
(z42)—y—2-3=0=>2—-y=3=>y=-1.
Logo, a solugao do sistema é
(x,y,2) = (24+2,—-1, 2),
com z € R. Fazendo z = t, obtemos
(r,y,2)=(t+2,—1,t), teR.

Assim, as equagoes paramétricas da reta r sao:

=142
ridy=—1 , teR
z=1

2.4 Distancia entre ponto e reta, entre retas, entre

reta e plano e entre planos
96) Calcule a distancia entre os pontos P(—2,0,1) e Q(1,—3,2).

Solugao: Vamos utilizar a férmula da distancia entre dois pontos P = (x1, 41, 21) €

Q = (2,92, 22):

d(P,Q) = \/(z2 — 1) + (y2 — 11)? + (22 — 21)*

Logo,

d(P,Q) =/(T= (2P + (3= 0P+ 21 = B+ (3P + = VI9,

—
Outro modo de fazer esse exercicio é calcular a norma do vetor PQ) = Q) — P =

(3,—3,1), ou seja,

d(P,Q) = ||PQ|| = /3 + (=3)% + 1 = V0.
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97) Calcule a distancia do ponto P a reta r nos seguintes casos:

r=2z-1
a) P(0,—1,0)er:
y=z+1
Solugao: Vamos utillizar a féormula da distancia de um ponto a uma reta:
7 x AP
7 X
ap.ry — IFX APL
[171]
em que A é um ponto qualquer da reta r.

Fazendo z = t, podemos escrever as equagoes paramétricas da reta r por

r=—1+2t
z=1

O vetor diretor de 7 é ¥ = (2,1,1) cuja norma ¢ ||7]| = v/22 + 12 + 12 = V/6.
—
Escolhemos A(—1,1,0) como um ponto de r. Logo, podemos escrever AP =

P—A=(1,-2,0) tal que

iJ
—

Px AP = |2 2 + 15 — 5k.
1

(e
Il

-2

.
Assim, |7 x AP| = /22 + 12 + (=5)? = /30. Usando a equagdo da distancia,

obtemos:
.
|7 x AP|| /30
d(P,r) = _ VN _ s
|77 V6
T =\
A
b) P(1,0,1)er: yzi , com A\ € R.
z = —
3

Solugao: Um vetor diretor de r é ¥ = (1, %, %) e um ponto de r é A(0,0,0).

—}
Logo, AP =P —A=(1,0,1) e

1
—

1- 25 1-
X AP = = —1 '

O wi= o
= w3

1
1
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Portanto,

kA @D VB
d(P,T)— ||7:1| - 12+(%)2+(%)2 - 42 = 7

r—2 y z—1

P(1,-1,4 : .

Solugao: Um vetor diretor de r é 7 = (4, —3,—2) e um ponto de r é A(2,0, 1).
—
Logo, AP=P—-A=(—-1,-1,3) e

ik

— — — -

"X AP =|4 -3 —-2|=-11i—10j — 7k.
-1 -1 3

Assim,

d(P,r) = 17 ﬁ“ _ V(=112 + (=10)2 + (=7)2 _ V270
7 ||ﬂ| \/42 + (_3)2 n (_2)2 @ .

98) Calcule a distancia do ponto P ao plano 7 nos casos:
a) P(2,-1,2)enm:2x —2y—z+3=0.

Solugao: A distancia de um ponto P(xq, yo, 20) @ um plano 7 : ax+by+cz+d =

0 ¢ dada por:
. ‘amo + byo + czg + d‘

d(P, )

Logo,
2:2-2-(=1)—1-2+3] [71] 7
d(P,m) = == =_.
A= VI
x=24+2h+3t
b) P(I,L,1)em:¢y=—1+h+t , hteR
z2=2—h

Solugao: Os vetores @ = (2,1, —1) e ¥ = (3, 1,0) sdo vetores diretores do plano
7. Assim, um vetor normal ao plano deve ser simultaneamente ortogonal a @

e a ¥, ou seja,
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ij ok
1| =i-3j—1k=(1,-3,-1).
0

~.

n=1uXuv=

i N |

2
3
Assim, a equacgao geral de w é da forma x — 3y — z +d = 0, para algum
d € R. Pelo sistema de equagoes paramétricas dado no enunciado, temos que

A(2,—1,2) € 7, ou seja,
2-3.(-1)-2+d=0=d=—3.

Logo, uma equacao geral do plano é 7 : x — 3y — z — 3 = 0. Portanto, para
P(1,1,1), temos:

Y ey o o Y Y

1-3-1-1-3 _|-6 6

99) Calcule a distancia entre as retas dadas:

a) riiQy=3+t e rgiqy=—-1-3t , teR
z=1-—2t z =2t

Solugao: Consideremos os vetores diretores 71 = (—1,1,—2) e 75 = (1, -3, 2)
das retas r; e r9, respectivamente.
Vamos verificar se esses vetores sao LDs. Para isso, suponha que exista o € R

tal que (—1,1,—2) = (1, —3,2). Neste caso, terfamos

oa=-—1
_3()[:1 9
200 = =2

o que nao admite solucao. Portanto, 1 e 73 sao Lls, ou seja, as retas r| e 7o
nao sao paralelas.

Se r1 e ry forem concorrentes, a distancia entre elas sera nula. Se forem reversas,
a distancia entre elas sera estritamente positiva.

.

Considere A(2,3,1) € m e B(0,—1,0) € 5. Neste caso, AB = B — A =
H

(—=2,—4,—1). Se {AB,r1,r3} for LD, entdo 1 e ry serdo retas concorrentes.

Caso contrario, serao reversas. Veja que
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-2 —4 -1

H

[AB,71,73)=1]-1 1 =2|=6#0.
1 -3 2

—
Logo, {AB,r1,r3} é LI, ou seja, r; e ry sao reversas. Portanto, a distancia

entre r; e ro é dada por

AB, 7,7
d(Tl,T’2> = w
||’I"1 X T2||
Como S
i gk
X =|-1 1 —2|=—40+0j+2k= (—4,0,2),
1 -3 2
temos que
6] 6 3
d(ry,re) = = -
( 1 2) \/(_4>2+02_|_22 v 20 \/5
y=x

rixr=y=zery:
z=2r—1

Solucao: Tomando x = t, podemos reescrever as equagoes das retas r; e o

como:
r=1t r=1t
T Sy=t e Ty qy=t , teR
z=t z=2t—-1

Logo, os vetores 7 = (1,1,1) e 75 = (1,1,2) sdo vetores diretores de ry e
9, respectivamente. Claramente, eles sao LI (pois um nao é um maultiplo do

outro). Portanto, r1 e ry sdo retas concorrentes ou reversas.

_>
Para A(0,0,0) € r; e B(0,0,—1) € rq, temos o vetor AB = B—A = (0,0, —1).
Logo,

0
[AB, 7,73 = |1
1

—
Logo, {AB, 71,75} é LD, ou seja, r; e ry sdo retas concorrentes. Neste caso,

existe um ponto de intersecao e, portanto, d(ry, 1) = 0.
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Observacao: Para obtermos o ponto de intersecao de r; e 1o basta fazer
t =2t —1, ou seja, t = 1. Portanto, x+ = y = 2z = 1 sao as coordenadas do

ponto, isto é, P(1,1,1) é o tinico ponto de interse¢ao de 71 e 5.

ri:x=3 y=4er, =0z

Solucgao: Parametricamente, podemos reescrever essas duas retas como

r y:4 e To: y:O , teR.
z=1 z=1

Logo, 11 = 75 = (0,0,1) é o vetor diretor de r; e . Como tais vetores sao
paralelos, 7 e ry sao retas paralelas. Considere A(3,4,0) € r;. Como A & 1y,

concluimos que tais retas nao sao coincidentes. Neste caso,
d(?"l, 7”2) = d(P, 7’1),
—).
para qualquer P € ry. Considerando P(0,0,0) € ry, temos AP = P — A =

(—3,—4,0), temos

—

X AP =10
-3 —4

Sl
=N

Portanto,

H
)_HﬁxAPH_\/42+(—3)2+02_ 55 _ =
[[71] V0202 + 12 '

Assim, d(ry,r9) = 5.

d(P,r

100) Calcule a distancia entre os planos paralelos:

a) m:2r—y+224+9=0em:4dr—2y+42—21=0.

Solugao: Veja que 7i; = (2,—1,2) e s = (4,—2,4) sdo vetores normais aos
planos 7 e mo, respectivamente. Como 77, = 277, os planos 7 e m sao paralelos

distintos, uma vez que —21 # 2-9. Assim,

d(ﬂ'l,’ﬂ'g) = d(PhT('Q),
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onde P; é um ponto qualquer do plano ;.
9
Tome P;(0,0, —5) € m;. Portanto,

d(ﬂ'l,ﬂ'g):d(Pl,ﬂ'Q):’ ( 2) ‘:| |:_

VA2 + (—2)2 4 42 6 2
r=2—-A—pu
5
b)ﬂ1:x+y+z—§:0 e Mily=pu . A pER.
z=A

Solucao: Primeiramente, vamos verificar se tais planos sao paralelos distintos

(caso contrario, a distancia entre eles serd nula).
Temos que 17 = (1,1,1) é um vetor normal ao plano m;. Como @ = (—1,0, 1)

e U= (—1,1,0) sao vetores diretores do plano 7y, segue que

= (=1,-1,-1)

S =Y

é um vetor normal ao plano my. Claramente, 7; e 7y sao paralelos, indicando

que 7 e my sao paralelos.

5 1
Veja agora que P,(2,0,0) € e ndo pertence a 7y, pois 2+ 040 — 3= "3 £ 0.

Logo, tais planos sao distintos e

1
2+0+0-2 35 1
d(my, ™) = d(m, Py) = | ol _ 2 .

VIZ+12+12 3 23

101) Determine os pontos daretar : z—1 = y = z que equidistam dos pontos A = (1,0, 0)
e B=(0,1,1).
Solugao: Fazendo z = t, temos que a reta r pode ser reescrita como
r:rx=14+t y=t, z=t.

Logo, todo P € r é da forma P(1 +t,t,t), com t € R. Entao:

d(P,A) = /(1 4+t —1)24 (t —0)2+ (t — 0)2,

d(P,B) = /(1 +t—0)2+(t—1)2+ (t — 1)
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102)

Impondo que d(P, A) = d(P, B) e utilizando os quadrados das distancias, temos:
P+ =1+t + -1+ (-1~

Assim,

312 =2 42t + 14 2(t* — 2t +1) = 3t* — 2t + 3,

de onde obtemos
3

3 3 3 5 3 3
P‘(Hi’ 7} §>—<§’ o} 5)-

Portanto, o ponto da reta r equidistante de A e B é
5 3 3
Pl=-, = =].
(2 2 2)
20 — 2 =3

Obtenha uma equacao vetorial da reta r paralela a reta s : , CONCOT-
y =2
rente am: X = (—1,1,1) + A(0,—1,2), A € R, e que dista 1 do ponto P(1,2,1).

Substituindo em P:

Solucgao: Se r é paralela a s, entao seus vetores diretores sao paralelos.

Fazendo x = «a nas equagoes de s, temos

T =q«
s:qy=2 , a€R.
2 =20 —3

Assim, §= (1,0,2) é um vetor diretor de s, e de r também. Logo,
r: X =0Q+1t(1,0,2), teR.

Se r e m sao retas concorrentes, entao elas possuem um tnico ponto em comum.
Tal ponto tem a forma Q(—1,1 — A\, 1 4+ 2)) para algum A € R. Dessa forma, as

equacoes paramétricas da reta r sao:
r=—-1+1

y=1—\
2=14+2X+2t
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Pelo enunciado, temos que r dista 1 do ponto P(1,2,1), ou seja,

P
spy - 10 <l
151
Como QP = P— Q = (1—(—1),2 = (1 = A), 1 — (142))) = (2,1 + A, —2)\), entdio
i g k
— = = —
QPX5=12 14X —2)| = (24207 — (4 +20)] — (1 + VK.
1 0 2

Portanto,

V(E2+2X0)2+ (A+20)2 4 (14+X)?2
V12 +02 422

de onde obtemos (2 + 2X)* + (4 + 2X)? + (1 + A\)? = 5. Assim,

L,

AN+ 8N +44+4N24+16A+ 16+ XN +220+1—-5=0
9\ + 26\ + 16 = 0.

Resolvendo essa equacao de segundo grau, temos que A\ = —2, Ay = —%. Para

8
A1 = —2, obtemos Q(—1,3,—3) e para \y = ~5 obtemos Q(—1, %’ _%)_

Temos entao duas retas que satisfazem as condig¢oes do enunciado:

r: X =(-1,3,-3)+t(1,0,2), teR,

17 7
5 =g H1(1,0,2), teR

re : X = (—1, 9

103) Dé uma equagao geral do plano m que passa pelos pontos P(1,1,1) e Q(2,1,—1) e
que dista 1 da reta r: X = (1,0,2) + A(1,0,2), A € R.

Solucgao: Como a distancia do plano 7 a reta r é igual a 1, entao r e 7 sao paralelos,
caso contrario d(r,m) = 0. Logo, ¥ = (1,0,2) é ortogonal a 7, onde 7 é um vetor
diretor de r e 7 é um vetor normal a w. Como P, € 7, entao 7 é ortogonal a

H
PQ = (1,0,—2) também. Assim, 7i é paralelo a

i j ok
— e
PQx7=1]1 0 —2|=-45=(0,—4,0).
10 2
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Entao a equacao geral de m é da forma —4y + d = 0, para algum d € R. Como

P(1,1,1) € m, as coordenadas de P devem verificar a equagao do plano:
—4-1+d=0=d=4.
Logo, uma equagao geral do plano 7 é:
m:—4y+4=0.

Ouaindanw:—y+1=0.

104) Determine os pontos da reta r : & — 1 = 2y = z que equidistam dos planos

m:20—3y—42—-3=0 e m:dr—-3y—22+3=0.

Solucgao: A reta r estd na forma simétrica. Fazendo z = ¢, temos x =1+, y = =

t
e z=1. Logo, P(1+1t, §,t) € r. Impondo que d(P,m) = d(P, m,), obtemos

2 - (1+t)—3 (;) 4-t—3 \4-(1+t)—3-(§)—2-t+3|

V2 (32 + (AP VT (32T (2p
Logo,
3t 3t
|2+2t—3—4t—3] \4+4t—5—2t+3],
7 t
—=t—1]=|=4+7|.
=gt =1 =l5+7)
7 t .

Resulta que —515 -1 = i(§ + 7), ou seja, t = +2. Para t = —2, obtemos

P(—1,—1,-2). Parat = 2, obtemos P(3,1,2). Esses s@o os pontos que equidistam

dos planos m; e 7.



Capitulo 3
Conicas

3.1 Parabola

105) Para cada uma das pardabolas construa o gréafico, encontre o foco e uma equagao
para a diretriz.

a) 12 = —4y.

Solucgao:

O -—-rQ

Pela equacao da pardbola, a cada valor de y < 0 correspondem dois valores de

x simétricos. Esta é uma parabdla com concavidade voltada para baixo.
Como o vértice esta na origem, a equacao padrao é da forma
2 __
x” = 4py,
em que p € R é a distancia do foco ao vértice (e do vértice a reta diretriz, mas
em sentido oposto). Portanto, temos uma parabola em que

dp=—-4=p=—-1

76
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Portanto, o foco da parabola é o ponto F' = (0,—1) e sua reta diretriz tem

equacao y = 1.
b) y* = 6.
8
fxz-(3/2)
6
4
® @
o/
V=0.0)
-6 —4 -2 0 .12 6 8
F=(15,0)
. {
[ 2 .‘
4
6
—8

Para esta equacao, a cada valor de x > 0 correspondem dois valores de y
simétricos. Esta é uma parabola com concavidade voltada para a direita. Como

o vértice esta na origem, temos a equacao da forma
2 _
y© = 4dpz,

em que p é a distancia do vértice ao foco e a reta diretriz (no sentido oposto).

Assim,
3
dp=6=p=—.
P p 9
) , 3 -
Portanto, o foco da parabola é o ponto F' = (5,0) e sua reta diretriz tem
equacao r = ——.

2

106) Obtenha uma equacao da parabola que satisfaga as condigoes dadas.

a) Vértice V(0,0); diretriz d : y = —2.
Solugao: Como a diretriz é uma reta paralela ao eixo Ox, o eixo de simetria

da pardbola é vertical. O vértice na origem indica que a equacao padrao da
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parabola é da forma

z® = dpy,

em que p é a distancia do vértice a diretriz (e também ao foco, mas em sentido
oposto). Da equagao y = —p, temos p = 2. Logo, a equagao da parabola

torna-se x% = 8y.

Foco: F(2,0); diretriz d : x + 2 = 0.
Solugao: A reta diretriz é paralela ao eixo Oy (z = —2), logo o eixo de simetria

é horizontal. A equacao padrao da pardbola é da forma
y* = 4pz,

em que p é a distancia do vértice ao foco e a diretriz (no sentido oposto). Da

equacao x = —2, temos que p = 2. Portanto, a equacao é y? = 8.

Vértice: V(2,—1); foco: F(5,—1).
Solucao: O vértice e o foco estao sobre a reta y = —1. Logo, o eixo de
simetria da parabola é horizontal. Como o vértice é (2, —1), a equacao padrao

da paréabola é da forma:

(y = (=1))* = 4p(z - 2),
em que p € a distancia do vértice ao foco:

p=d(V,F)=/(6-22+(—1—- (1)) =v32=3.

Logo, a equacao da parabola torna-se
(y+1)>=12(z — 2).
Mais precisamente, temos

v 42+ 1 =122 — 24 = y* + 2y — 122 + 25 = 0.

Vértice: V(0,0); passando pelo ponto P(2, —3) e simetria em relagao ao Oy.
Solugao: Como o vértice é na origem e o eixo de simetria é vertical, a pardbola

tem equacao padrao da forma
a? = dpy,

em que p € a distancia do vértice ao foco.

Como P(2,—3) pertence a parabola, temos
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) 1
22 =4p(-3)=4=—-12p=p= —3
Portanto, a equacao da parabola é
4
2
xt=—=
Sya
ou seja, 4y + 3z% = 0.
eixo de simetria paralelo a reta y = 0 e passando pelos pontos P;(—2,4),

Py(—=3,2) e Py = (—11,-2).
Solucgao: Como o eixo de simetria é horizontal, a equacao da parabola é da
forma
T =ay®+ by + ¢,
com a,b,¢c € R. As coordenadas dos pontos P, P, e P; devem satisfazer a

equacao desta parabola, isto é:

—2=q-4°4+b-4+c¢ 16a +4b+c = —2

—3=a-224b-2+c 4a+2b+c= -3
—1l=a-(-22+0b-(-2)+c da —2b+ c= —11

A matriz dos coeficientes deste sistema é

16 4 1
A=14 2 1
4 =2 1
cujo determinante é
16 4 1
2 1 4 1 4 2
D=4 2 1/=16 —14 +1 = 48.
-2 1 4 1 4 =2
4 =2 1
Vamos resolver pela regra de Cramer.
Determinante D,:
-2 4 1
2 1 -3 1 -3 2
D,=|-3 2 1|=-2 — ‘ = —12.
-2 1 —11 1 —11 -2
—11 -2 1
D, 12 1
Qg = —=——= ——
D 48 4
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Determinante Dy:

o= 31 41 |4 -3
Dy=14 -3 1/=16 —(-2) 1 = 96.
—11 1 4 1 4 —11
4 —11 1
D9,
D 48
Determinante D,
16 4 =2
2 =3 4 -3 4 2
D.=14 2 —-3|=16 —4 — = —288.
-2 —11 4 —11 4 =2
4 -2 —11
D, =288 6
‘D7 a8
Solucao:
L b=2 6
a = —— = C = —
47 Y
Logo, a equacao da parabola é
S S
T = 4y Yy

f) eixo de simetria paralelo ao eixo Oz, vértice V' (4, —3), passando pelo ponto
P(2,1).
Solugao: Como o eixo de simetria é horizontal e o vértice é o ponto (4, —3),

a equacao padrao da parabola é da forma
(y = (=3))* = 4p(z — 4).
Como P(2,1) pertence & pardbola, entao
(1+3)?=4p(2—4)=16=-8p=p=—2.
Portanto, a equacao obtida é

(y+3)* = =8(x — 4),

ou seja, y* + 6y + 8x — 23 = 0.
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g)

Vértice: V(4,1); diretriz d : x +4 = 0.
Solugao: Como a reta diretriz é vertical, o eixo de simetria é horizontal.

Entao, a equagao padrao da parabola é da forma

em que p ¢ a distancia do vértice a reta diretriz. Logo, basta calcular a distancia
de V ao ponto P(—4,1):

p=d(V,P)=/(-4—4)2+(1-1)2=/64=38.
Logo, a forma canodnica da parabola é
(y — 1)* = 32(x — 4),

o que resulta em y? — 2y — 32x + 129 = 0.

107) Dada a pardbola de equagao y = —x? + 4 + 5, determine seu vértice, os pontos de

intersecao com os eixos coordenados, seu foco e uma equacao da reta diretriz.

a)

o vértice;
Solugao: Inicialmente, transformemos esta equacao na forma padrao:
—r?+4r=y—-5
22 —4r = —y+5
? —dr+4=—-y+5+4
(=2 = ~(y—9).
Logo, o vértice desta parabola é V/(2,9).
as intersecoes com os eixos coordenados;
Solucao: Fazendo x = 0, obtemos y = 5. Assim, a parabola intersecta o eixo
Oy no ponto (0,5).
Fazendo y = 0, obtemos —x? + 4z + 5 = 0, cuja solucao é —1 ou 5. Portanto,

a pardbola intersecta o eixo Ox nos pontos (—1,0) e (5,0).

o foco;

Solugao: Pela equagao (z —2)? = —(y — 9), segue que o eixo de simetria da
parabola é a reta x = 2 (reta que contém o vértice). Além disso, 4p = —1, ou
seja, p = T sendo p a distancia do vértice ao foco. Neste caso, como o foco

também estd sobre a reta © = 2, sendo V(2,9) o vértice, temos

1 35

F(2,9+p):(2,9—1):(2,z).
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d) uma equacgao da reta diretriz.

Solugao: Em continuagao ao item anterior, sendo V'(2,9) o vértice, temos que

a equacao da reta diretriz é

1, 37
y=9-p=9-(=7) =7

108) Obtenha as equagoes paramétricas da parabola de equagao:

a) y? = —4x.

Solugao: Nesta equacao, y pode assumir qualquer valor real. Fazendo y = t,
obtemos o sistema
1
xr = _l_lt2
, teR.
y=1

b) (z+4)?=—-2(y—1).

Solugao: Nesta equagao, x pode assumir qualquer valor real. Fazendo x+4 =

t, obtemos x =t —4 e
==2y—-1)=>y=—3t"+1
Assim, o sistema

r=t—4
, tEeR,
y=—3t+1
constitui um sistema de equacoes paramétricas da parabola.
c) ¥ —4dy+x—1=0
Solugao: Inicialmente, transformaremos esta equacao na forma padrao:
yP—dy=—-x+1
P —dy+4d=—-ax+1+4
(y—2)?=—(z-5).
Se fizermos y — 2 =t, teremos y =t + 2 e
t?=—-r+5=>x=5—1t%

Portanto, o sistema

r=5—1
, teR,
y=2+t



CAPITULO 3. CONICAS 83

constitui um sistema de equagoes paramétricas da parabola.

109) Obtenha uma equacao geral da parabola dada pelas equagoes paramétricas:

r=t+1
a) t2
=——-2
=3
Solucao: Substituindo ¢t = x — 1 na segunda equagao, resulta em:
(v —1)? 2 2
y:T—2 = 3y+2)=2"—2r+1 = —2°+3y+2x+5=0.
t2
r=—+4
b) 4
y=1

Solucgao: Substituindo ¢ = y na primeira equacao, resulta em:

2 2
Y Yy
= 44 = — 4 =0.
T 4—|— 1 x 4+

- -

110) Fixado um sistema ortogonal (0,1, ), identifique as conicas abaixo e esboce o seu
grafico:
a) G(z,y) = 162% — 24xy + 9y? — 38z — 34y + 71 = 0.
Solugao: Temos A =16,B=-24,C =9,D = —-38, E = -34e F=T71. O

discriminante da parte quadratica é
B? —4AC = (—24)* —4-16-9 =0,

de modo que o tipo da conica é parabdlico, ou seja, a conica deve ser: uma reta

(dupla), ou a reunido de duas retas paralelas, ou uma parabola, ou o vazio.

i) Vamos eliminar os termos de primeiro grau, fazendo z = u+h ey = v+k:
0 = 162* — 24xy + 9y* — 38z — 34y + 71
= 16(u+ h)? — 24(u+ h) (v + k) + 9(v + k)*> — 38(u + h) — 34(v + k) + 71
= 16u® — 24uv + 9v* + (32h — 24k — 38)u + (—24h + 18k — 34)v + F,

em que F = 16h>—24hk-+9k?—38h—34k+T71 é constante. Se elimindssemos

os termos lineares, terfamos
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32h — 24k — 38 =0
—24h 4+ 18k — 34 =0

que é um sistema impossivel. Logo, nao é possivel eliminar os termos

lineares dessa conica. Neste caso, a conica em questao é uma parabolal.

ii) Para eliminar o termo misto uv da equacao da conica, usamos uma rotagao
de eixos no plano (u,v) para um novo sistema de coordenadas. Neste caso,

a coOnica rotacionada tera equacgao
A+ C'v?* 4+ Du+ Fv+ F =0,
com

= Acos?(#) + Bsen(f) cos() + C sen*(0),
= Asen®(#) — Bsen(f) cos(6) + C cos*(6),
D' = Dcos(f) + Esen(6),
E' = Ecos(f) — Dsen(6).

A férmula cléssica para o angulo de rotacao 6 é

B 24
tan(20) = —— = ——
an(20) = 7—— = ——,
3
o que nos fornece tan(f) = T Entao 6 ~ 36, 87°. Montando o triangulo

retangulo com cateto oposto —3 e cateto adjacente 4, a hipotenusa é igual
a \/(—3)% + 42 = 5. Logo,

4
cosl == e siné’:—%.
5 5

Substituindo nas igualdades acima, temos: A’ =25, B'=C" =0, D' =

—10 e ' = —50. A equacao final da conica torna-se
25u* — 10u — 500 + 71 = 0.

1
Completando quadrados, temos 25(u — 3)2 = 50v — 70. Portanto,

7

(u— %)2 20— 1),

1Se fosse possivel eliminar os termos lineares, a equacao se reduziria a algo da forma (4u—3v)2+C = 0.

Isso seria duas retas paralelas (se C' < 0), uma reta (se C' = 0) ou o conjunto vazio (se C' > 0).
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b) G(z,y) = 2% — 2zy + y* — 82z — 82y = 0.
Solucao: Temosque A=1,B=—-2,C =1,D = E = —8/2, F = 0. Podemos

reescrever a equacao da conica como
(x —y)* = 8V2(x +y) = 0.

Fazendo a rotagao de coordenadas

u="2"Y p_ Tty
V2 V2
temos

x—yz\/ﬁu e :c+y:\/§v.

Substituindo na equacao,
(V2u)? — 8vV2(vV2v) =0,
e, portanto, 2u? — 16v = 0. Logo,
u? = 8v|

Portanto, a conica é uma parabola. Note que

cot(20) = A_TC =0,

uma vez que A = C' = 1. Logo, 6§ = 45° é o angulo de rotagao para se obter o

novo sistema de coordenadas.
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c) G(r,y) = 42> —day +y*> — 6z + 3y +2 = 0.
Solugao: Temos que A =4, B = —-4,C =1,D = —6,F = 3, F = 2. Para
determinar o angulo de rotacao, usamos

B —4 4
tan(20) = ——— = — = —=.

Portanto, cos(20) = 2 e sen(20) = —3. Daf,

_ [14cos(20) (1432 2
cosH—\/T—\/ > T

B 1 —cos(20) -2 1
sen@-—\/T——\/ > TR

Fazendo a mudanca de coordenadas

u = x cos 4 ysend, v = —xsenf + y cos 0,

obtemos
_2x—y o+ 2y

u=—", V= —
e Vb

A transformacao inversa é

~ 2u+tw —u + 2v

5T

Substituindo na parte quadratica da equacao da conica, obtemos:

X

4a* — 4wy + 1y = bu’.

Para os termos lineares, temos

2u +v —u + 2v
—6r+3y=—06(—7—|+3(—— 1,
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de modo que —6x + 3y = —3v/5u. Portanto, a equacdo da conica no novo

sistema de coordenadas é
5u2—3\/5u+220.

Completando o quadrado,

3v5\’ 1
10 T4
Assim,
L3
10
ou seja,
C3h Vb
10 T 10°
2 5
Portanto, u = T\/_ ouu = \/?_ o que se trata da uniao de duas retas paralelas.
i a=6343

1
1
1
!
05 [) dls 1 15 2 2ls
1
1
1
-05 |
1
1

3.2 Elipse

111) Em cada um dos casos, esboce o gréfico e determine os vértices, os focos e a excen-

tricidade das elipses dadas.

y
J _1q.
a) —|-4 ;

& %

Solucao: Como o maior denominador é 25, o eixo maior da elipse esta sobre

o eixo Oz, pois 25 é o denominador de z?.
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Entao, tomamos a?> = 25 e b> = 4, ou seja, a = 5 e b = 2, de modo que os
vértices sao A; = (—5,0), Ay = (5,0), By = (0,—2) e By = (0,2). Também:

A=a>—-0¥=25-4=21 = c¢=+2l.

Portantos, os focos sao Fy = (—v/21,0) e Fy = (v/21,0).
A excentricidade? da conica ¢é igual a e = € ~ 0,9165, sendo a elipse
a

bastante alongada.

b) 922 + 5y? — 45 = 0;
Solucao: Veja que a equagao reduzida da conica é
22 P
— 4 = = 1
5 9

Como o maior denominador é 9, o eixo maior da elipse esta sobre o eixo Oy,

pois 9 é o denominador de 3%. Sendo ¢? = a? — b2, temos:

=9 = a=3,

¥=5 = b=+,

=4 = c=2.
Logo, os vértices sao A; = (0, —3), Ay = (0,3), B; = (—v/5,0) e By = (1/5,0).
Também, os focos sao F; = (0, —2) e Fy, = (0,2). A excentricidade da conica é

igual a e = €_=2 ~ 0,6667.
a 3

2A excentricidade de uma elipse mede, essencialmente, o quanto ela é achatada ou alongada. Se e for

préximo do zero, a elipse é pouco achatada, parecendo quase uma circunferéncia. Se e se aproxima de 1,

a elipse fica mais alongada.
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¢) 2 +2y* —5=0.

Solucao: A equagao da elipse na forma reduzida é

Sendo o maior denominador igual a 5 (denominador de z?), o eixo maior desta

elipse é o eixo Ox. Logo,

=5 = a:\/g,

5 5)

V== = b=4/=

2 2’

5 5

2_ 2 =2 4 _ /2
c“=a 5 c 5

Logo, os vértices sio A; = (—+/5,0), Ay = (+/5,0), B, = (0,—\/5), By =
(0, \/g) Os focos sao F| = (—\/g, 0) e F» = (1/2,0).

A excentricidade da elipse é igual a e = € NG =—~=~0,7071.
a



CAPITULO 3. CONICAS 90
2
B
I.\Q
R BN
3 ) | 2 : 1 0 1 \_. 2 * A 3
A Fi Fy 2
—1
()
B
—2 1

112)

113)

Escreva a equacao geral da elipse cujo centro é o ponto C(0,0), um dos focos é o

ponto F'(0,3) e um dos vértices é o ponto V(0,7).

Solugao: Como um dos focos esta sobre o eixo Oy, podemos concluir que o maior
denominador a? é o denominador de 32, sendo a = 7, uma vez que (0,7) é um dos

vértices. Entao a? = 7% = 49. Além disso,

c=d(C,F)=+/(0-0)2+ (3 —0)2 =3,
o que nos fornece b = /40, uma vez que a® = b*> + 2.

Portanto, a equacao geral desta elpise é

Escreva a equagao da elipse cujos focos sao dados por (—3,2) e (—3,6) e a medida

do semieixo maior é a = 4.

Solugao: O centro da elipse é o ponto médio C' do segmento F;Fy. Logo, C =
(—3,4). Dessa forma,

c=d(C,Fy) =d(C,F})=+/(-3—(=3))2+(2—-42=V1=2.

Fazendo a? = b?>+¢2, obtemos b = 4> —22 = 12, ou seja, b = 2/3. Logo, os vértices
sao:

A= (=3,4+4) = (=3,8), Ay=(=3,4—4)=(-3,0),
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By = (—3+2V3,4), By=(-3-2V3,4).

114) Obtenha as equagoes paramétricas da elipse com a seguinte equagao:

a) a2 + 4y* = 4;
Solugao: A forma reduzida da elipse é
22 P

S
4+1

e, portanto, a = 2 e b = 1. Escrevendo a equagao como

temos que g = cos(f) e y = sen(f), para algum 6 € R. Logo,

x = 2cos()
y = sen(0)

sao as equagcoes paramétricas desta elipse.

b) 922 + 16y? = 1;

Solucao: A forma reduzida é
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22 2
TtT=1
9 16
tant L b L
e, portanto, a = = e b = —. Logo
’p ) 3 4 g7
x = 3 cos(f)

sao as equagoes paramétricas desta elipse.

c) 9(z —1)2+25(y + 1)% = 225.

Solugao: A forma reduzida da equacao é
x—1)2 +1)2

(=1 1P

(=17 (g 1y

=1 =1.
225 225
5 5 25 )
Portanto, o centro da elipse é (1,—1), sendo a* = 25 e¢ v* = 9. Fazendo
-1 +1 N .
a = cos(f) e Y = sen(f), obtemos as equagoes paramétricas

5

x =14 5cos(f)
L HER.
y = —1+ 3sen(h)

115) Esboce o gréfico da conica de equagao:

a) G(z,y) = 32% + 3y* + 2zy + 6122 + 22y + 2 = 0;

Solugdo: Temos A = 3,B = 2,C = 3,D = 6V2,E = 2V/2,F = 2. O
discriminante da parte quadratica é B? — 4AC = 4 — 36 < 0, de modo que a
conica ¢é do tipo eliptico. Logo, as possibilidades para esta conica sao: o vazio,
um ponto, uma circunferéncia ou uma elipse.
Para eliminar o termo xy, fazemos uma rotagao dos eixos. O angulo 6 de
rotacao satisfaz T

cot(26) = —5 —3°— 0

e, portanto, 20 = g, ou seja, # = % Fazendo a rotacao
xr = ucos(f) — v sen(f), y = u sen(#) + v cos(6),

com 0 = 7, obtemos

S
[\
O

Y
(u— ), sz(u—l—v).
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Substituindo na equacao original, obtemos
4u® + 20 + 8u —4v +2 = 0.

Completando os quadrados,
du + 202 +8u—4v+2=0
4(u? +2u) +2(v* —20) +2 =0
A{u+1)P? =1 +2[v—-1°=1] +2=0.
Assim,
4u+1)2 +2(v —1)% =4,
e, dividindo por 4, temos a forma padrao

(v—1)7
2

Portanto, a conica é uma elipse (ndo degenerada). O centro da elipse no sistema

(u+1)*+ =1.

de coordenadas rotacionado é (ug,v9) = (—1,1). Como

Tr = ucos(%) — SGH(%), y = U Sen(%) _|_ ’UCOS(%),

temos que o centro da elipse no sistema original é
C= (l‘o,yo) = (—\/5, 0)

Da equacao
(u+1?  (v—1)*

12 * (\/§)2 =1

concluimos que os semieixos sao a = V2eb=1. O eixo maior faz um angulo

de ‘%” com o eixo Ozx.

25

IS
)
k
b
o
|
|
|
|

=1 05 |0 0.5 1 1.5 2 2.5

2
‘----------h{;—------------
{=]
I
N
a
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b) G(z,y) = T2® + 5y* + 2v/3zy — (14 + 2v/3)z — (10 + 2v/3)y + 8 4+ 2¢/3 = 0;

Solugdo: Neste caso, temos A = 7, B = 2v/3, C = 5, D = —14 — 2/3,
E=-10—-2V3e F =8+ 2v3. O discriminante da parte quadrética é

—4AC = (2V3)? — 4(7)(5) = 12 — 140 = —128 < 0.

Logo, a conica é do tipo eliptica.
Para eliminar o termo zy, fazemos uma rotacao de angulo 6 tal que

A— — 1
cot(26) = C_T75_ —.

B 23 V3
Logo,

20=_,

3
T
e, portanto, § = r Fazendo
Tr = uCOS<g) — v SGH(%), y = U Sen(%) _|_ UCOS(%),
temos
Tt YTt

Substituindo na equacao original, obtemos

8u? — 8v3u — 8u+ 4v®> — 4V3 v+ 4v + 8+ 23 = 0.
Agrupando,

8u® — 8(1+ V3)u + 4v® + 4(1 — V3)v + 8+ 2v3 = 0.
Completando os quadrados,

8 u2—(1+\/§)u] +4[U2+(1—\/§)v} +8+2V3=0.

Como
u? — (1+V3)u = ( 1+\/_
vz—l—(l—\/g)v:( \/§ 3_1 —_
obtemos
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Dividindo por 4, obtemos a equagao no novo sistema (u, v)

(0-58)"  (v—82)
=1.
T

Portanto, a conica é uma elipse de centro

” U):<1+\/§ \/3—1)

2 2

no sistema rotacionado. Para encontrar o centro no sistema original, fazemos

V3 1 V3L+V3 1v3-1

= — — - et 1
=== 27 2 ’

Yo=3Uo T 5 =57 2 2

Logo, o centro da elipse no sistema original é C'= (1,1). Os semieixos sao

1.

a=1, b=—.

V2

O maior semieixo estd na diregao do eixo Ov. Apds a rotagao de g, o eixo Ov

(—sen(%),cos(z)) = (—%, ?) :

2?” com o eixo Oz.

possui direcao

(@)

Assim, o eixo maior faz um angulo de

25 :
[}
]
|
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2 . 13
A
o ! i
]
F ]
e’ |
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B
| o 2
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3.3 Hipérbole

116) Em cada um dos itens, determine a equagao reduzida, o centro, os vértices, os focos,

a excentricidade e equagoes das assintotas das hipérboles dadas. Esboce o grafico.

a) 9x% — 4y* — 18z — 16y — 43 = 0;

Solucao: Veja que a equacao acima pode ser rescrita como:

9(x? — 2z) — 4(y* + 4y) = 43
9Y(x—1)2 —9+4(y+2)2+16 =43

9z —1)2 +4(y +2)> = 36
(x—1)* (y+2)*
1 9

que é a equagao reduzida da hipérbole com o eixo transverso (ou real) paralelo

1

ao eixo Oz. Seu centro estd em C' = (1,—2) e

a?=4 = a=2,
=9 = b=3.

Portanto, os vértices sao:
Ai=(1—-a,-2)=(-1,-2)e Ay = (1+4a,—2) = (3,-2).
Para determinar os focos, precisamos do valor de c:
A=+ =449=13 = ¢=+/13.
Logo, os focos sao:
Fi=(1-¢-2)=(1-v13,-2)e F,=(1+¢,-2) = (1+13,-2).
c V13

A excentricidade® da hipérbole é igual a e = — = -
a

Por fim, as equacoes das duas retas assintotas sao dadas como:
b
y+2=+(c—1),
a

ou seja, y = —2 + %(:c —1). Podemos reescrevé-las como m : 3x + 2y = —1 e

n: 3x — 2y = 7, conforme figura abaixo.

3Como ¢ > a, a excentricidade da hipérbole é estritamente maior do que 1 (diferente da elipse, onde
0 < e < 1, e da pardbola, onde e = 1). Quanto maior o valor de e, mais abertos sdo os ramos da hipérbole

(as assintotas ficam mais inclinadas). Quanto mais préximo de 1, mais fechada é a curva.
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b) x? — 4y* + 6z + 24y — 31 = 0;

Solucgao: Reescrevendo a equacgao na forma reduzida, obtém-se

2?2 + 61 — 4y? + 24y = 31
(x+3)2—9 —4(y* — 6y) + 36 = 31
(r+3)? —4(y—3)? =4
(x+3) (y—3)?* _

4 - 1 -

que ¢ a equagao reduzida da hipérbole com o eixo transverso (ou real) paralelo

1,

ao eixo Oz. Seu centro estd em C' = (—3,3). Também temos:

a?=4 = a=2,
¥=1= b=1

Logo, os vértices sao:
A =(-3-a,3)=(-5,3) e Ay =(-3+44a,3) = (—1,3).
Para o valor de ¢, temos:
A=+ =441=5 = ¢=+/5.
Logo, os focos sdo F} = (=3 —+/5,3) e Fy = (=3 +/5,3). A excentricidade

. 5 . .
da hipérbole é e = B Por fim, as equacoes das duas retas assintotas sao

1
y—3:j:§(x+3),
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ouseja, m:x+2y=3en:x—2y=-9.

W
N

4:|'I
]
©
:
]
|
1
]
)
i
W .---:p--.
1
1
]
)
1
)
!
)
o
)
N_n

¢) 922 — y? + 36z + 6y + 63 = 0;

Solugao: Repetindo os passos realizados nos itens anteriores, obtemos:

9z +2)2— (y—3)2=—-63+36—9

9z +2)*—(y—3)*=-36
(z+2)*  (y—3)°

— -1
4 * 36 ’

que é a equagao da hipérbole com o eixo transverso (real) paralelo ao eixo Oy.
O centro da hipérbole é C' = (—2,3) e

a? =36 = a=6,
=4 = b=2.

Portanto, os vértices sao A1 = (—2,3 —a) = (—2,-3) e Ay = (-2,3+a) =

(—2,9). Para determinar o valor de ¢, fazemos:
A=a>+0*=36+4=40 = c=2V10.

Logo, os focos sao F; = (—2,3 — 2v10) e F» = (—2,3 + 2v/10), sendo a

excentricidade igual a

2v/10 /10
e=——=—.
6 3
Por fim, as equacoes das duas retas assintotas sao dadas como:

y—3:j:%(:r+2),

ou seja, y — 3 = +3(x + 2). Entdo, temos as retas m : 3x +y = —3 e
n:3r—y=-9.
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d) y* — 422 =1;

Solugao: Facilmente, obtemos:

2

i
Tty =1

1

que é a equacao da hipérbole com o eixo real paralelo ao eixo Oy e centro na

origem. Também temos

Os vértices sao A; = (0, —a) = (0,—1) e Ay = (0,a) = (0,1). O valor de ¢ é
dada pela igualdade

g
4
- N — (0 5 B _ i 5 :
Logo, os focos sao I = (0, —c) = (0, —5) e F5 = (0,¢) = (0, %°). A excentri-

cidade ¢ igual a
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~ , ~ a . ~
As equagoes das assintotas sao y = igx, ou seja, y = +2x. Podemos reescreve-

las comom :2r +y=0en:2z—y=0.

25

2 -1.5 -1 -0.5 0 2 1 1.5

117) Em cada um dos itens, determine uma equacao da hipérbole com centro na origem

que satisfaca as condigoes dadas. Esboce o grafico.

a) Focos F(£5,0), vértices A(£3,0);
Solugao: Uma vez que a ordenada dos focos é nula, o eixo transverso (real)

estd sobre o eixo Ox. Entao a equacao da hipérbole é da forma:

2 2
S S
a? b2

Como o centro da hipérbole é a origem C' = (0,0), temos que

a=d(C,A)=/(£3-02+(0-0)2=v9=3.

Logo, a®> = 9. Além disso,

c=d(C,F)=+/(£5—-0)2+ (0 — 0)2 = V25 = 5.
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Fazendo ¢? = 25, temos que
25 =a?+0* =9+ = b>=16.

Portanto, a equacao da hipérbole é

)
)

T Y

9 16
Neste caso, as equagoes das assintotas é da forma y = iéx. Como b =4 e
a = 3, entao ¢

4
= +-g.
y=tgz

De outro modo, podemos escrever as equagoes das assintotas como m : 4x +
3y=0en:4x— 3y =0.

\

b) Focos F(0,+£4), eixo transverso de medida 2;

Solucao: O eixo transverso é o segmento A; A, que tem medida 2a, em que

Ay = (0,—a) e Ay = (0,a) s@o os vértices da hipérbole sobre a reta focal.

Como 2a = 2, segue que a = 1. Portanto, os vértices sao:
Al = (0, —1) e A2 = (0, ].)

Considerando o centro C' = (0,0), temos

c=d(C,F)=+/(0—0)2+ (£4 — 0)2 = V16 = 4.
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Como o eixo transverso estd sobre a reta focal, que é o eixo dos Oy, a equacao

da hipérbole é da forma
2 2
L
a’>  b?

Usando a relacao c? = a? + b?, temos que
16=1+0 = b?=15.

Portanto,

ZL’2

2
2
T

¢ a equacgao desta hipérbole. Neste caso, as equacoes das assintotas sao

1
Y= j:gx =+—u,

b V15

ouseja, m:x+V1dy=0en:x—+1dy =0.

iR
N
IR
3
|
&
&
w
(= -+e
&
o
N

c) Vértices A(£4,0) e equagoes das retas assintotas y = i%af;;
Solucao: Observe que os vértices estao sobre o eixo Ox. Logo, o eixo trans-
verso (ou real) também estd e a = 4. Neste caso, a equagao da hipérbole

¢ 2 2
z Y

2 e
Como as equagoes das assintotas sao dadas por y = j:gx = iim, concluimos
que b = 1. Assim, a equacao da hipérbole é

.1'2

2
2o
16 7
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Para esbogar o grafico, precisamos determinar as coordenadas dos focos, que

sao da forma (4¢,0). Como ¢® = a* = b?, temos que ¢ = 17. Portanto,

c =17 e os focos sdo Fy = (—/17,0) e Fy = (V/17,0).

118) Considere a hipérbole de vértices A; = (5,—1) e Ay = (5,5), e excentricidade 2.

Determine sua equagao e faga o seu grafico.

Solugao: Pelas coordenadas dos vértices, sabemos que o eixo transverso é paralelo

ao eixo Oy, ou seja, a equacao da hipérbole é da forma:

(=07 @—h?

a? b2 ’

em que C' = (h, k) é seu centro.

Sabemos que o centro da hipérbole é o ponto médio de A;A,, ou seja,

545 —1+5
—_— = (5,2).
2 ’ 2 ) (7)

=

E imediato que

a=d(C,A)=+/(5-5)2+(-1-22=V9=3.

Além disso, a excentricidade é dada por

C c
(& a 3 C

Portanto, os focos sdo F; = (5,2—¢) = (5,—4) e F» = (5,2+¢) = (5,8). Da relagao
c? = a® + b%, temos

P¥+9=36 = b’ =2T.

Logo, a equacao da hipérbole é
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118) Considere a hipérbole de centro C'(5, 1), um foco F'(9,1) e eixo conjugado (ou ima-
gindrio) medindo 4+/2.

Solucao: Uma vez que o centro e um dos focos estao sobre a reta y = 1, o eixo
transverso (ou real) é paralelo ao eixo Oz. Lembrando que o centro da hipérbole é

C = (5,1), a equagao da hipérbole é da forma

(x =572 (y—1?
a2 L

Sabemos que o eixo conjugado é paralelo ao eixo Oy e mede

2b = 4v/2,

ou seja, b = 2v/2. Além disso,

c=d(F,C)=+(9-52+(1—-1)2=V16=4.

Portanto, da relacao ¢? = a? + b?, temos que a®> = 16 — 8 = 8. Logo, a equacao da

hipérbole é:

(-5 -1 _,
8 8

Os vértices sao:
Al=0(B-a,1)=(B-2V21), Ay=5+a,1)=(5+2V21).

O outro foco tem coordenadas F; = (5 —¢,1) = (1,1).
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120) Obtenha as equagoes paramétricas da hipérbole de equagao dada nos itens a seguir.

a)

x? — 4y? = 4;

Solucao: Reduz-se a forma reduzida dividindo tudo por 4:

.TQ

— =1

4
Utilizando a identidade trigonométrica sec?(#) —tan?(0) = 1, existe 6 # I+ kx
tal que g = sec(f) e y = tan(f). Portanto, temos as seguintes equagoes
paramétricas:

x = 2sec(d)

y = tan(0),

com 6 # 5 + km, para todo k € Z.

32 — 22 -9 =0;
Solucgao: A forma reduzida desta equacao é:
2 2
vy_r
3 9

Repetindo a ideia do item anterior, obtemos
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x = 3tan(0)
y = /3 sec(h)

)

para todo ¢ # § + k7, k € Z.

c) 927 — 25y — 18z — 50y — 241 = 0;

Solucgao: Podemos reescrever a equacao acima como:

9(x? — 2x) — 25(y? + 2y) = 241
9(x—1)2—9—25(y+1)* + 25 = 241

9z — 1)2 — 25(y + 1)% = 225
(z—-10? (y+1)*

— = 1.
25 9
Fazendo
r—1
= sec(6
- sec(6)
1
% = tan(),

temos as equagoes paramétricas

x =1+ 5sec(h)

y = —1+ 3tan(f)
para todo 0 # § + km, k € Z.

121) Nos itens a seguir, obtenha uma equagao geral da hipérbole dada por equagoes

paramétricas, em que 0 # 7 + km, k € Z.

) x =4sec(d)
y = 2tan(f) ’

Solugao: Do sistema, obtemos que % = sec(0) e % = tan(#). Uma vez que
sec?(f) — tan?(0) = 1, a equagao reduzida desta hipérbole ¢

1.2 y2

=1
16 4 ’

ou equivalentemente, z? — 4y? — 16 = 0.
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x = tan(0)
y = 3sec(h)

Solugao: Repetindo o argumento anterior, temos que

2 2
v
1

9

é a equagao reduzida da hipérbole.

r =2+ 3tan(d)
y =1+ 4sec(d)

Solucgao: Observe que

’ g 2 tan(f) e y=1_ sec(6).

Uma vez que sec?(f) — tan?(f) = 1, a equacao desta hipérbole é dada por:

(y-1? (@-2?
16 9

1.

122) Determine uma equacao da hipérbole com focos nos vértices da elipse

2

8

=1

2
Y
* 9

o
ot

e vértices nos focos dessa elipse.

Solucgao: Pela equacao reduzida da elipse, seu eixo maior esta sobre o eixo Ox com
medida igual a 2a = 10, uma vez que a®> = 25. Além disso, seu eixo menor tem
medida 2b = 6, pois b?> = 9. Logo,

Da relacao ¢ = a? —b?, temos que ¢? = 16, ou seja, ¢ = 4. Como a elipse tem centro

na origem do sistema de coordenadas, seus vértices sao
Ay = (-5,0), Ay = (5,0), By =(0,-3), By =(0,3),

e seus focos sdo [} = (—4,0) e Fy, = (4,0).

Por hipétese, a hipérbole tem seus focos em (—5,0) e (5,0), e seus vértices em

(—4,0) e (4,0). Vamos renomear

Ay = (—4,0), Ay = (4,0), F; = (=5,0), F5 = (5,0).
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Portanto, o eixo transverso (real) e a reta focal da hipérbole estda sobre o eixo
Oz, com a = 4 e ¢ = 5. Da relacao na hipérbole ¢ = a? + b%, concluimos que
V¥ =c?—a?> =25—-16 = 9. Logo, b = 3 e o eixo conjugado (imaginario) da

hipérbole tem medida 2b = 6.

Logo, a equacao da hipérbole é

5 &
oS,

123) Determine uma equagao da elipse com focos nos vértices da hipérbole
2 2
vt
4 5
e vértices nos focos dessa hipérbole.

Solucgao: Pela equagao da hipérbole, seu eixo transverso esté sobre o eixo Oy com
medida 2a = 4, pois a® = 4. O eixo conjugado mede 2b = 21/5, pois b> = 5. Como

a hipérbole estd centrada na origem, seus vértices sao A; = (0,—2) e Ay = (0, 2).

Uma vez que ¢ = a®> + b?> = 9, temos ¢ = 3. Assim, os focos da hipérbole sao
Fy = (0,-3) e F, = (0,3). Renomeando os pontos, a elipse deve ter seus vértices

e1m

Al = (07 _3> € A2 = (073)7
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e seus focos em
F]_ = (O, —2> e F2 = (O, 2)

Logo, a = 3, ¢ = 2 e, pela relacao ¢ = a* — b?, temos b = v/5. Portanto, a elipse
tem equacao

2
9

2
X
i A"
5

124) Fixado um sistema ortogonal (0, i j), esboce o grafico das seguintes conicas:

a) G(x,y) = 42>+ y? — 3v3zy — 1 = 0;

Solucgdo: Esta conica tem os coeficientes A =4, B = —3v3, C =1, D =
E=0¢ F = —1. Como o discriminante ¢ igual a B?> —4AC =27 — 16 > 0, a

conica ¢ do tipo hiperbdlico, ou seja, uma hipérbole ou duas retas concorrentes.

Para determinar o angulo de rotagao dessa conica, utilizamos a igualdade

B —3\/§:_\/§

tan(20) = 1-C- 3

Assim, 20 = —g + km, para k € Z. Escolhendo k£ = 1, obtemos

™

3

0 = 60°.
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Fazemos entao a mudanca de coordenadas correspondente a rotacao de 60°,

temos:
x\ [ cos 60° —sen 60° X
Y sen 60°  cos60° Yy )’
ou seja,
1 1
x:_X_Lgy, yzﬁX_i__y_
2 2 2 2

Substituindo essas expressoes na equacao 42?4+ y*> — 3v/3 2y — 1 = 0, obtemos

1 11
X2+ =Y?2-1=0
2 + 2 ’
que pode ser reescrito como
X2 y?
—7 + 7 = 1.

11

Portanto, a conica é uma hipérbole com centro na origem e eixos principais

obtidos por uma rotacao de 60°.

eqz g

35
b) G(x,y) = 2% — 6zy — Ty — 10z — 30y + — = 0;

4
Solugao: Temos A =1, B=-6, C=-7, D=-10, £E=-30, FF = % O

discriminante da parte quadratica é

B%? — 4AC =36 + 28 > 0.
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Logo, a conica é do tipo hiperbdlico. Usaremos a férmula da cotangente para
eliminar o termo misto:
A-C 1—-(=7) 8
cot(2) =5 ~6 ~6
No triangulo retangulo, a hipotenusa ¢ 5. Logo,

QO W~

4
cos(20) = —x

Aplicando as identidades de meio-angulo para achar o seno e o cosseno de 6,

/1+cos 20) /1
cosf = =
_ ‘_1
son 0 — /1 cos(26) [1+ < /

As expressoes para a rotagao de eixos sao:

temos:

3\

z=XcosH—Ysen § =

3X +Y
V10

Substituindo z e y na equagao original da conica, obtemos

y = Xsen 6 +Y cosf =

35
2Y2—8X2—10\/EX+Z:O

Completando os quadrados para eliminar o termo linear, concluimos que

2(Y—0)2—8<X+£> +40 = 0.

5v10

Fazendo a mudanca de variaveis para a translacao z = X + S

ey =Y,
resulta que
2y — 82 +40 = 0.

Logo,

ou seja,
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¢) G(z,y) =32* +day + y* — 22 — 1 = 0;
Solugao: Vamos resolver este exercicio de uma maneira alternativa, embora

as abordagens anteriores possam ser aplicadas aqui.

Para A=3, B=4, C=1, D=-2, E=0e F = —1, obtemos
B? —4AC =4 >0,

de onde concluimos que esta equacao representa a uniao de duas retas concor-
rentes ou uma hipérbole (nao degenerada). Fazendo a mudanca de coordenadas

r=u+hey=wv+k, esubstituindo na equacao original, temos:
0=3(u+h)?+4u+h)(v+k)+@w+k)?=2u+h)—1
= 3u® + duv + v* + (6h + 4k — 2)u + (4h + 2k)v + G(h, k),

em que G(h, k) = 3h* + 4hk + k? — 2h — 1. Tgualando os coeficientes de u e de

v a zero, resulta no sistema linear
6h 4+ 4k =2
4h +2k =0

cuja solugao é (h, k) = (—1,2). Logo, fazendo z = u — 1 e y = v + 2, obtemos

a equacao

3u? + duv + 02 = 0.
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Para eliminar o termo uwv, considere

B
tan(20) = 1-c- 2 = 20 =arctan(2) = 60~ 31,71°.

Por uma rotacao de angulo 6, a nova equacao da conica é da forma
A'u® + C'v? = 0.

Os valores de A’ e (' sao as raizes do determinante:
3—A\ 2

=B-MN1=-X)—-4=X—-4)-1.
RN EICERVIERY

Resolvendo A2 — 4\ — 1 = 0, encontramos \ = 2 + Viel=2—+5 Uma vez
que
A-C 2

= >
A — " Al — "
entdo A’ > C'. Logo, A’ =2+ /5 e ' = 2 — /5. Portanto, a equacio final

da coOnica é

cos(20) = 0,

2+ VB)u?+ (2 — V5?2 =0,

que pode ser reescrita como u? = (v/5 — 2)%v?. Portanto,
u=+(5-2)v,

que representa as equacoes de duas retas concorrentes.

eq3
3.5

~2.5

Q
I}
w
-
~
N

0.5

-3.5 -3 —2.5 -2 -1.5

=
&
o
o

0.5 1 1.5

B I B R S
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Observe que no sistema O’uw, essas retas se interceptam em v = v = 0. Uma
vez que x = u—1 e y = v+ 2, concluimos que no sistema original Oxy, o ponto

de intersegao é (—1,2).
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