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Resumo

Este artigo procura reunir as diferentes idéiasgimes na construcdo e evolugdo do conceito
de éarea, apresentando os aspectos historicos dkesenvolvimento, a deducdo das formulas
usuais para as areas dos poligonos mais simpjEstinda composicdo e decomposicdo de
figuras, a demonstracdo da area do circulo a mhrtimétodo da exaustéd® o calculo da area
de figuras irregulares, através Barmula de PickApresenta ainda uma demonstracdo da
Formula de Picle sua relacdo comTeorema de Eulgpara regides poligonais. O intuito do
trabalho é contribuir para o aprofundamento do eomhento mateméatico de professores e
alunos, despertando seu interesse e curiosidade exgiorar este e outros capitulos da
Matemaética, valorizando 0s aspectos historicos,igtop e formais presentes na evolucéo

desses conhecimentos.

Introducéo

Na Educacéo Bésica o conceito de area esta presandderentes momentos, desde a
Educacao Infantil até o Ensino Médio. Os curricydozpdem diferentes abordagens a partir
da exploracao do espaco, associadas ou nao athtraioan medidas e geometria.

Nas séries finais do Ensino Fundamental e no Enbledio, os professores de
Matemética desenvolvem esse conteddo com o apoitivao didatico e introduzem o
conceito de area como um numero associado a unw@figip e, rapidamente, passam ao
calculo de éarea, utilizando formulas.

Em geral o trabalho prescinde de atividades queoleam composicdo e
decomposicao de figuras propostas nos estudosaeefyga e que subsidiam a compreensao
das formulas. Pouca ou nenhuma énfase é dada exvdksmento histérico do conceito de

area e a sua importancia no desenvolvimento dasdsates na antiguidade. Além disso, 0s
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calculos de area ficam restritos as figuras pokggmm excecdo do circulo, ndo contemplando
a area de figuras cujos contornos séo curvas eguilares, nem sempre presentes nos livros
didaticos.

Desse modo, buscamos reunir neste texto as désratéias presentes na construcao e
evolucdo do conceito de area, apresentando o0s taspkistoricos que o relaciona a
necessidade de sobrevivéncia do homem primitivajesenvolvimento da agricultura e da
engenharia das primeiras civilizacdes, e as foreasonstrucdo do pensamento matematico
na Grécia antiga.

Também s&o deduzidas as formulas usuais paraasdos poligonos mais simples, a
partir da definicdo de area do quadrado e da at#ia da unidade quadrada como padrao de
medida. A area do circulo é demonstrada a partimdtndo da exaustdou Principio de
Eudoxo-Arquimedes

Para o célculo da area de figuras irregularesymemos &6rmula de Pickmostrando
uma aplicacdo em imagens de satélite de regidesstdglas por queimadas. Apresentamos
ainda uma demonstracdo Barmula de Picke sua relacdo com Beorema de Eulepara
regides poligonais.

Assim, pretende-se que este material contribua paraprofundamento do
conhecimento matematico de professores e alunepedando seu interesse e curiosidade
para explorar este e outros capitulos da Matematialmrizando os aspectos historicos,

empiricos e formais presentes na evolucdo dességdmentos.

Aspectos histéricos

Ao buscar a origem do conceito de area nos indagiamcesse conceito teria sido
“construido” pelo homem ou se, assim como 0 senswenco, € um conceito inerente ao ser
humano, antes mesmo que ele pudesse ter consaiéssna

Antes do desenvolvimento da agricultura e do dedemento de uma sociedade
organizada, os grupos humanos tinham uma formadedade calcada no cacar / colher e,
conseqientemente, um comportamento ndmade necedsabrevivéncia da espécie (EVES,
1995). Mesmo assim, acreditamos que era precis@l¢gemma capacidade para estimar a
extensdo de seus territérios, bem como a quantidadémentos disponiveis, a fim de decidir

quando era necessario um novo deslocamento em ligsecagibes com mais fartura e



melhores condicBes de sobrevivéncia. E provavelgees grupos tivessem alguma nocéo de
extensdao territoriglo que mais adiante levaria ao desejo de domipasse da terra.

Os principais registros historicos existentes agrsn o conceito de area associado as
atividades de mensuracao feitas pelas civilizagiegas da Mesopotamia e do Egito. De
acordo com esses registros, a cerca de cinco ®mdeanos ja existiam sociedades avancadas
ao longo dos grandes rios como o Nilo no Egito,igreTe o Eufrates no Oriente Médio, o
Indo e o Ganges na regido centro-sul da Asia @ &marelo na China. Essas sociedades s&o
conhecidas por suas técnicas agricolas e tambémsupsrhabilidades em engenharia para a
drenagem e irrigacao das terras e para estrutudagacidades que iam se constituindo.

Essas civilizagdes foram responséaveis pelo desemanito de muitas tecnologias e
consequentemente de conhecimentos matematicoscdmie o calculo de um calendario
adequado e a elaboracdo de um sistema de pesodigasnpara ser utilizado na colheita,
armazenamento e distribuicdo de alimentos. Tamloémetcessaria a criacdo de métodos de
agrimensura para a construcao de canais e reseogatd¢ambém para dividir a terra.

A medida que as comunidades se transformavam eadesd desenvolvem-se as
atividades de arquitetura e construcdo, principatengle grandes templos e monumentos.
Segundo HOGBEN (1958, p. 62 homens construiram mansdes para o0s visitantestes
e seus representantes na terra, antes de teremsaipécia de pensarem em edificar, para si,
residéncias mais decenteS. nesse contexto que a pratica da agrimensuratsesifica,
conforme explica o autor:

A exploracdo dos agricultores pela casta dirigepuie ordenava a construcao de todos
aqueles templos e tiimulos colossais, culminou aonsistema de taxacdo de toda a terra
do Egito. Informa Herddoto que o Nilo, com suasnitacdes frequentes, destruia e
apagava periodicamente os marcos limitrofes dgsripdades, motivando, deste modo,

continuas disputas sobre impostos e direitos daripdade. Essas disputas deram origem
a uma classe profissional de agrimensqms.66 e 67)

Voltando aos registros historicos, alguns dos ppais documentos que atestam o0s
conhecimentos geométricos das antigas civilizacs@s os papiros de Moscou (ou
Golenishev) e Rhind (ou Ahmes), datados de 18556 4.C., respectivamente.

Andlises desses papiros constataram que 0s egifciesn varios conhecimentos
geomeétricos e resolviam problemas relacionado®megia. De acordo com EVES (1995, p.

75), vinte e seis dos 110 problemas dos papirosctMoge Rhind sdo geométricos. Muitos



deles decorrem de férmulas de mensuracdo necessgana o calculo de areas de terras e
volumes de gréos.

Segundo BOYER (1974, p. 13), o papiro Ahmes contalguns problemas
geomeétricos, como o problema 51, que mostra o Icdlta area de um tridngulo isoceles
através da multiplicacdo da metade da medida dapeda medida da altura, e o problema 52
gue trata da area do trapézio isoceles de moddisame

Ha também indicios de que egipcios e babiléniogudisam de métodos eficientes
para o célculo da area do circulo e conheciam seggeais para calcular a area de triangulos,
retangulos e trapézios, e as utilizavam para aalcde forma aproximada, as medidas dos
terrenos cultivados, mesmo quando tinham a formégdeas mais complexas. Em geral a
unidade de medida utilizada era um quadrado, maagumas situacdes a estratégia utilizada
era decompor a superficie em triangulos ou retésgelcalcular sua area como a soma das
areas das regides resultantes desta decomposicao.

N&o se sabe ao certo porque o quadrado foi esogiisich unidade de area. Dentre as
muitas versfes apresentadas, uma delas € quelbaefionspirada pela maneira de se tecer
uma cesta, arte que precedeu a fiagdo. Outrapguestiltado do uso de ladrilhos de mosaicos
hindus e chineses ou sugeridas pelos padrOes quiadios que decoravam a ceramica
produzida pelos babilonios.

Na Grécia antiga, por volta do ano 300 a.C., o g#éargrego Euclides produzia sua
obra prima intituladaOs Elementosque reuniu de modo sistematizado os principais
conhecimentos de seus precursores. A maior parterteddo da obra se refere a geometria,
entretanto também contempla teoria dos nimerogebr@ elementar ou geométrica. A obra
de Euclides tem grande influéncia na forma comtartnas a geometria nos curriculos
escolares da educacéo basica.

Segundo LIMA (1991), nos Elementos de Euclides s&immedem segmentos de reta,
pois qualquer unidade que se adote havera semgneests incomensuraveis e, naquela
época, 0s numeros irracionais eram desconhecidafnfparacao entre dois segmentos se
fazia através da razdo entre eles, mas essas r&besam consideradas numeros. Do mesmo
modo ndo havia medidas de area. Segundo o autactid&si ndo definiu area, apenas
considerou que duas figuras planas que tem a méssaasdo iguais, e essa igualdade era
verificada através da superposicao.



Na obra de Euclides a idéia de area esta assoamd®nceito de igualdade entre
figuras (equivaléncia). Isto pode ser observadondoaenuncia que triangulos com bases
iguais, situados entre as mesmas paralelas saoadigiguais (equivalentes), e que
paralelogramos com bases iguais situadas entreeamas paralelas também s&o figuras
iguais. Ou seja, duas figuras sdo equivalentesdputm a mesma grandeza (ou mesma area).

Segundo HOGBEN (1958), uma das principais estraséagfilizadas por Euclides em
suas demonstracdes era a decomposicao das figursise@radas em triangulos e por isso ele
deu especial atencdo as suas propriedades e aasfaten se obter sua area. Euclides
demonstrou ainda que qualquer figura limitada pado$ retos pode ser dividida em
triangulos. Esse recurso foi amplamente utilizado demonstracdo das areas de figuras
planas.

Entre os chineses, o célculo de area aparece ersd$/problemas contidos na obra
“Nove Capitulos sobre a Arte Matematica”, do Sé&t.d. O contetdo dessa obra contempla
problemas de mensuracao, engenharia, impostosja@aolucdes de equacbes e geometria, e
trata também de areas de figuras planas a partimatapulacdo de pecas como um quebra-
cabeca da mesma natureza do Tarfgran

Os gregos transformaram os conhecimentos empidoss egipcios e babilénios
antigos em um conhecimento sistematico, baseadwguanentacdo e na demonstracao e 0s
conhecimentos matematicos produzidos em seguid@reeastiveram impregnados desse
modo de fazer matematica.

Areas de Figuras Planas

Nos curriculos escolares brasileiros prevalecenze&ito de area como grandeza, € é a
partir desse conceito que desenvolvemos este hi@b&lesta concepgdo, assumimos o
conceito de area como o saber matematico que genainparar e medir uma superficie.

Quando falamos em superficie, nos referimos a wngip do plano limitada por uma figura

¥ O Tangram é um quebra-cabeca chinés antigo. O nome sigriifiddbuas da sabedoria”. Ele é composto de
sete pegas (um quadrado, cinco triangulos e umagtmgramo) que podem ser posicionadas de maneira a

formar um quadrado.



plana. Medir uma superficie significa obter um nfomgue represente a por¢do do plano
ocupada por essa regido. Essa medida é chamddaale
Assim, para medir a superficie de uma regido éssace utilizar uma outrsuperficie
como unidade de medida e verificar quantas vezes widade cabe dentro da regido a ser
medida. Em geral, toma-se um quadrado como uniddeedida e o nUmero de vezes obtido
é aAreada regido medida. Outro recurso utilizado ¢ a deosigdo de uma figura em outras
cujas areas sejam conhecidas.
Essas estratégias tém suas origens nos antigosrdedoedir, mas podem ser escritas
em linguagem formal, como em LIMA (1991, p. 2Xjaaés das seguintes propriedades:
Seja P um poligono do plano. A cada poligono Pagke@ssociar um namero real
ndo negativo, chamado area de P, com as seguinbgsipdades:
1) Poligonos congruentes tém areas iguais.
2) Se P € um quadrado com lado unitario, entdoeadae P = 1.
3) Se P pode ser decomposto em n poligonps..PR, tais que dois quaisquer
deles tém em comum no maximo alguns lados, entieaade P é a soma das
areas dos P
A partir dessas idéias apresentaremos modos desespar as areas de algumas
figuras planas. Para tanto assumiremos como unidadeedida um quadrado cujo lado mede
umaunidade de comprimento (u.@ue sera chamadpadrado unitario Em decorréncia, a
area do quadrado unitario sera igual a umdade de area (u.a.).

[] =1ua

Area do Retangulo

Em toda a discussdo que se segue estamos supoadasmedidas sao multiplos
inteiros da unidade de comprimentoc)( adotada. As férmulas obtidas podem ser
generalizadas para medidas reais por meio de uomargo de densidade dos numeros
racionais.

O retangulo é o quadrilatero que possui quatrolasgetos e lados opostos paralelos.
Para obter a area de um retangRicujos lados tém como medidae b unidades de



comprimento, tomamos a unidade de area, sobreppdeéanodo a cobrir toda a superficie do
retangulo.

[]

Verifica-se entdo que sdo necessarmb) (Quadrados unitarios, cada um deles com
area 1, para cobrir a superficie Be Assim, podemos expressar a area do retanguda

seguinte forma:

Area de R= al.

Area do Quadrado

O quadrado pode ser compreendido camo retangulo que possui todos os lados
iguais,e sua area pode ser obtida de modo analogo a&tmudd.

Um quadraddQ cujo lado tem como medida unidades de comprimento, pode ser

recoberto poa.aou a’quadrados unitarios, cada um deles com &rea 1.

[]

Assim, podemos expressar a area do quadpacigo lado medea da seguinte forma:

Area de Q= .

Area do Paralelogramo
O paralelogramo é o quadrilatero tem lados opgstcalelos, assim como o retangulo.
Entretanto, ao tentarmos sobrepor quadrados wstpdra obter sua area, nos deparamos com

algumas limitagdes, pois 0s seus angulos inter@osao retos.

/S




Para definir a &rea do paralelogramo recorremacandposi¢cdo, de modo a compara-
la com outra ja conhecida, no caso o retangulo.

Em um paralelogramo, quando se toma um de seas o base, chama-akura
do paralelogramo a distancia entre a base e adewbposto.

No paralelogramo ABCD, tomando-se AB como base ééidaa, 0 segmento EF, de

medidab representa a sua altura.

A E B

Para obter a area do paralelogramo efetuamos umamiongo de sua altura EF, e em

seguida recompomos as partes de modo a formartangreo.

V-

O retangulo formado tem as dimensaed, e sua area é dada [@ob.
Desse modo, podemos afirmar que a area do pagedeto corresponde ao produto do

comprimento de uma de suas bases pelo comprimarafiota correspondente.

Area do Triangulo
A area do triangulo pode ser obtida diretamentaréirpda area do paralelogramo,
visto que todo triangulo € metade de um paralefograque tem uma base e altura

correspondente cujas medidas séo iguais as de lusaltura correspondente do triangulo.




No triangulo ABC e no paralelogramo ABCD, a base t&B1 medidab e a altura
correspondente CE tem medala

A area de ABCD =h.ae os triangulos ABC e BCD sao congruentes, partardrea
do triangulo ABC € a metade da area de ABCD. Odaia area de um tridngulo € a metade

do produto da medida de uma base pela medidawda atirrespondente.

Area de ABC= %( ap.

Area de um poligono qualquer

Conhecidas essas areas, podemos utiliza-las paex e area de um poligono
qgualquer, subdividindo-o em figuras cuja area f@#es@s como obter. A area do poligono que
se quer encontrar sera a soma das areas das fgumse este foi subdividido.

Tomemos como exemplos o trapézio e o losango:

C D

Consideremos as bases AB;=e CD =b, e a altura do trapézio DEa&=
O segmento de reta AD divide o trapézio nos tuéogyABD e ACD, com basds e
b, respectivamente, e mesma alt@waA area do trapézio € a soma das areas dos dois

triangulos:

area de ABCD= % +a_2Q

area de ABCD= w.

No losango ABCD, consideremos as diagonais AG; ® BD =d,. Observe que a

diagonal AC subdivide o losango em dois triangudoagruentes, ABC e ACD com base



. .d
comum AC =d; e alturas BO e DO iguais—=.

Desse modo, a area do losango sera dada por:

d,
d.—2
area de ABCD: 2. 22

area de ABCD= %

Area de Poligonos Regulares

Um poligono é chamado regular se todos os seus ladtmdos o0s seus angulos
internos sdo congruentes. Para se obter a aremdeswperficie limitada por um poligono
regular, é preciso considerar que todo poligonallaegde ladol pode ser dividido enm
triangulos iguais, sendo o numero de lados do poligono. Cada tridangulo temocbase o
lado | do poligono e altura igual a apoterma do poligono. @ apotema de um poligono
regular € o segmento de reta que une o centro gedggono ao ponto medio de qualquer um
de seus lados).

% A NA/A
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Desse modo, a area do poligono regular pode sataotrtultiplicando-se a area de

cada triangulo pelo numero de ladodo poligono, o que nos leva ao seguinte resultado:

Area do Poligona rﬁﬁ%aj

Area de superficies n&o-poligonais

E importante reconhecer que em muitas situacbes pednecessario medir regides
gue ndo sao limitadas por poligonos, como por elengparea do circulo, da elipse e de
figuras como as que aparecem nas imagens a segermostram regides afetadas por
gueimadas (areas que aparecem em preto ou endemiedi muito escuras). Para conhecer o

tamanho da devastagéo é preciso obter a areaidegegpmpletamente irregulares.

Tocantins Chapada dos Parecis - Mato Grosso Fonte:
Fonte: http://www.cdbrasil.cnpm.embrapa.br http://www.cdbrasil.cnpm.embrapa.br

Na Grécia antiga, Arquimedes apresentou uma denagés da area do circulo a
partir dométodo da exaustatambém conhecido pdtrincipio de Eudoxo-Arquimedegois
tem como base a teoria das proporcoes apresentadzugdoxo de Cnido (408-355 a. C.) e
Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) foi o0 matema@ue mais explorou esse método na
antiguidade (PINTO, 2004).

No calculo de areas, pode-se dizer qumétodo da exaustdoonsiste em buscar
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aproximacdes sucessivas da area a ser medidaalfmefpor excesso, a partir de outras ja
conhecidas.
Chamaremos dga area da figura a seguir, cuja area se deseja obte

Chamaremos d& aarea do poligono internoSe deB a area do poligono extern®a

Podemos dizer que a arka& a aproximacao por faltaBeé a aproximacao por excesso
da aress. Ou seja:
A<S< B

O método da exaustéo e a area do circulo
Antes de apresentar uma demonstracdo da arearadocatravés do método da
exaustdo, € importante observar que esse prinsg@poia na proposicdo | do Livro X dos
Elementos de Euclides:
Dadas duas grandezas de mesma espécie, se retidanogior uma parte maior
gue sua metade e do resto retirarmos uma parte mggie sua metade e assim por
diante, obteremos ap6s um numero finito de etapas grandeza menor que as
duas grandezas consideradas.
Por esta proposi¢cédo, Euclides afirma que se toomrAB e C duas grandezas
desiguais em que AB é a maior, se de AB for suldraima grandeza maior do que a sua

metade, e do que ficou subtrairmos uma grandezer maique a sua metade e se repetirmos o

12



processo continuamente, restara uma grandezameea do que a grandeza C.

Vejamos uma demonstracao dessa proposicao.

Designando a grandeza AB pore a grandeza C p@; temos duas grandezas £,
grandezas desiguais e do mesmo tipo, emogéea maior. Pode-se afirmar que existe um
multiplo def que excede, isto é existe um numero naturdtal queng >a.

Retirando dex uma grandeza maior do que sua metade sobra umlmegml tal que

(np)
2)'

ng - >a, (denp retirou-ses e repare-se ques <

E retirando d@.}c1 uma grandeza maior do que a sua metade sobra lamaegmz tal

que (nB-B) - B > a, (de nS - Bretirou-sep e repare-se qug < —(nﬁz_ A) ).

Repetindo este processo, ao fimmd€ passos obtemos uma grandezn_azl tal que

28>a,_,.

Retirando dexn ,uma grandeza maior do que a sua metade sobra mmﬁegmn 1taI

que B>a,_,, (de2p retirou-ses que € exatamente a sua metade).
Portanto ao fim da-1 passos, obtém-se uma grandenz_?tal quen,_, < S, isto quer

dizer que se obteve uma grandeza menor do que @r ih@s grandezas inicialmente dadas.

O método da exaustdo ndo é um método de descoleam sim de prova e
demonstracdo. Antes de aplica-lo é preciso contecesultado que se quer provar. No caso
da &rea do circulo, Arquimedes j& considerava aisigequivaléncia:

Um circulo equivale (em area) a um triangulo retdlogque tem altura igual ao

seu raio e a base igual ao comprimento da sua oifienéncia.

/#(_:— x\\.
S
"\ /;" T —

e - ——

Em notacao atual, essa equivaléncia pode setaeesomo a seguir:
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< , 27 [0 P ,
Areadocirculo= ou Areadocirculo= 77 F

O método da exaustdo pode ser aplicado para déemoassa igualdade. Para tanto,
consideraremo$C a area do circulo & a area do triangulo, e desse modo, temos trés
possibilidades de comparacéo entre essas ateast; C<TouC=T.

Tomaremos aproximacgOes da area do circulo, pta éapor excesso, atraves da area
de poligonos regulares inscritos e circunscritosma@straremos que as duas primeiras

possibilidades sdo absurdas, concluindo entacCqud.

I. Vamos supor queC > T

Temos assim duas grandezas de mesma naturezs),(&ea C — T, as quais
aplicaremos o método da exaustéo.

Vamos retirar da maior que um quadrado inscrito cuja are®£€que € maior que a
metade da are@. A area restante se@- P,

Repetindo o processo, da area rest@ntd?, vamos retirar quatro triangulos isoceles,

gue correspondem a uma parte maior que sua metade.

7\
':.. . ||
A\ 4

— ——

Observe que a é&rea dos triangulos somada a areguddrado P; retirado
anteriormente, corresponde a area de um octégandare cuja area chamaremos e A
area restante serd ent@o P;.

Repetindo este processo um numero finito de veteremos um poligono regular de

areaP, inscrito no circulo,tal que a area restare- B, € menor que as duas ar€asC — T
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consideradas inicialmente. Assi@ - P,< C - T, donde se conclui qu& < P,.
Por outro lado, considerando g&gé um poligono regular inscrito no circu pode-
se afirmar que o apotenaade P, € menor que o raip do circuloC e que o perimetr® do

poligono regularP, € menor que o compriment@ da circunferéncia. Sendo assim
alP _r[C

- <

2 2

alP <. . ricC R
Ocorre queT corresponde a area do poligono reg&are > corresponde a

area do triangul@, o que nos levaR, < T.
Isso que mostra que a conclusdo a que chegamersoamente, T < P, é absurda e

nesse caso, também é absurda a afirmativa in@&ilT.

II. Vamos supor queC < T

Consideremos agor®; a area do quadrado circunscrito ao cird@lAplicaremos o
método da exaustdo as grandekasC que € a menor delasPg um quadrado circunscrito
ao circuloC.

Do quadradd®; subtraimos a area do circulp que é maior que metade da area do

guadrado. A area restante sBi& C.

Repetindo o processo, da area rest&ate C, retiramos quatro triangulos isoceles,

gue € maior que a sua metade.

Observe que a area que resta corresponde a gideeaire a area do octégono regular
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circunscrito e a area dé. Chamando dé>, a area do octégono, a area restante pode ser
representada pét,— C.

Repetindo este processo um nuamero finito de vebtsremos um poligono regular de
areaP, circunscrito ao circul®, tal que a area restaridjg — C € menor que as duas areas
consideradas inicialmente. Assim podemos afirmarRyu- C < T - G donde se conclui que
Pn<T.

Por outro lado, considerando gaeé um poligono regular circunscrito ao circ@p
pode-se afirmar que o apotemae P, € maior que o raio do circuloC e que o perimetrB
do poligono regulaP, € maior que o compriment@ da circunferéncia. Sendo assim
E > E .

2 2

alP < . . : riC
Ocorre queT corresponde a area do poligono regular circusBxt e —

corresponde a area do trianglila que nos leva &, > T. Isso mostra que a concluséo a que
chegamos anteriormentB, < T, € absurda e nesse caso, também é absurda a irmat
inicial C< T.

Retomando as trés possibilidades apresentadasicio desta demonstracé@,> T;

C<TeC=T, emlellficou demonstrado que as duas prima@asabsurdas, e desse modo

podemos concluir qué = T, ou seja,Area docirculo= 77 F.

A férmula de Pick
A Foérmula de Pick é um teorema que foi publicano 1899 por George Alexander
Pick, como um recurso interessante para o calailé@réa de poligonos simples com vértices

sobre os pontos de interseccéo das retas de urha quadriculada, como na figura a seguir:

N
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Para compreender o teorema € preciso estabelguas&onceitos:
» cada ponto de intersecéo de retas da malha quiadigcsera chamado dé;
» cada pequeno quadrado serd chamad@lilda e possui uma unidade de area,;
= um poligono é chamado simples quando seu contamanha curva fechada simples, ou

seja, ele ndo possui “buracos” no seu interior meenseccoes de suas arestas.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

A figura 1 representa um poligono simples. Narfig?i o poligono ndo € simples, pois
tem um vértice que pertence a mais de dois ladogeligono da figura 3 ndo é simples
porque tem um buraco.

Sendo P um poligono simples, com vértices sobre os néswee malha, os pontos do
reticulado sobre o contorno &eserdo chamados pontos de fronteira e os pontastidalado

gue se encontram no interior Bserdo chamados pontos interiores.

Teorema de Pick
O Teorema de Pick pode ser enunciado do seguimde:m
SejaP um poligono simples. Se B € o numero de pontf®uieira e | 0 nimero

de pontos interiores, entdo a areaklé dada porA(P) :% B+1-1.

O numero do lado direito da formula de PigkP) =% B+ 1-1 é caracteristico do

poligonoP e serd chamado numeroRiek deP e denotado pC+PiCk(P) :% B+ 1-1

Demonstracdo da Férmula de Pick
Primeiro observemos que, se o numero de Pick dg@aligono simples é sua area,
entdo ele deve ser aditivo, isto é,”@ um poligono simples obtido pela justaposicdo dos

poligonos simpleB; e P, ao longo de pelo menos uma aresta, entéo,
Pick(P) = Pick(R) + PicKP,).
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Vamos demonstrar a propriedade acima.
Seja Pick(P,) :% B+ 1,-1, kO{1,4 o nimero de pick dé®, e v o nimero de

vértices da fronteira comum aos dois poligonos.rifida-se que, exatamente dois destes

pontos serdo pontos de fronteira do poligbne, os vértices restantes { 2) serdo pontos
interiores deP”.

Assim, o nimerd de pontos interiores dé sera dado pod =I,+l,+v-2 e o

nameroB de pontos de fronteira d& sera dado poB = B + B, -2(v-2) . Logo

Pick(P):% B+ I-1

=2 BB (@ -2 G+ 1+ -2)-

-1
2

= éBl-'-ll -1 éBz"'Iz -1)
= Pick @ }+ Pick (R).

Bl+—; B, v+ ¥ I, +1,+v -2-1

O que acabamos de mostrar € que, justapondo-sealdjonos simples ao longo de
pelo menos uma aresta, 0s respectivos numeros ake ddicionam-se, assim como as
respectivas éareas. Isto € particularmente impa@tar@sta demonstracdo, uma vez que
possibilita a decomposi¢cdo de um poligono dadem uma justaposicdo de poligonos mais
simples, para os quais o teorema de Pick possesicado mais facilmente.

Assim, vamos admitir que todo poligono pode semnguladq isto €, pode ser
dividido em triangulos com vértices no reticulaBevido a propriedade aditiva do nimero de
Pick, bastara mostrar que o teorema vale paraéogtios.

Todo triangulo pode ser completado de modo a commoretangulo, justapondo a ele

triangulos retangulos com catetos paralelos aasagordenados.

* Observe que isto poderia n&do ser valido se ogquis néo fossem simples.
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Além disso, um triangulo retdngulo com catetosledos aos eixos coordenados pode
ser completado de modo a compor um retangulo des lpdralelos aos eixos, justapondo a ele

outro triangulo retangulo com catetos paralelose®ass e de mesma area.

Assim, se o teorema é valido para retangulos deslgaralelos aos eixos entédo é
valido para tridngulos quaisquer. Um retanguloatio$ paralelos aos eixos € a justaposicao
de “guadrados elementares” (veja figura), parauassgp Teorema de Pick pode ser verificado

diretamente.

A(Q =1
Para um quadrado elemenfartemos:B =4
=0

Logo, Pick(Q) :%4—1: 1= AQ).

Isto completa a demonstracédo do Teorema de Prekgsapoligonos simples.
Mas 0 que acontece se aplicarmos essa mesma &paud poligonos que contenham

“buracos”, como o da figura a seguir?
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Nesse caso, o numero de Pick é 17, mas a arealigorm é 8. Sendo assim, temos
gue admitir que o teorema de Pick, tal como o detnamos, ndo vale se o poligono tiver
buracos. Como veremos adiante, existe uma gersgatizlesse teorema para “poligonos com

buracos”.

A Formula de Pick e o calculo da area de uma regidaegular
A imagem a seguir, obtida por satélite, mostra yade do municipio de Guaira,
situado na regido noroeste do Parana e a parttadilia Grande, que é uma ilha fluvial do
Rio Parana e faz parte do Parque Nacional de lifzmde, regido de protecdo ambiental.
Embora seja uma area de preservacédo, nesse mariqueendios sdo muito freqlientes
e alteram constantemente a paisagem. A imagemaegoa se vé na ilha indica uma area

devastada por sucessivas queimadas.

5471571 5470

Guaira - PR
Fonte:http://www.cdbrasil.cnpm.embrapa.br
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Através dessa imagem € possivel obter uma boa ia@gdo da area da regiao
devastada. Para isso sera utilizada uma ampliagdeseala de 1 : 25.000, sob uma malha
guadriculada de 0,5 cm. Sobre esta malha, consisuinm poligond® com os vértices sobre

seus nos, cuja area se aproxima, por excessoeaaaregiao queimada.
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Destacando agora a malha e o poligono, podemigaiapglFérmula de Pick e obter um

valor bem préximo da area da regido inicial. Retotioaa Formula de Pick temos que:

A(P) = —B+I—1
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No poligonaP, tem-seB = 20 el = 27, entad\(P) = 36.
Pela escala, tem-se que a area de cada célulaltia korresponde a 15.625 m

Assim a &rea da regi&o queimada pode ser estiemad®2.500

Teorema de Pick e Caracteristica de Euler

Teorema de Euler
Seja P uma figura plana poligonal simples ou n&omnou sem buracos. Tomando
uma subdivisdo de P constituida por um numerodfidé poligonos simples e sem
buracos, aos quais chamaremos faces, de tal foumaagntersecao de duas faces
ou é vazia ou € um vértice comum ou é um conjumiarestas comuns. Se F é o
namero de faces, A é o nUmero de arestas, V o ideeyértices e b € o nimero
de buracos, entd® - A+V =1-b.

A expressad- - A+V é chamadaaracteristica de Eulede, indicada por X (P) .

Uma demonstracdo da formula de Euler

| - Primeiro suponha que o poligor® ndo tenha buracos, isto B, = 0. Neste caso

mostraremos queF - A+V =1.

» Dado um poligono sem buracos com uma subdivislyugra é possivel subdividi-lo em
triangulos, portanto basta mostrar que a formulaEdéer vale para subdivisbes em
tridangulos, que chamaremostdangulacéa

» Considere um poligono com uma triangulagéo eSejmiumero de triangulos (faces).

»SeF = 1, entdo o poligono é um triangulo. Neste caso temes3 eV = 3. Logo,
F-A+V=1
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» SeF > 1, é possivel reduzir o poligono a um triangul@aato triangulos de fronteira (que
contém algum vértice da fronteira do poligono), dencada vez. Vamos mostrar que, a
cada tridngulo retirado, a quania— A + V permanece inalterada no poligono resultante.
Assim a caracteristica de Euler de um poligono Beracos € a mesma de um triangulo,
isto e, 1.

» Os triangulos de fronteira podem ser de dois tipos:

Tipo 1 O triangulo tem exatamente 2 vértices na froateir
Tipo 2 O triangulo tem 3 vértices na fronteira.

» Retirando um tridngulo digpo 1 o poligono resultante tera uma face e uma arasienas e

0 numero de vértices permanece 0 mesmo . Desse, teodus:
V-D-(A-D+(F-D)=V- A+ F
= Um tridngulo ddipo 2 pode ter duas ou trés arestas de fronteira. Mogmo caso, ao retira-
lo, teremos um poligono com uma face, duas arestas vértice a menos. Assim,
V-1)-(A-2)+(F-1)=V- A+ F
* No segundo caso, teremos uma face, trés arestas eédtices a menos.
V-1)-(A-3)+ (F-2)=V- A+ F
» Através de uma sequéncia apropriada das operagdesoees,P reduz-se a um unico

triangulo, para o quaF - A+V =1

Il — Consideremos agora um poligoRacom buracos, em queé o numero de faces, € o
namero de arestag,0 numero de vérticesteé o nimero de buracos.

» Consideremos agora a figuRdi, que se obtém a partir d& preenchendo cada um dos
buracos com uma nova face. A nova figitaé uma figura poligonal simples para a qual é
valida a formula de Euler. O seu numero de facés+b, enquanto que o niumero de arestas
e de veértices continua o mesmi e V, respectivamente. Para esta nova figura, tem-ee qu
(F+b)- A+V=1 oy ainda,F ~A+V =1-b,

Relacéo entre a Férmula de Pick e a Férmula de Eule

Tomando como validas as duas férmulas para regidbgonais simples, pode-se
afirmar queO Teorema de Pick implica a Férmula de Euleonforme demonstramos a
sequir:
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» Um tridngulo cujos vértices estao sobre os nésnuie malha quadriculada é dito primitivo
se ndo existirem nés da malha sobre seus lados.

» Para um triangulo primitivo temos 3 pontos de fetmat (0s vértices) e nenhum ponto

interior. Portanto, o nimero de Pick%é

» Considere um poligono simples e sem buracos corticegrsobre os nds da malha
quadriculada. Ele pode ser triangulado de modaap@s os triangulos sejam primitivos. A
partir dessa triangulacdo vamos relacionar a tafatica de Euler do poligono com seu
namero de Pick.

= Como 0s Unicos nds da malha sobre o poligono s@érbses dos triangulos temos que

V=B+I (1)

» Cada aresta do interior pertence a exatamentdrdoigulos (o poligono ndo tem buracos) e
0 numero de arestas da fronteira é igual ao nuoengrtices da fronteird (o poligono &
simples). Assim, ao contarmos as arestas em dadgufo teremos contadgF- arestas das
quais cada aresta interior foi contada duas vezeada aresta de fronteira, uma vez.
Portanto temos,

3F =2(A-B)+B

Ou de forma equivalente

A:%(3F+ B) )

Vamos mostrar entdo que a formula de Pick im@ié@@mula de Euler.
» Suponha que vale a formula de Pick. Entdo, a &ezada triangulo (primitivo) bem como

do poligono é igual seu numero de Pick. Como teftisdngulos, a area do poligono é

1F.AssimE:B+ | -1
2 2

Ouainda: F =B+21 -2 3

Usando as formulas (1), (2) e (3) temos:
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F-A+V= F—%(3F+ B)+ B+ |

:E+| —EF
2 2
B 1

=—+1-Z(B+21 -2
: 5 )
=1

Vamos mostrar agora que se a férmula de Pickpaai@ triangulos primitivos, entdo a
formula de Euler implica a formula de Pick paralquer poligono simples.
» Para isto, considere o poligono triangulado emnguéos primitivos. Entdo valem as
relacdes (1) e (2).
» Se a formula de Pick vale para triangulos primgjventdo a area de cada triangulo é seu

namero de Pick queé, por serem primitivos. Assim a area do poll’gon%)lé.

» Suponha agora que a formula de Euler é verdadéomo o poligono ndo tem buracos,
entao
F-A+VvV=1
» Das relacdes (1) e (2) obtemos

F-1@F+B)+B+I1=1=1F=1B+ -1
2 2 2

Formula de Pick para poligonos néo simples

O conhecimento matemético esta sempre em evolugdaecentemente foi
demonstrada uma generalizacdo da Formula de Pieksguestende aos poligonos cujos
contornos ndo séo curvas fechadas simples. A esgwesbtida pode ser considerada uma

forma geral da Formula de Pick, enunciado comaaise

Teorema de Pick
Seja P uma reunido finita de regides poligonais a@mices sobre os nds de uma
malha. Se V denota o ndmero total de nés da maih&@ee, E € 0 nimero de
lados do bordo de P (aqui consideramos que dois auisecutivos do bordo

formam um lado), entdo a area de P é dada por:
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_y_Bb _
A(P) =V S, A

onde y =1-b é a caracteristica de Euler de P, sendo b é o mnamie buracos de P.

Concluséao

Ensinar matematica exige, entre outras habilidades,conhecimento profundo do
conteldo que se quer ensinar. Isso significa camhes aspectos historicos, empiricos e
formais presentes na evolugcdo desses conhecimeméns, como seu desenvolvimento
contemporaneo e as possiveis aplicacdes do temgaestao.

Mesmo cientes das limitacbes desse trabalho, amdabo conceito déirea nos
propusemos apresentar um material que contempasss diferentes aspectos, de modo que
professores e alunos pudessem perceber o valogqeeza do tema.

Acreditamos que essa abordagem permite ampliaosshilidades de exploracdo do
conceito déirea, especialmente no Ensino Médio, trazendo para adsadmla conhecimentos
comoa Férmula de Picke oTeorema de Euler.

Apesar desses conteddos ndo estarem contempladeiandinte nos curriculos
escolares, acreditamos que eles podem se tornasiasie aos alunos do Ensino Médio,
principalmente se forem apresentados juntamentesgoicdes que viabilizem sua aplicacéo,
podendo se constituir como uma experiéncia enrggea para 0 ensino e para a
aprendizagem em Matematica.
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