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O Método da Bisseccao

Prof. Doherty Andrade

Resumo: Nestas notas vamos apresentar os fundamentos teéricos do método da
bissecgao.
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1 Introducao

Estamos interessados em resolver equagoes nao lineares f(z) = 0. Uma solucao de f(x) =0
é também chamada de raiz de f. Dizemos que « é uma raiz de f(x) com multiplicidade
m > 0, se

fla)=0,f(a)=0,...,f" V() =0, (a) #0.

Se m = 1 dizemos que a raiz é simples, isto é, f(a) = 0 mas f'(«) # 0.
Em toda essa segao, a menos que se diga o contrario, vamos supor que as rafzes sejam
simples.

2 O método da bissecgao

O método da bisseccao é inteiramente baseado no Teorema do Valor Intermediario, ele ga-
rante a existéncia de uma solugao para f(z) = 0 no intervalo (a,b) desde que f : [a,b] - R
seja continua e satisfaz f(a)f(b) < 0.

Para ver o teorema do valor intermediario clique AQUI.

Nas condi¢oes do teorema do valor intermediario, o método da bisseccao consiste em
dividir o intervalo [a, b] ao meio, obtendo os subintervalos [a, m] e [m,b], e considerar como
intervalo de busca o subintervalo em que f tem sinais opostos nos extremos. Em seguida
repete-se o procedimento com o subintervalo de interesse. Ap6s um nimero finito de subdivi-
soes ou encontramos uma solugao ou sabemos que a raiz encontra-se em algum subintervalo

[ak, bk] .

Consideremos f : [a, b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. Seja m o ponto médio de
la,b]. Note que se f(a)f(m) < 0, entdo o teorema do valor intermediario garante que a raiz
se encontra no intervalo [a, m].
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Se_f(a)f(m) > 0, entdo temos que f(a)f(m)f(a)f(b) = [f(a)]* f(m)f(b) < 0, pois
[f(a)]® > 0. Segue que f(m)f(b) < 0 e portanto, pelo teorema do valor intermedisrio, a raiz
se encontra no intervalo [m, b].

Esse é o teste para decidir quais dos subintervalos devemos considerar no préximo passo
do método da bisseccao.

Chamando ag = a e by = b e efetuando sucessivas bissecgoes, obtemos intervalos [ay, by]
b—a

ok

e pontos médios my. Note que |by — ag| = by, — a, =

2.1 Meétodo pratico

Uma maneira pratica para utilizar o método da bissecgao é apresentada a seguir para a

fungao f(z) = (92—6)2 — sin(x), z em radianos.

e Exemplo 2.1

)2 — sin(x) no

N8

Determinar uma aproximagao para uma raiz positiva da func¢ao f(z) = (
2

) = sin(x). Veja a

N8

intervalo [1.5,2], x em radianos. Note que f(z) = 0 se, e somente se, (
tabela 1

Tabela 1: Tabela para bisseccao

| ae | b | omu | fa) f(my)
1.5 2.0 1.75 > 0 o intervalo escolhido & [my,, b
1.75 2.0 1.875 >0
1.875 2.0 1.9375 < 0 o intervalo escolhido & [ay,, mx]
1.875 1.9375 1.90625 > 0 o intervalo escolhido & [my, bk
1.90625 | 1.9375 | 1.921875 | > 0

=~ w N~ O 3

Assim, uma aproximacgao para a raiz procurada é my = 1.921875.

™~ o

Figura 1: Gréfico de (92—6)2 e sin(x) se cruzam na solugao.

2.2 Por que o método funciona?

O método da bisseccao gera sempre uma sequéncia que converge para a solugao. De fato,
o método gera uma sequéncia de intervalos encaixados Iy = [ag,bg] D Iy = a1, 1] D I, =
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lag,bo] D ... D Iy = [ag,br] D .... Os extremos ay dos intervalos compéem uma sequéncia
monotona nao decrescente limitada superiormente por b; portanto convergente. Os extremos
b, dos intervalos compoem uma sequéncia mondtona nao crescente limitada inferiormente
por a, portanto convergente.
Para ver o teorema dos intervalos encaixados clique AQUI.
b—a
ok

Afirmamos que ambas convergem para o mesmo limite [. De fato, como by — a, =

temos que

0 = lim (by — ax) = lim by — lim a.
k—o0 k—ro0 k—ro0

Segue que klim b, = klim ar = 1.
—00 —00
Agora mostraremos que [ é raiz de f(z). Como em cada passo tem-se f(ay)f(bx) < 0,
entao

0> lim f(ap)f(bs) = lim f(ar) lim f(ag) = [f(1))* > 0.

k—o0

Segue que f(l) = 0.

Acabamos por demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.2 Seja f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. O método da bissecgao
gera uma sequéncia (myg) que converge para a raiz ¢ de [ e satisfaz

b—a

2k

]mk - Cl S ’bk — CLk‘ S ,k Z 1. (21)

2.3 Estimativa para o niimero de iteracoes

E importante observar que se estamos procurando por uma aproximagao para a raiz da

—a . o
< € pode ser utilizado como critério de parada.

equacao com erro maximo &, o fator

ok
O ponto médio my, de [ag, bx] ¢ um candidato a solugao e satisfaz |by, — my| < |bp — ax| <
b—a b—a
oF <Ee|ak—mk|§|bk—ak|§ oF < €.

Entao, qual é o numero de subintervalos em que devemos subdivir o intervalo [a,b] de
modo que o erro cometido na aproximagao da solugao seja menor do que €7 Uma aproximagao
para a solu¢ao é um ponto em [ay, bg], assim devemos ter

ps D) (2.2)

In

Vejamos um exemplo.
e Exemplo 2.3

Usando a expressao equagao (2.1) podemos determinar quantas iteragoes do método da

bissec¢ao devemos realizar para obter uma aproximacao da solucao de (§)2 —sin(z) = 0 no

2
intervalo [1.5,2], com erro menor do que 1073.

De fato, como

In(t=2)  In(3:LD)
k> e L — 10777 ~ 8.96.
In2 In2

Segue que devemos realizar pelo menos 9 iteragoes do método da bissecgao.
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