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O Método do Ponto Fixo

Prof. Doherty Andrade

Resumo: Nestas notas vamos apresentar os fundamentos teéricos do método
do ponto fixo.
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1 Introducao

Estamos ainda interessados em resolver equagoes nao lineares f(z) = 0, mas
agora sob outro enfoque. Dizemos que ¢ é um ponto fixo para f se f(c) = c.
Podemos sempre transformar o problema f(z) = 0 em um problema de
determinar um ponto fixo. De fato, se f(z) =0, entdo x + f(z) = z e assim,
tomando ¢(x) = x + f(x), ficamos com o problema de ponto fixo ¢(x) = x.
Por outro lado, se temos ¢(z) = z, entdo ¢(z) —x = 0. Logo, tomando
f(z) = ¢(x) — x ficamos com o problema f(z) = 0. Portanto, os problema
determinar raiz e determinar ponto fixo sao equivalentes.

[terar ¢ uma palavra de origem grega que significa repetir. Os métodos
iterativos sao métodos baseados na repeticao de um procedimento.
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2 Meétodos iterativos estacionarios

Um método iterativo estacionario de passo s > 1 é um método que gera uma
sequéncia (x,) dada por

Lpt1 = ¢(xn—s+1a Tp—s+2y - - - 7-1771)-

Note que métodos iterativos de passo s necessitam de s informacoes an-
teriores. Um método estacionério de passo 1 é da forma

Tpi1 = O(xy,),n > 0.

Se ¢ muda a cada iteracao, isto é,

Tp+1 = ¢n+1(xnfs+1a Tn—s42y - - - >xn)

o método é dito nao estacionario.

Os métodos iterativos geram uma sequéncia infinita (x;) que converge
para a solugao,assim héa a necessidade de critérios de parada. Isto é, quando
devemos interromper os calculos. Dada um tolerancia £ > 0, os seguintes
critérios sao comumente utilizados como critérios de parada:

L |f(ze)] < &

2. | Ty — x| <
3‘ |xk+1 - xk‘ < €
|xk+1|

4. o método para apos N iteragoes.

3 O método do ponto fixo

O método das aproximagoes sucessivas ou o método do ponto fixo gera uma
sequéncia (x,) utilizando a seguinte lei

Tpy1 = gb(xn)a n =0, (31)

onde a aproximacao inicial xy é deve ser fornecida para iniciar o procedi-
mento.

Duas perguntas surgem no estudo dos métodos iterativos estacionarios de
passo 1, com é o método do ponto fixo:
(a) Quando a sequéncia (x,) converge?
(b) Se converge, com que velocidade?

O seguinte resultado responde & primeira pergunta.



(© KIT - Célculo Diferencial e Integral — aaaa 3

Teorema 3.1 Seja ¢ : [a,b] — [a,b] continua com ¢ continua em (a,b).
Suponha que |¢'(x)] < M < 1 para algum M > 0 e todo x € (a,b). Entao,
para xy € [a,b] tem-se:

(a) Tpi1 = P(xy,) pertence ao intervalo [a,b],Vn > 0.

(b) nll_{rolo T, = ¢, para algum c € [a,b].

(c) ¢ é a unica solugao de x = ¢(x) em |a,b.

Demonstragao: O item (a) é 6bvio. Para o item (b) notemos que se z,y €
(a,b) entdo, pelo teorema do valor médio existe £ entre z e y tal que

Donde segue que

9(y) — o(x)] = ¢ (E)|ly — 2| < My — =],

e ¢ ¢ uma contragao.

Agora mostraremos que x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy e portanto con-
vergente.

Primeiramente, notemos que

|Zns1—n| = |6(2,)—O(Tn_1)] < M|zp—20 1| < M| 20 1—0 | < ... < M"|z1—10|.

No caso geral,temos

|xn+k - xn| - |xn+k — Tptk—1 + Tp+k—1 — Tn+k—2 + Tptk—2 — " — In’
S |xn+k - xn+k71| + ‘anrkfl - xn+k72| +oe 4+ |xn+1 - xn‘
< MYy — x| + MU 2y — x| + -+ M2y — 20
M™
< - M|$1 — 7).

Como M < 1 segue que M™ — 0 e portanto |x,.x — z,] — 0 quando
n — o0o. Assim, a sequéncia é de Cauchy em R, sendo convergente para
algum ¢ € [a, b].

Agora vamos provar que ¢ = lim z,, é solu¢ao de x = ¢(x). De fato,

Assim, ¢ é solugao do problema de ponto fixo x = ¢(x).
Provar que ¢ é a tnica solucgao é facil, pois se ¢ e ¢; sao solugoes, entao

¢ —a1] = [¢(c) = d(er)| < Me — e,
como M < 1, seque que ¢ = ¢;. ]

Para responder a segunda pergunta vamos precisar da seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.2 Dado uma sequéncia (x,) convergente para o seja E,, = x,, —
a. Se existe um real p > 1 e ¢ # 0 tais que

n—oo ’En|p -

dizemos que a ordem de convergéncia da sequéncia € p. Se p = 1 dizemos
que a ordem de convergéncia € linear, se p = 2 dizemos que a ordem de
convergéncia da sequéncia € quadrdtica.

Dizemos que um método iterativo € de ordem p para a raiz o , se ele gera
uma sequéncia que converge para « com ordem de convergéncia p.

Teorema 3.3 Sob as hipdteses do Teorema 3.1, a ordem de convergéncia de
Tpi1 = O(x,),n >0, gerada pelo método do ponto fixo, é p = 1.

Demonstracao: De fato, pelo teorema do valor médio, existe &, entre x, 1
e c tais que

Tp — = d(xn_1) — 9(c) = ¢ (&) (Tn1 — ).

Assim,
’xn B C’ /
e CA(H]1
|:L'n—1 _ C| | ( n>|
Fazendo n — oo, obtemos
. |70 — ¢ /
1 = )
b e R LA
Isto responde a segunda pergunta. 0

Note que ¢(z) = = tem solugdo quando os graficos de y = ¢(z) e y = x
se cruzam.

e Exemplo 3.4

3

A equagao 23 —x—5 = 0 pode ser reescrita como z = 2>*~5 = 0oux = (x—|—5)%

ou ainda r = T A forma da equacao a ser escolhida depende da raiz a

2
x J—
ser localizada e se a funcao satisfaz as condigoes do Teorema 3.1.

e Exemplo 3.5

A equacao Inx — x + 2 = 0 pode ser reescrita como x = lnx +2 ou z =
——

=¢(x)
exp(z — 2). A equagdo Inx — z + 2 = 0 possui solugao nos intervalos (0, 1)
=¢1(x)
e (3,4). Observe que |¢/(z)] = |1| < 1 em (3,4) e |[¢)(z)] = ¢1(z) < 1 em
(0,1).



(© KIT - Célculo Diferencial e Integral — aaaa 5

Figura 1: Graficode y =¢(x) ey ==z

3.1 O algoritmo

Dado f(x) = 0 escreva como ¢(x) = x. Seja xp aproximagao inicial, € > 0
tolerancia. Faga:
1. Se |f(zo)| < € faga ¢ = x( e pare.

2. k=1.

3. x1 = ¢(xp).

4. Se |f(z1)| < € ou |z — x| < € faga ¢ = z; e pare.
5. xg = 3

6. £k =k + 1 e volte ao passo 3.

3.2 Interpretagao Grafica

[lustramos a seguir a convergéncia da sequéncia no método do ponto fixo:
a partir da aproximacao inicial xg obtem-se x; subindo até a funcao ¢ e
depois paralelamente ao eixo OX até encontrar a bissetriz e descendo até o
eixo OX. A partir de z; repete-se o procedimento. Veja os graficos para o
exemplo x = exp(z — 2) com aproximacao inicial xo = 2.5 e % =z com
o — 1.
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Figura 2: Convergéncia no método do ponto fixo

3.3 Meétodo Pratico

Uma maneira pratica de utilizar o método das aproximacoes sucessivas ¢é
dispor os calculos em uma tabela como mostrado a seguir 1. Nesse exemplo,
f(z) =2+ 1In(z) =0 e ¢(x) = exp(z — 2) = z no intervalo [0.2,1.5], veja
grafico em 3. Note que |¢/(x)| < 1 no intervalo.

Tabela 1: Tabela para ponto fixo

k] me | ole) [lokn —ail |
0 1.0 367879 -

1 |.367879 | .195515 632121
2 | .195515 | .164558 172364
3 | .164558 | .159543 .030957
4 | .159543 | .158744 .005015
5
6
7
8
9

158744 | 158617 | .000799
158617 | .158598 .000127
158598 | 158595 .000019
158595 | .158594 | .3 x 107°
158594 | 158594 | .1 x 107°
10 | .158594 | .158594 0
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