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O método de Newton-Raphson

Prof. Doherty Andrade

Resumo: Nestas notas vamos apresentar os fundamentos teéricos do método
de Newton-Raphson.
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1 Introducao

O método de Newton-Raphson é um dos métodos mais eficientes para a
solugdo numeérica de f(x) = 0. Como veremos, esse método possui ordem de
convergéncia 2.

Suponha que f(x) tenha uma raiz simples no intervalo [a,b] e que f seja
de classe C* em [a, b]. Dado z,, € (a,b), usando o desenvolvimento de Taylor,
podemos escrever

£() = flan) + £ ) = ) + o (60 = )

onde &, esta entre x e x,. Se « € a solugao, entao

0= fla) + F'(aa) @ = 2) + oo/ (E) 0 — 2.)%

onde &, esta entre o e x,.
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Supondo que x,, esteja suficientemente proximo de «, podemos desprezar
o resto o f”(&,)(a — x,)?, donde obtemos uma aproximagao para o

— f(@n)
~ Iy 7‘/:‘,(1’”) s

desde que f'(z,) # 0.
Obtemos assim o método de Newton-Raphson que nos dé x,,,1 como uma
aproximacao para a raiz o por

x =z, — —=,n>0. 1.1
Note que o método de Newton-Raphson ¢ um método iterativo de passo
1 e que para ser iniciado necessitamos da aproximacao inicial xg.

A funcao
@)
f'(x)

¢ chamada de funcao de iteragao para o método de Newton-Raphson. Como
¢'(a) =0 e ¢(z) ¢ continua, segue que existe uma vizinhanga de o em que
| ()] <k <1,onde0 <k < 1. O que mostra que ¢(x) ¢ uma contragao em
alguma vizinhanca de «. Isto explica porque o método de Newton-Raphson
funciona.

p(r) = (1.2)

2 Meétodo pratico

Uma maneira pratica para usar o método de Newton-Raphson ¢ utilizar uma
tabela como mostrado abaixo, tabela 1.

Nesse exemplo, determinamos uma aproximacao para a solu¢ao da equagao
4 cos(x) — e” = 0 localizada em [0, 1], tomamos o = 0.9 como aproximagao
inicial.

Tabela 1: Modelo de tabela para Newton-Raphson

k Ty, f(xy) f' () |1 — T
0 0.9 0.02683676 | -5.59291075 -

1| 0.904798353 [ -0.00005693 | -5.61663586 | 0.004798353
21 0.904788217 0 -5.61658576 | 0.000010136
31 0.9047882179 - - -
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3 Interpretacao Grafica

A reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (zg, f(x)) cruza o eixo OX no
ponto xp,q dado por
f ()

Tpy1 — T — .
' f'(xk)
Isso justifica o outro nome do método de Newton-Raphson: o método das
tangentes.

1 T 1 I/
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Figura 1: Interpretacao grafica

4 Ordem de convergéncia

Agora mostraremos que a convergéncia no método de Newton-Raphson ¢é de
ordem 2.

Suponha que f seja de classe C? em (a,b) e que tenha raiz simples o €
[a,b]. Usando a expansdo em Taylor em torno de algum ponto zj, temos:

Fla) = Fla) + (e — a) i) + 5 — 2 F"()

onde & ¢é algum ponto entre x; e .
Tomando = = «, reduzimos a expressao acima

0= fla) + o — ) () + 50— 22 (E)
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onde &, é algum ponto entre z e a. Dividindo por f’(x)) obtemos

f () 1 o f" (k)
0= + (a0 — + —(a— )
F(x) (o — ) 2(a ) Fa)
Substituindo f/(xk) — T}, POr —Xpyq, tem-se
f'(xx)
_ 1 oS (&)
0= :)sk+1—|—oz+2(a xk) e
Reagrupando,
_ 1 2 " ()
Tpp1 — = i(a Ty) Filen)
Tomando o médulo e fazendo k — oo,
Ty — @ L. f" (&) 1] f"(a)
lim —/———— =~ 1 = —
o 2 ey | T 2 Pl 7

O que mostra que a convergéncia no método de Newton-Raphson é quadrética.
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