Universidade Estadual de Maringa - Departamento de Matemaética
Célculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia
(© Publicagao Eletronica do KIT http://www.dma.uem.br/kit

Equacao quadratica

Prof. Doherty Andrade

Resumo: Nestas notas faremos um breve estudo sobre as principais pro-
priedades das funcoes quadraticas: existéncia de raizes, valores maximos e
minimos, graficos e algumas aplicagoes simples.
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1 Objetivo

Estudar fungoes definidas por equacgoes da forma

y =ax®+bx+c,a #0.

2 Formula quadratica
Suponha que temos que resolver uma equagao do segundo grau

ax? +bx+c=0,a #0.
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Toda equagao quadratica pode ser resolvida usando o método de comple-
tar quadrados. Vejamos como completar quadrados.
Dividindo essa equagao por a, obtemos

b
2+ x4 <=0
a’ ' a

Ou equivalentemente,

b
X4 o= ——. (2.1)
a
b 2
Somando (2—) a ambos os lados de equagao (2.1), temos

a
b b\?2 c b2
2 — e = — — E—
x4 —x (2a) —+ <2a) (2.2)

Note que o lado esquerdo da igualdade acima é um quadrado perfeito e pode

ser escrito como
b\2 b2 —dac
— = — 2.3

<x * 211) 4a? (2:3)

Extraindo a raiz de ambos os lados, temos

b b? — 4ac v b? — 4ac
i M T A ——— 4
X+ 2a + 4a? + 2a (2:4)
Assim,
b j:\/b?—élac_ —b+Vb?2 — 4ac (2.5)

B % 2a 2a

Logo, as solucoes da equacdo quadrética ax? +bx +c = 0,a # 0, sdo dadas
pela seguinte férmula chamada de formula quadrética:

v —b+ /b2 — 4ac

2a

(2.6)

Exemplo: Resolver a equacio 2x2 — 3x +5 = 0. Para isso vamos usar a
férmula quadrética equacao (2.06):

v —b+ Vb2 — 4ac

2a
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Comparando com ax® + bx +c¢ = 0,a # 0 obtemos que

a = 2
b = -3
c = b.

Substituindo na férmula quadratica temos

—(=3) £ /(-3)2—4x2x5
2 X2

349 —40
4
3+iv31

4

X =

Logo, o conjunto solucao é

{3+i\/3_1 3—1'\/5}

4 4

3 Analisando o discriminante

J4& vimos que a fomula quadrética dé as solucoes de ax? +bx +c = 0,a # 0,

como
v —b+Vb? — 4ac
N 2a '

Se chamarmos D = b? — 4ac (discriminante), as duas raizes podem ser
expressas por

—b++vD
2a

—b—+vD

ro = ——
2a

Note que pela expressao acima a natureza das raizes depende apenas do sinal
de D.

Vamos apresentar alguns exemplos e observar a relagao entre D e a na-
tureza das raizes.

Exemplos:

(a) A equagio x2 —4x+1=0tem D = 12 > 0 e as raizes sdo

rn o= 2++3
ro = 2—\/5.

rH =
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Nesse exemplo, temos D > 0 e as duas raizes sao reais e diferentes.
(b) A equacdo x? —4x +4 = 0 tem D = 0 e as duas raizes sdo

r1
r

Nesse exemplo, temos D = 0 e as duas raizes sao reais e iguais.

(c) A equacdo x> —4x+5 =0 tem D = —4 < 0 e as duas raizes sio
r = 2+i
ro = 2 —1.

Nesse exemplo, temos D < 0 e as duas raizes sao complexas e conjugadas.
Resumo:
Podemos resumir as observacoes como:

e Se D > 0, entao as duas raizes sao reais e diferentes.
e Se D = 0, entao as duas raizes sao reais e iguais.

e Se D < 0, entao as duas raizes sao complexas e conjugadas.

4 Relacao entre os coeficientes e as raizes

Vimos que as rafzes de de ax? +bx +c = 0,a # 0 podem ser expressas por

~b++vD
2a

—b—\/B‘

rg = ————
2a

rh =

assim, somando as duas raizes obtemos:
-b++vD —b—+vD
2a 2a
—b

a

e multiplicando as duas raizes
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- (23)-(259)

2a 2a
=D
4
b= (b*—dac) ¢
N 4a2 a

Segue que

pode ser expressa como
x? — (r1 +r2)x+rire = 0.
ou
a(x —ry)(x —ry) =0.

Exemplos
(a) Determine se 1| = 5+T VIT o py = 5_T V1T <30 solugdes da equagdo 2x2 —
ox +1=0.

Podemos escrever a equacio como x? — gx + % = 0. Assim, devemos ter

= (157) ¢ () = = 2

— 2 a-

Por outro lado rire = <5+Xﬁ> X (5—ﬁ) _ 2517 _ 2517 _

8
16 16— 16
% = . Segue que 71 e rg sdo solugdes da equagao 2x2 —5x +1=0.

(b) Determine dois ntiimeros cuja soma e 8 e o produto e 15.

Sabemos que os dois nimeros 71 e ¥y devem satisfazer a seguinte equagao

x* — (ri +ro)x 41119 = 0.
Ou seja
x?— (8)x +15=0.
Usando a formula quadratica, obtemos
—(—8)+/(-8)2—4x1x15
2% 2

8+ /64 — 60
2
8+ /4

= =4+1.
2

X =
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Assim, os niimeros sao r; = 3 e ro = 5.

5 Graficos

A equacdo quadrética y = ax? + bx + c,a # 0, pode ser reescrita como

y = a(x—h)*+k,

—b -D
Ondeh— (g) ek— (E)

Vocé pode verificar isso facilmente completando quadrados como ja fize-
mos anteriormente.

O gréfico de y = ax? + bx +c,a # 0, é uma pardbola com vértice no
ponto V = (h,k) e a reta vertical x = h é a reta de simetria.

x=h

Note que se a > 0 o vértice é o ponto do grafico que esta situado
mais baixo (chamado de ponto de minimo global). Também dizemos que
a parabola se abre para cima. Veja o grafico abaixo.

E se a < 0 o vértice é o ponto do grafico que esta situado mais alto
(chamado de ponto de méximo global). Também dizemos que a pardbola se
abre para baixo. Veja o grafico abaixo.
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Exemplos
(a) A pardbola y = —2(x — 2)%2 + 6 tem eixo de simétria dado pela reta
vertical x = 2 e vértice V = (2,6). Como a = —2 < 0 o seu gréfico se abre

para baixo. Selecione e marque alguns pontos para auxiliar no tracado do
grafico.

(b) A pardbola y = (x — 1) + 2 tem eixo de simétria dado pela reta vertical
x =1 e vértice V= (1,2). Como a =1 > 0 o seu grafico se abre para cima.
Selecione e marque alguns pontos para auxiliar no tragado do grafico.

6 Aplicacao

Considere o seguinte problema: determinar as dimensoes da regiao retangular
de maior area possivel que tem perimetro igual a 20 metros.

Inicialmente, vamos chamar as dimensoes do retangulo de x e y. Assim,
o seu perimetro é x +y = 20 e sua drea e xy. Como y = 20 — x segue que a
drea A(x) = x(20 — x) pode ser escrita como

A(x) = —(x —10)? + 100.

Esta e uma parabola que se abre para baixo e portanto, tem o seu maximo
global no vértice cujo ponto é V(10,100).

Segue que x = 10 e y = 20 — 10 = 10 sao as dimensoes do retangulo e
portanto, o retangulo é um quadrado cujo lado mede 10 metros. A sua area
¢ de 100 metros quadrados.

7 Equacoes relacionadas a equagoes quadraticas

Uma equagao radical é uma equacao tendo uma varidvel no radicando. Por

exemplo,
vVx+1=3.
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Podemos resolver essa equacao elevando ambos os lados ao quadrado,
obtendo
x+1=09.

Segue que x = 8. Substituindo x = 8 na equacao /x + 1 = 3 vemos que
x = 8 é de fato solucao.

Outro exemplo é a equagao v/ x + 4+ 8 = x. Reescrevendo como v/x + 4 =
x — 8 e elevando ao quadrado ambos os lados obtemos,

x+4=(x—8)%

O que resulta em
x* —17x 4 60 = 0,

cujas solugoes sao x = H e x = 12.
Substituindo esses valores na equacao radical v/x + 4 + 8 = x vemos que
apenas x = 12 é uma solucao.
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