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Um conceito fundamental em aritmética é a ideia de nimeros primos. Do
ponto de vista da estrutura multiplicativa dos inteiros sao os mais simples
e a0 mesmo tempo sao suficientes para gerar todos os inteiros como vere-
mos adiante no Teorema Fundamental da Aritmética. Também veremos a
definicao de congruéncia e alguns critérios de divisibilidade. Tendo conhe-
cimento destes resultados, mostramos como a prova dos nove funciona e
também veremos uma dinamica interessante chamada de O Nove Misterioso.
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1 Alguns conceitos e resultados

Antes de apresentarmos o Teorema Fundamental da Aritmética, vamos in-
troduzir alguns conceitos e enunciar resultados que serao necessarios para
nosso entedimento.
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O primeiro resultado nos diz que todo subconjunto de Z limitado inferi-
ormente possui minimo.

s

Teorema 1.1 (Principio do menor inteiro) Se S C Z, S # 0 e S ¢é
limitado inferiormente, entdao existe lo € S tal que ly < x, para todo x € S.

A seguir, enunciamos dois principios de inducao tteis para provarmos
varios resultados na matemaética.

Teorema 1.2 (Primeiro principio de indugao) Suponhamos que sejam
dados um inteiro a e uma afirmacio P(n) dependendo den € Z, n # a e
que podemos provar as sequintes propriedades:

(i) P(a) € verdadeira;

(i1) para cada inteiro k > a, se P(k) for verdadeira, entdo P(k+1) também
é verdadeira.

Entao, P(n) € verdadeira, para todo inteiro n > a.

Teorema 1.3 (Segundo principio de indugao) Suponhamos que sejam
dados um inteiro a e uma afirmacio P(n) dependendo de n € Z, n # a
e que podemos provar as sequintes propriedades:

(i) P(a) € verdadeira;

(i1) dado um inteiro | > a, se P(k) for verdadeira, para todo a < k < I,
entao P(l) também é verdadeira.

Entao, P(n) € verdadeira, para todo inteiro n > a.

Agora apresentamos o o algoritmo da divisao que garante que dados dois
inteiros, a divisao de um deles pelo outro (ndo nulo) é sempre possivel, mesmo
que para isso tenhamos que deixar um resto.

Teorema 1.4 (Algoritmo de Euclides) Dados dois inteiros a e b, b > 0,
existe um unico par de inteiros q e r, com 0 < r < b, tais que

a=qb+r.

Observemos que embora no enunciado do Teorema 1.4 exista a restrigao
b > 0, isto se faz necessario. E possivel enunciar o Algoritmo da divisao da
seguinte forma: Dados dois inteiros a e b, b # 0, existe um unico par de
inteiros ¢ e r tais que a = gb+r com 0 < r < |b|.
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Definicao 1.5 Seja a,b € Z. Dizemos que b € um maltiplo de a ou, entao,
que a divide b se existir um inteiro k tal que b = ka. Notagdao: alb (lé-se a

divide b).
Exemplo 1.6 6 ¢ multiplo de 3 ou 3|6, pois 6 = 2 x 3.

Teorema 1.7 (Propriedades da divisao) Sejam a,b € Z.
(i) ala , para todo a € Z, a # 0.
(i1) Se alb e bla, entdo a =b, a,b € Z,.
(i1i) Se alb e b|c, entdo alc.
(iv) Se alb e alc, entao a|bx + cy, para todo x,y € Z.

Exemplo 1.8 Como 3|15 e 3|42, entdo 3|(8 x 15 — 7 x 42).

Definigao 1.9 O mdzximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b

diferente de zero), denotado por mdc(a,b), € o maior inteiro que divide a
eb.

Teorema 1.10 Quaisquer que sejam a, b € Z com a > 0 e b > 0, existe o
mdaximo divisor comum entre a e b.

Demonstracao: Sejam S = {ax +by; v,y € Z} e ' ={s € S5; s > 0}.
Notemos que S" # 0, poisa+b>0ea+b=al+blecS.

Como S’ é limitado inferiormente, pelo Principio do Menor Inteiro, existe
d € S tal que d < z, para todo = € S’. Vamos mostrar que d = mdc (a, b),
ou seja, devemos verificar que

(i) d >0, poisd € S".

(ii) dla e d|b.

Como a,d € N e d > 0, pelo Algoritmo da Divisao, existem ¢, € N
com 0 < r < d tais que
a=qd+r. (11)

Vamos mostrar que r = 0.

Como d € S’ C S, existem xg, yo € Z tais que

d = axgy + byo- (12>
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Substituindo (12) em (11), obtemos
a=qd+r=qlaxy+ byo) + 7.

Dai, r = a(1 — qxo) + b(—q)yo. Logo, r € S. Como 0 < r < d, devemos
ter » = 0. Assim, de (11), segue que a = ¢d, ou seja, d|a.

Analogamante, mostramos que d|b.

(iii) Se d'|a e d'|b, entao d'|d.
Se d'|a e d'|b, entao de (12), segue que d'|d.

Como (i)-(iii) estao satisfeitas, concluimos que d = mdc (a,b), como
queriamos demonstrar. O

Corolario 1.11 Seja d o mdzimo divisor comum de a e b, entdo existem
inteiros xqo € Yo tais que d = xga + Yob.

Na demonstragao do Teorema 1.10 mostramos, nao apenas que o maximo
divisor comum de a e b pode ser expresso como uma combinagao destes
numeros, mas que este niimero é o menor valor positivo dentre todas estas
combinagoes lineares.

2 Numeros primos

Nesta secao, vamos conhecer algumas propriedades elementares de nimeros
primos.

Definicao 2.1 Um numero inteiro p > 2 € primo se 0s seus divisores posi-
tivos sao somente 1 e p.

Exemplo 2.2 2/ 3,5,7,11,13,17 sao numeros primos.
Teorema 2.3 (Euclides) A sequéncia dos nimeros primos € infinita.

Demonstracao: Vamos supor que a sequéncia dos ntimeros primos seja
finita. Seja p1, po, ..., p, a lista de todos os primos. Consideremos o ntimero

Sabemos que todo nimero maior do que 1 ou é primo ou é composto(escrito
como produto de nimeros primos). O N definido acima nao é divisivel por
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nenhum dos p;, 1 < p; < n e é maior do que p;, assim tal divisao teria resto
1. Logo, N ¢é maior do que todos os primos conhecidos e esse nimero N ou
é primo ou é composto. Se N for primo descobrimos um ntmero que nao
estava na sequéncia dada e portanto a sequéncia de nimeros primos nao é
finita. Se N for composto, entao ele é produto de primos, e como vimos esses
fatores primos nao podem ser nenhum dos nimeros da sequéncia original,
novamente achamos mais um numero primo que nao estava na sequeéncia
original, provando a infinidade dos primos. ad

Proposicao 2.4 Todo numero inteiro a > 2 possui pelo menos um divisor
PTIMO.

Demonstracao: Fixado a € Z, > 2, defina
S={xeZ;x>2 z|a}.

Temos que S # (), pois ala e —ala e a > 2.

Queremos provar que o minimo de S é um numero primo. E claro que
S é limitado inferiormente. Pelo Principio do Menor Inteiro, Teorema 1.1,
existe p € S tal que p < x, para todo z € S.

Suponhamos que p nao seja primo. Entao, existe ¢ € Z, ¢ # 1, ¢ # +p
tal que ¢|p. Temos, entao 2 < |q| < p e |q| divide a, pois |g||p e pla. Logo,
lg| € S. Absurdo! Portanto, p é primo. O

Proposicao 2.5 Se p é um nimero primo e plab, onde a,b € Z, entdo pla
ou plb.

Demonstragao: Suponha que p nao divida a. Como p é primo e p nao
divide a, os tinicos inteiros que dividem p e a s@o 1 e —1. Entao, mdc (a,b) =
1. Logo, pelo Teorema 1.10, existem xq, yo € Z tais que

1 = pxy + ayp. (23)
Multiplicando ambos os lados de (23) por b, obtemos
b = p(xob) + (ab)yo. (24)

Como plp e plab, segue de (24) que p|b. O

Corolario 2.6 Se p € um primo e play.as .. .a,, entdo pla;, para algum 1 <
1 < n.
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3 Teorema Fundamental da Aritmética

A seguir, apresentamos um dos principais teoremas da artimética que diz
que todo ntmero inteiro maior ou igual a 2 pode ser escrito como produto
de nimeros primos. Por exemplo, 2100 ¢é escrito de maneira tnica, a menos
pela ordem dos fatores, como 22 x 3' x 5% x 7!,

A ordem dos fatores, pela propriedade comutativa da multiplicacao, é
irrelevante. O que torna tal teorema interessante é a garantia de obtencao
de uma representacao unica para todo e qualquer ntimero natural. Isso abre
diversas possibilidades de aplicagdo, como em criptografia, onde um texto
pode ser codificado como uma sequéncia de nimeros primos.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro a >

2 pode ser escrito como produto de niumeros primos. Fsta decomposicao é
unica exceto pela ordem dos fatores primos.

Demonstragao: Usaremos o Segundo principio de indugao sobre a > 2.
Vamos denotar por P(a) a afirmacdo: “a se escreve de modo tinico como
produto de primos exceto pela ordem dos fatores”. E claro que P(2) é ver-
dadeira. Suponhamos que P(k) seja verdadeira, para todo 2 < k < a. Como
a > 2, pelo Lema 2.4, existe um ntmero primo p; tal que p;|a, ou seja, existe
q € Z tal que a = p1q. Se ¢ = 1 ou g é primo, entao P(k) é verdadeira,
caso contrario, 2 < g < a. Pela hipdtese de inducao, existem po, ... p, primos
maiores que zero tais que

q=p2..-Pr-
Assim, a = p;.q = p1.p2...pr, provando que a pode ser escrito como r

produto de primos. Resta provar a unicidade.
Suponhamos que

a=pi.pa...pr e a=q.q...qs, (35)
com p;, ¢; primos maiores que 0 e 1 <i <r, 1 < j <s. Como pi|qi.q2- .- Gs,
entdo p1|q;, para algum i, 1 < i < r, sem perda de generalidade, podemos
supor ¢ = 1. Dal, p1|¢; e como ¢; é primo, devemos ter p; = ¢;.

De (35), temos
bPi-p2-.-Pr =P1-92- - -(s-
Como p; # 0, simplificando, obtemos py ... p, = q2 . . . ¢s. Repetindo este pro-
cesso, chegaremos que r = s e ap6s um rearranjo dos indices g;, encontramos
b1 =4q1, P2 =4q2, -+, Dr = (Qr. O
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4 Congruéncia e Divisibilidade

Seja m € Z, m # 0. Dizemos que os inteiros a e b sao congruentes médulo
m se os restos das divisoes de a e b por m sao iguais. Neste caso, escrevemos

a = b(modm).

Observamos que, quando m = 1, quaisquer dois inteiros sao sempre congru-
entes médulo 1; além disso, se a = b (modm), entdo a = b (mod —m). Logo,
podemos supor m > 2.

E fécil verificar que a = b(modm) se, e somente se, m divide (a — b) .
De fato, se a = b(modm), entdo a = mq+r e b=mq +r, onde 0 < r < m.
Logo, a —b = m(q — ¢') e, assim m|(a — b). Reciprocamente, se m|(a — b),
pela divisao euclidiana, podemos escrever a = mq +1 e b = mq' + ', onde
0 <nrr" < m. Logo, (a—0b) =m(qg—¢)+ (r—1r"). Como m|(a —b) e
m|m(q — ¢'), entdo m|(r — r’). Segue que r = 7', pois 0 < |r — /| < m.
Portanto, a = b (mod m). Por exemplo, 3 = 1 (mod2), pois 2|(3 —1).

Sejam a, b, ¢, d, m, n inteiros, m > 1 e n > 1. As seguintes propriedades
valem:

(2) a = a(modm)
(b) Se a = b(modm), entio b = a (modm).
(c) Se a=b(modm) e b= c(modm), entdo a = ¢ (mod m)
(d) Se a=b(modm) e ¢ = d (modm), entio (a + ¢) = (b+ d) (modm).
)
)

)
(e) Se a=b(modm) e ¢ =d(modm), entdo ac = bd (modm).
( ), entdo a" = b" (mod m).

As propriedades (a), (b) e (¢) dizem que a relagao de congruéncia em 7Z
é uma relacao de equivaléncia em Z. Como uma relacao de equivaléncia d&a
uma particao para o conjunto, segue que a relacao de congruéncia modulo m
divide Z em classes de equivaléncia as quais sao chamadas de classes residuais
ou classes dos restos das divisoes por m.

Seja a € Z. Denotamos por a a classe de equivaléncia do inteiro a, isto é,

a={x €Z; x=a(modm)}.

No conjunto das classes de restos das divisoes por m, representado por
Zy,, podemos definir as seguintes operagoes:

a+b=a+b (adigao) e ab=ab (multiplicacdo).
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Afirmamos que (Z,,,+) é um grupo abeliano. Antes de verificarmos os
axiomas de grupo precisamos provar que a operagao + estd bem definida.
Como ela opera com classes, devemos provar que @ + b nao depende dos
representantes a e b das classes @ e b. Sejam a, @’ elementos da classe @ e
b, b’ elementos da classe b, segue que (a — a’) = mqg e (b —b") = mp. Logo,
(a+b) —(a+V)=m(g+p), isto é, (a+b) — (¢’ + ) = m(qg+p). Ou
seja, (a +0b) = (a' + V) (modm) e, assim, a +b = a’ + /. A verificacao dos
axiomas de grupo é deixado como exercicio.

A operacao multiplicacio em Z,, também est4 bem definida, pois se @ = a’
eseb =10, entdo a = a’ (modm) e b = b (modm) e, assim, m|(a — a’) e
m|(b —b"). Como

ab—ad.bt =alb-V)+b(a—d),

entao segue que m|(a.b — a’.b'), isto é, (a.b) = (a’.b')(mod m).

5 Prova dos noves

Nas séries iniciais do ensino basico, quando o professor ensina adi¢ao e multi-
plicagao, ele também ensina a prova dos noves. Este é um teste para verificar
se a conta estd correta. Vamos relembrar este teste? O teste consiste em so-
mar os digitos das parcelas e realizar a operacao com a soma dos digitos, se
o resultado da operacao com a soma dos digitos for diferente da soma dos
digitos do resultado da conta, entao a operacao realizada esta incorreta.

Consideremos o produto 4436 x 291 = 1290876. A soma dos algarismos
na primeira parcela é 17 o que resulta em 8 e na segunda parcela a soma é
12 o que resulta em 3; portanto, 8 x 3 = 24 que resulta em 6. No resultado,
a soma dos seus algarismos é 33, o que resulta em 6.

Quando olhamos para a soma dos algarismos, estamos olhando para o
resto da divisao por 9: como 4436 = 492 x 9+ 8 e 291 = 32 x 9 + 3, temos
que os restos 8 e 3, resultando em 24, dando portanto 6. Enquanto que
1290876 = 143430 x 9 + 6 tem resto 6.

Qual a explicagao para o funcionamento deste teste? A explicacao estd
na divisao por 9.
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Primeiramos, observemos que

10 = 9+1
100 = 99+1
1000 = 999 +1

10" = 9999.--9+1

n

Segue que 10" = 1 + 9¢q, para algum ¢ € Z. Multiplicando 10™ por
qualquer a, obtemos
al0" = a + 9agq.

Consideremos M e N inteiros. Podemos escrevé-los da forma

M = a,10™+ a,_110™ "+ ... 4+ a;10" + ao10°
N = b,10" 4+ b, 110" '+ ...+ b;10" + by10°.

Por exemplo, 291 =2 x 102+ 9 x 101 + 1 x 10° e 4436 = 4 x 103 +4 x 10% +
3 x 10" +6 x 10°.
Lembrando que al10"™ = a + 9aq, ficamos com

M = (am +9mqm) + (@m_1 + 9m_1¢m_1) + - .. + (a1 + 9a1q1) + (ao + 9aoqo)
N = (by+9b,qn) + (bn—1+ 9by—1Gn—1) + ...+ (b1 +9b1q1) + (bo + 9boqo)-

Considerando a soma M + N, obtemos que
M+N=(an+...+a1+a+b,+...4+b+by) +9s,

para algum inteiro s. Assim, a soma dos algarismos das parcelas M e N
quando dividida por 9 deixa o mesmo resto que M + N quando divididos por
9.

De modo analogo, o produto

M x N = (an+...+a1+ag) X (by+ ...+ b +by) + 9,

para algum inteiro t. Novamente, o produto das somas dos digitos das parce-
las M e N quando dividido por 9, deixa o mesmo resto que M x N.

Isto explica o funcionamento do teste chamado de prova dos noves.
Convém chamar a atencao para o seguinte: o teste diz apenas quando a sua
conta estd errada, isto €, se os resultados forem diferentes a conta esta errada.
Este teste nao nos diz em hipdtese alguma se a conta esta correta.



© KIT Cdlculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia 10
6 Divisibilidade

Com as ideias usadas no entendimento da prova dos nove, podemos obter
alguns critérios de divisibilidade.

Teorema 6.1 (Critério de divisibilidade por 9) 9 divide a se, e somente
se, 9 divide a soma dos algarismos de a.

Demonstragao: Dado qualquer n > 1, tem-se 10" = 1 + 9¢, para algum
inteiro ¢, segue que 10" — 1 = 9¢, ou seja, 9|(10" — 1) e, portanto, 10" =
1(mod9). Entao, a,10" = a,(mod9), para todo n > 1.

Logo,

a = ap10" +a,_110" 1 4 .. 4+ a110' + qq
= (ap+an_1+...+a;+ag)(mod9).

Portanto, 9 divide a se, e somente se, 9 divide a soma dos algarismos de
a. O

Como 9 divide 10" —1, entao 3 também divide 10™ —1, e assim, o corolario
seguinte é imediato e sua prova segue do teorema acima.

Corolério 6.2 (Critério de divisibilidade por 3) 3 divide a se, e somente
se, 3 divide a soma dos algarismos de a.

s

Exemplo 6.3 4578 ndo € divisivel por 9, pois (4+ 5+ 7+ 8) = 24 ndo é
divisivel por 9.

Exemplo 6.4 4578 ¢ divisivel por 3, pois (4+5+7+8) = 24 € divisivel por
3.

Teorema 6.5 (Critério de divisibilidade por 2) 2 divide a se, e somente
se, a termina em 0, 2, 4, 6 ou 8.

Demonstragao: Temos que
a—ay=a,10" +a, 110" " + ... + a;10".

Como 10" = 0(mod 2), temos a = ap(mod 2). Portanto, 2 divide a se, e
somente se, ag é par. O

Teorema 6.6 (Critério de divisibilidade por 5) 5 divide a se, e somente
se, a termina em 0 ou 5.



© KIT Cdlculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia 11

Demonstragao: Como
a—ay=a,l0" +a, 110"t 4+ ... + a;10*

e 10" = 0(mod 5), temos a = ag(mod 5). Portanto, 5 divide a se, e somente
se, ag ¢ 0 ou 5. O

7 O Nove Misterioso

Usando inducao e propriedades dos ntmeros naturais, vamos desvendar a
solugao do jogo chamado de O Nove Misterioso. Veja [1].

Dado um numero inteiro N, se fizermos uma permutacao de seus alga-
rismos, obteremos um outro inteiro N'. Se alguém omitir um algarismo, que
nao seja o zero, da diferenca N — N’ e revelar quais sd@o os demais algarismos
desta diferenca conseguiremos sempre adivinhar qual foi o algarismo omitido.

Vamos desvendar este mistério?

Definigao 7.1 Uma permutagdo sobre um conjunto A # () é uma bijecdo de
oem A.

Dado um inteiro N = a,a,_1 ...aiag, em notacao decimal,
N =a,10" + ...+ a;10" + a10°.

Assim, de uma permutacao dos algarismos de N, resulta um inteiro N’ que,
em notacao decimal, se escreve como

N’ =, 107" + .+ a,10°" + ao10°©).
Lema 7.2 9 divide (10" — 1), para todo n € N.

Demonstracao: A demonstracao pode ser feita por indugao. Observe que
(10™ — 1) é um numero constituido apenas de noves. O

Lema 7.3 9 divide (10" — 10™), quaisquer que sejam m,n € N.

Demonstragao: Para ver isto, basta observar, pelo lema anterior, que
9](10™ — 1) e 9](10™ — 1), quaisquer que sejam os naturais m e n . Portanto,
9 divide a diferenga, isto ¢é, 9|(10™ — 10™). 0

Finalmente, temos o seguinte resultado que desvenda o mistério.
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Teorema 7.4 9 divide (N — N'), onde N e N’ sao dados acima.

Demonstracao: Observemos que

N — N' = a, (10" — 10°™) 4+ ... 4 a, (10" — 10°M) + 4(10° — 10°@).

Como 9|(10™ — 10™) para quaisquer naturais m e n, segue que 9|(10" —107("))
e, portanto, 9|(N — N'). E o teorema esta provado. O

Esta desvendado, assim, o mistério do nove misterioso. De fato, se

N — N’ é sempre divisivel por 9, o algarismo omitido da diferenca é aquele
que somado aos demais da um niumero divisivel por 9.

8

. Mostre que se mdc (a, b) = d, entdo mdc (

Exercicios

. Seja a um inteiro. Mostre que se a é par, entao a? também é par.

Mostre que se a é impar, entdo a® também é impar.

. Mostre que se a é inteiro e a® é par, entdo a é par.

. Seja a > 2 par. Mostre que a? deve ser decomposto em uma quantidade

par de niimeros primos.

. Mostre que, para todo inteiro positivo ¢, mdc (ta, tb) = t mdc (a, b).

)=1.

a b
d’d

. Mostre que /2 é irracional.

Solugao: Suponhamos, por absurdo, que v/2 seja um nimero racional.
Entdo, v2 = %, com a,b € Z e b # 0. Sem perda de generalidade,

supomos que mdc (a,b) = 1.

Notemos que
2

a
2:§:>a2:2b2:>a2épar.
Logo, a é um ntmero par, ou seja, a = 2k, para algum k € Z.

Como V2 = %, segue que

= 2% = 4k* = b* = 2k* = b6 par.
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Logo, b também é um numero par, ou seja, b = 2k’, para algum k' € Z.
Portanto, o méaximo divisor comum entre a e b deve ser maior ou igual
a 2, o que é uma contradicao. O

. Mostre que v/2.3.5 ¢é irracional.

Solugao: Seja v/2.3.5 = %, com a,b € Z e b # 0. Entao, elevando
2
ambos os lados ao quadrado, obtemos 2.3.5 = %. Entao,

2.3.5.0> = a®.

Sabemos que a? possui uma quantidade par de ntimeros primos. Por
outro lado, temos 2.3.5.b%, o que possui uma quantidade fmpar de
numeros primos. Uma contradicao, pois a decomposicao ¢ tnica, ex-
ceto pela ordem dos fatores primos. O

. Um macaco sobe uma escada de dois em dois degraus e sobra um

degrau, sobe de 3 em 3 degraus e sobram 2. Quantos degraus tem
a escada sabendo que o ntumero de degraus é multiplo de 7 e estd
compreendido entre 40 e 100.
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