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Introducio
Dado um natural N a seqiiéncia de Farey, também denominada de série de Farey de
orden N, denotada por F), é a sequéncia de todas as fragdes irredutiveis entre 0 e 1
com denominador ndo excedendo N ordenadas de modo crescente:

0 1 1 1 N-2 2 2

N N N-UN-2""N-1'N'N-1""

9
. . , A . . .oa .
Mais precisamente, F, ¢ a seqiiéncia de todas as fragdes irredutiveis 3 tais que

0< % <1, 0<bh< N, ordenadas de modo crescente.

Note que F, contém todos os termos de F, ,. O comprimento da sequéncia F,,

denotado por |FN| ¢ dado por |FN| = |FN_1| +@(N), onde ¢ ¢ a funcdo tociente de Euler.
N

Como |F|=2, entdo |Fy|=1+> (k).
k=1

. \ 3N?
O comportamento assimptotico de |Fy| € |Fy|~—-.
T
Existem diversos métodos para construir a sequéncia F,, por exemplo, a arvore de

Stern-Brocot.

Utilizando Maple, pode-se gerar facilmente a sequéncia F:
>F:=n->{seq(seq(i/j,i=0..3-1) ,3=1..n)};

>F(7) ;#é um exemplo.
Fragdes que sdo termos vizinhos em sequéncia de Farey sdo chamados de pares
de Farey. Os pares de Farey tém a seguinte propriedade:

a ¢ . . C a 1
Se — < — sdo pares de Farey, entio ———=—.
b d d b bd

1
Note que £ a_ - se,e somente se, bc—ad =1. Em outras palavras, 2.C ¢um
d b bd b d

par de Farey se, e somente se, bc—ad =1, isto ¢, ad e bc sao inteiros consecutivos.
Note que bc—ad =1 ¢ uma equagdo que lembra as equagdes diofantinas.

As séries de Farey estdo relacionadas a diversos resultados da teoria dos
numeros, a geometria (teorema de Pick) e em particular as equacdes diofantinas. A
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resolugdo de muitos problemas de aritmética depende da resolugdo de equagdes do tipo
ax+by = c. Estas equagdes pertencem a um tipo de equagdo chamada Diofantinas, em

homenagem a Diofantus de Alexandria (?-250 DC) que escreveu uma importante obra
entitulada “Arithmetica" onde tratou destas e outras equagdes ¢ suas solugdes inteiras.

A equagdo f(x,,--,x,) =0 ¢é chamada de equagdo diofantina quando f ¢
um polindmio de coeficientes inteiros ¢ quando se exige que as solugdes sejam inteiras.

Vamos estudar um pouco do tipo mais simples das equacgdes diofantinas, isto &,
equacdes do tipo ax+by =c.

Perguntas:

Em que condi¢Ges possui solugdo inteira?

Quantas solugdes inteiras existem?

Como se determinam as solugdes inteiras?

As respostas serdo dadas abaixo e dependem do conceito de MDC .

Teorema 1. A equacdo ax+by =c tem solugdo inteira se, e somente se, MDC(a,b)|c.
Demonstracio: Sejam x, e ), solucdo da equagdo, isto ¢, ax, +by, =c.

Como MDC(a,b)|a e MDC(a,b)|b, segue que MDC(a,b)|c. Reciprocamente, se
MDC(a,b)|c, existem inteiros m e n tais que ma+nb=MDC(a,b), e existe d
inteiro tal que ¢ =dMDC(a,b). Logo, ¢ =dMDC(a,b) = d(ma + nb) = (dm)a + (dn)b.
Portanto, x, =dm e Yy =dn é solugdo.o

Note que dada uma equagdo ax+by=c, se MDC(a,b) divide c, sejam

—__a b —__c o o .
a4 = 3pcam s O =pcem € € T Mbcwp - Entdo a equagdo acima pode ser

reduzida a ax+b,y =c, com MDC(a,,b)=1.

Teorema 2. Seja x, e y, solucdo particular da equagdo ax+by=c com

MDC(a,b)=1. Entdo, x,y ¢ solucdo se, se somente se, x =x,+tb e y=y,—ta, para

algum t € Z.
Demonstragio: Como x, e y, ¢ solugdo, entdo ¢ =ax+by = ax, + by, implica que
(*). a(x—=x,) =b(y, = y).

Segue que a divide (y,—y) e b divide (x—x,). Logo, y,—y=ta e
X—x,=mb, para algum teZ e para algum meZ. Substituindo em (*) temos

amb =bta e assim m =t. Portanto, x=x,+th e y=y,—ta. Areciproca ¢ imediata.

Problemas

1. De quantas maneiras diferentes pode-se comprar 100 reais de selos de 5 e 7 reais, de
modo que se gaste todo dinheiro.

2. Um macaco sobe uma escada de dois em dois degraus e¢ sobra um degrau, sobe de 3
em 3 degraus e sobram 2. Quantos degraus tem a escada sabendo que o nimero de
degraus é multiplo de 7 e esta compreendido entre 40 e 100.
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Teorema de Pick

No plano cartesiano xy consideremos a malha composta de linhas horizontais e
verticais com coordenadas inteiras. Assim, também os pontos (m,n)de interse¢do entre
elas possuem coordenadas inteiras.

Um ponto (m,n) dessa malha ¢ dito visivel se o segmento de reta unindo a origem a
este ponto (m,n) ndo contém outros pontos da malha.

Proposicao 3 : um ponto (m,n) da malha € visivel se, e somente se,
MDC(m,n)=1.

~ a _c , ~
Se (a,b) e (c,d) sao pontos da malha com 3 < 7 ¢ um par de Farey, entdo
bc—ad =1. Da Geometria Analitica, sabemos que area do triangulo com vértices na

origem e em (a,b) e (c,d) € dado por

1
2

c a

d b

_1

2(bc—ad)=

N | =

Assim, segue que a area de um tridngulo com vértices na malha formando um par de

L 1 . . ~ .
Farey ¢igual a 5 Este ¢ um ponto crucial para a demonstragao do teorema de Pick.

Sendo P um poligono simples, com vértices sobre os nds de uma malha, os pontos do
reticulado sobre o contorno de P serdo chamados pontos de fronteira e os pontos do

reticulado que se encontram no interior de P serdo chamados pontos interiores.

Teorema de Pick 4: Seja P um poligono simples com vértices sobre a malha. Se B ¢ o
numero de pontos de fronteira e I o nimero de pontos interiores, entdo a area de P ¢

dada por A(P) :%B+I—1.
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Relaciio entre a Formula de Pick e a Formula de Euler: O Teorema de Pick é

equivalente a Formula de Euler.
Relacio da sequéncia de Farey com os circulos de Ford
Os circulos de Ford, assim denominados em homenagem a Lester R. Ford (1886-1975)

que introduziu esse conceito em 1938 (American Mathematical Monthly, volume 45,
number 9, pages 586-601).

Dado uma fragdo irredutivel LoemF v existe um circulo de Ford C [% } que éo
q

. 1
circulo de raio » =— e centro £, 12 .
2q q 2q

Pode-se provar que dois circulos de Ford ou sdo disjuntos ou sdo tangentes entre si.

Além disso, se 0< L 1 entdio os circulos de Ford que sdo tangentes a C [% } sdo os

q

os circulos para fragdes que foram par de Farey com P em alguma sequéncia de Farey.
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