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A origem das funcoes hiperbodlicas

Levi Veiga Magalhaes — veigamagalhaes@hotmail.com

O objetivo deste texto é apresentar a dedugao das expressoes para as fungoes seno e cosseno
hiperbdlicos. A maioria dos livros de cdlculo apresenta as definicoes padroes, sem explicacao
alguma sobre a origem destas expressoes. Para as fungoes trigonométricas utilizamos o circulo,

ja para as fungoes hiperbdlicas iremos considerar a hipérbole f(x) = —.

2z
Sumario
1 Introducao 1
2 Mudanca de base 1
3 Definicao 3
4 Desenvolvimento 4
5 Estudo das fungoes 6
5.1 Propriedades da fungao sinh(x) . . . . ... ... o Lo 6
5.2 Propriedades da fungao cosh(z) . . . . ... ... Lo 7

1 Introducao

A maioria dos livros de calculo, disponiveis em todas as bibliotecas, apresenta a defini¢ao de
funcoes hiperbdlicas de maneiras andlogas, ou seja:

0 | o0 0 _ o0
cosh(6) = % e sinh(f) = %

Para verificar que as funcoes hiperbdlicas sao definidas em fungao de funcoes exponenciais,

faremos a dedugao utilizando a fungao a f(z) = 5.

2 Mudanca de base

Assim como as fungoes trigonométricas sao definidas no circulo, e para as func¢oes hiperbdlicas
iremos considerar f(x) = 5. Faremos uma mudanca de base com uma rotagao de I da base
xy para XY e assim encontraremos a hipérbole desejada. Considerando o ponto E sobre
a hipérbole, com a mudanca de base encontraremos suas coordenadas na base XY. E o
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Figura 1: Figura inicial

faremos de duas maneiras. Até o final do texto iremos considerar as hipérboles para = > 0.

Primeira maneira:
As coordenadas do ponto E no eixo zy sao:

r=0Iey=0G

E no eixo XY, sao:

X=0DeY =FED

Observe que:
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(X -Y)

e

r=0=0H —-1IH = ODCOS(Z) —FED sin(%) =

|
|

y:OG:OF—i-FG:ODSiH(%)—FEDCOS(%): X—l—gY (X+Y)

Assim a hipérbole no eixo XY ¢é X2 —-Y?2 =1.

Segunda maneira:
™

O eixo X tem uma rotagao de 7 sobre o eixo x, e da mesma maneira o eixo Y sobre o

eixo y. Entao qualquer ponto sobre X tem ¢ do tipo (cos(§),sin(})) e sobre Y é do tipo
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(—sin(%),cos(%)), logo a matriz mudanca de base ¢ dada por:

(i o)

Portanto as coordenadas de qualquer ponto na base XY sao:

V2 V2 V2

.x:Xcos(%)—Ysin(Z) XT—YT_ VX —v)
y:Xcos(%)—l—Ysin(%)— \/—_+Y\/—__\/_(X+Y)

Como a hipébole na base xy é x.y = %, a hipérbole na base XY sera:

X?-Y*=1.

3 Definicao

Por analogia as fungoes trigonométricas circulares que sao definidas no circulo, definiremos
as funcoes hiperbdélicas na hipérbole X2 — Y? = 1.
Considere a figura com a hipérbole X2 —Y? = 1.

Figura 2: Por analogia

A reta suporte ao segmento N A é tangente a hipérbole pelo ponto N e o eixo X com o

segmento OF, no sentido anti-horéario é o angulo 6, o setor ONE tem &rea g (assim como

qualquer setor circular determinado por um angulo € tem area g), e o ponto N tem abscissa
1 (tome Y =0).
Definimos:

OD = cosh(f)

DE = sinh(0)
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NA = tanh(0)

Observagao: Observe que a imagem da tanh(f) é maior que —1 e menor que 1, pois
cosh(#) > sinh(0).

4 Desenvolvimento

Por queé
0 | o0
cosh(0) = %
¢ o _ o0
sinh(0) = T?

Para responder a esta pergunta, consideremos a figura, vamos mostrar que as areas dos
setores OEN, IPNE e QNEG sao iguais. Ou seja,

AOEN = AIPNE = AQNEG

Figura 3: Calculando a area

Na figura o ponto N tem abscissa 1, no plano XY
Temos que as coordenadas dos pontos N e E, no plano xy, sao:
Ponto N
o= OP.y = 0Q;

Ponto E
x=0I,y=0G.
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Assim a area do retangulo OPNQ é:
1
AOPNQ == OPOQ =Y = 5
E do retangulo OIEG é:

1
AOIE'G =0I-0G = Ty = 5

Portanto,
Aopng = Aoiea

A area so setor IPNFE, é dada por;

or 1 1. OP
A = —dr = —(InOP —1nOI) = = In —
OPNQ /OI oot = 5(MOP=nOI) =377

Considerando OP > OlI.
De maneira andloga mostramos que Agnge = ln OQ, com OG > 0Q).

Observe que
1 1

Aore = §AOIEG = §AOPNQ = Aopn

Aopne = Aopn + Aone = Aore + Aipne

entao
Arpne = Aone

portanto
Arpne = Aone = AgnEc

Relembremos que:

Ol =—(X-Y)= ?(cosh(@)—sinh(e))

I <l

OG = —(X +Y)= g(cosh(e) + sinh(0)).

e ” )
E como a rotacao foi de 7 segue que:

V2
00 = Y2
@ 2
op- Y2
2
E assim,
V2
1 P 1 5= 1
Arpye = 5 1In or _1 In = =—3 In(cosh(f) — sinh(#))

@
~
o

(cosh(#) — sinh(6))

22 (cosh(f h
Agnec = %ln oG = %ln (cosh( \);_ sinh(9)) = %ln(cosh(ﬂ) + sinh(6))
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Como AIPNE = AONE = AQNEg, temos:

| .
5 = —5 In(cosh(6) — sinh(6)) (41)

g = %ln(cosh(@) + sinh(#)) (42)

Exponenciando (1) e (2) teremos o seguinte:
e™? = cosh(f) — sinh(0) (43)
e? = cosh(f) + sinh(f) (44)
Somando (3) e (4), teremos:

0 | o0
cosh(0) = % (45)

Subtraindo (4) de (3), teremos:
of _ o
2

De (5) e (6) define-se as outras funges hiperbdlicas.

sinh(0) =

5 Estudo das funcoes

5.1 Propriedades da funcao sinh(x)
Veja a figura 5.1.

. o_g—0 .
e sinh(0) = “=— = 0, logo passa pela a origem.
. —T_ T . . s ~ s 7 z 7 . 7 .

e sinh(—z) = “—* = —sinh(x), isto é a fungao ¢ fmpar, logo o grafico ¢ simétrico em

relacao a origem.

e Lsinh (z) = €4~ = cosh(z) > 0, logo a fungdo ¢ crescente em todo seu dominio.
d2 . - _ eT_e @ , .
e - sinh (7) = sinh(z) = *=—, daf temos:

r < 0= f(x) <0 concavidade voltada para baixo;
x> 0= f(x) > 0 concavidade voltada para cima.

e lim sinh(z) = +o00
T—+00

lim sinh (z) = —oc0
Tr——00

Logo a imagem da fungao é o intervalo (—oo, 4+00).
ec”>0ee ™ >0,Vr €R, entao

—ef<e—e Tt <e”

= —%z e )

= —% < sinh(z) < :7,
menor que a fungao .

+x -z
e lim (sinh(z) — ) =0e lim (sinh(z) + ¢
r—+00 2 T—>—00 2 "

quando as duas fungoes tende ao 400 elas se aproximam, lembrando que sinh(z) < 5.
E do segundo limite as duas fungoes se aproxima quando tende ao —oo, lembrando que
—< < sinh(x).

Portanto temos o gréfico de f(x) = sinh(x), junto com as fungoes —

~ . ’ . ~ e-’E
logo a fungao sinh(z) é sempre maior que a funcao —% e sempre

) = 0. Do primeiro limite, temos que

e

el'
2 €3
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Figura 4: Seno hiperbdlico

5.2 Propriedades da funcao cosh(z)

Veja a figura 5.2.
o -0 . . s
e cosh(0) = % = 1, logo quando x tem a abscissa igual a zero a ordenada é 1.
e—90+ex . ~ e ’ . , . ~ .
e cosh(—x) = = = cosh(z), assim a fungao ¢ par, logo é simétrica em relagao ao eixo y.
o L cosh(z) = €= = sinh(x),

T__—T ~ ,
se x > 0= “=— >0, a fungao ¢ crescente;

sexr <0= ez’;ﬂ < 0, a funcao é decrescente.

) % cosh (z) = cosh(z), observe que g(z) = <=

da funcgao é sempre voltada para cima.

e lim cosh(z) = 4+o00e lim cosh(z) = 400, disto segue que a imagem da fungao é o
T—>+00 T—>—00

intervalo [1, +00).

e Observe que:

Y i —ige_gc. Ou seja, cosh(zx) é sem}r)re maior que as funcdes & e

xr X

e lim (cosh(x) — e—) =0e lim (cosh(z)— e—) = 0. Do primeiro limite, temos que
T—+00 2 T——00 2

quando as duas fungoes tende ao +oo elas se aproximam, lembrando que cosh(z) > %

E do segundo limite as duas fungoes se aproxima quando tende ao —oo, lembrando que

cosh(z) > &~

Portanto temos o gréfico de g(z) = cosh(z), junto com as fungoes - e

é sempre maior que 1, logo a concavidade

e—CC

5 -

e®

2
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Figura 5: cosseno hiperbdlico
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