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Capitulo 1

Fracoes, Potenciacao,
Radiciacao e Fatoracao.

Para o que segue, vamos denotar os conjuntos dos niimeros naturais, in-
teiros e reais por N, Z e R, respectivamente.

1.1 Fracoes

Uma fragao é a representacao de uma ou mais partes de um todo dividido
em partes iguais. Ela também pode representar uma divisao ou um ntmero
racional. Para nossos propdsitos, temos a seguinte defini¢ao.

.~ ~ , ., . a
Definicao 1.1. Uma fragao é um nimero positivo ou negativo da forma —,

coma, beZ eb#0, em que “a” representa as partes tomadas do todo e
‘b” representa o total de partes iguais em que o todo foi dividido.

Assim, uma fracao nada mais é que uma divisao de nimeros inteiros,
(1))

também chamada de ntimero racional. Em um fracao, o inteiro “a” ¢é cha-
mado de numerador e “b” é chamado de denominador.

Exemplo 1.2. A fracao % é o mesmo que metade de um inteiro, utilizada
para se referir a algo que deve ser dividido igualmente em duas partes. A
fracao % representa duas partes de um inteiro dividido em cinco partes iguais.
Analogamente, a fragao % representa quatro partes de um inteiro dividido em

seis partes iguais.
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Observe que a fracao % também pode ser representada por :. Esta
equivaléncia ocorre quando multiplicamos o numerador e o denominador de
uma fragao simultaneamente por um inteiro diferente de zero. Isto equivale
a multiplicar a fracao por 1, como mostramos abaixo:

2 1.2 2
2

5.2 10°

[\]

1 1 1
I _Z.1==
5 b )
. ~ o1 2
Assim, as fracoes 5 € 75 Iepresentam a mesma parte do todo e, portanto,
o mesmo numero racional. Neste caso, dizemos que elas sao equivalentes.

Definicao 1.3. As fracoes equivalentes sao aquelas que representam a mesma
quantidade mesmo quando o numerador e o denominador sao diferentes.

Para encontrar uma fracao equivalente, basta multiplicar ou dividir os
numeradores e denominadores por algum ntmero inteiro que seja diferente
de zero. Lembre-se, tudo que for feito no numerador deve ser igualmente
feito no denominador.

Figura 1.1: Fracoes Equivalentes.



Exemplo 1.4. As seguintes fragoes também sao equivalentes:

1 3 9 27

26 18 54°
Todas os numeradores e denominadores foram multiplicados por 3.

O objetivo da simplificacao de uma fragao é obter uma fracao irredutivel,
onde o numerador e o denominador nao tenham um divisor comum.

1.2 Operacoes Com Fracoes

1.2.1 Soma e subtracao de fracoes
Dividimos as operacgoes de soma e de subtracao de fragcoes em dois casos:
a) Fragoes com denominadores iguais: quando os denominadores das

fragoes forem iguais, mantemos o denominador e fazemos as operagoes
de soma ou subtragao apenas com os numeradores, ou seja,

a+c_a+c
b b b’
para todo a,b,c € Z, com b # 0.
Exemplos:
1)9+6_9—1—6_15.
77 7 7
2)§_2:ﬂ:1;
4 4 4 4
3) 18+5_3_18+5—3_20
43 43 43 43 437

b) Fragoes com denominadores diferentes: quando os denominado-
res das fracoes forem diferentes, precisamos inicialmente determinar o
minimo multiplo comum (MMC) dos denominadores, a fim de obter
fragoes equivalentes com denominadores iguais e utilizar a regra ante-
rior.

O MMC corresponde ao menor nimero inteiro positivo, diferente de
zero, que é multiplo ao mesmo tempo de dois ou mais nimeros. O
calculo do MMC pode ser feito pelo método da fatoracao, ou seja,
decompondo os nimeros em fatores primos.
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Como um exemplo, determinamos abaixo o MMC entre os nimeros 4,
8 e 10, denotado por MMC(4,8,10). Veja que MMC(4,8,10) = 40.

4,8, 10
2,4,5
1,2,5

1, 1,1

.VMI\DM

Figura 1.2: MMC entre 4,8 e 10.

Determinado o MMC, devemos obter as fragoes equivalentes cujo de-
nominador ¢ igual ao MMC e aplicar a regra do item a).

Exemplos:

3 7 6 7 647 13

MMC(4,8) = == =

1) Como C(4,8) = 8, obtemos 1 + ST 3 + 3 3 <
5 3 20 9 209 11
2 MM =24 = - 7.
) Como C(6,8) , obtemos Y] 51 o
4 2 28 10 28—10 18
MM = === = .
3) Como C(5,7) = 35, obtemos FTE =T 5 o
2 1 10 3 1043 13

4 MM =1 35T T T 15
) Como C(3,5) = 15, obtemos 3 + 5T 15 + 15 15 15

1.2.2 Multiplicacao ou produto de fragoes

A multiplicacao de duas fragoes consiste em multiplicar o numerador da
primeira fracao com o numerador da segunda e multiplicar o denominador da
primeira com o denominador da segunda fragao. A operacao continua suces-
sivamente em casos em que a multiplicagao envolvem mais de duas fragoes.

Exemplos:

N 73 7.3 21
5 4 5-4 20’



151 151 55
8 6 2 8-6-2 96
6 9 6-9 54

V17 17 ®

i i . a a\ 1
Definimos a inversa de uma fracao 7 denotada por (—) como sendo

a
outra fracao cujo produto com 5 é igual a 1. Veja que se a # 0, entao

Em particular,

para todo a € Z nao nulo.

1.2.3 Divisao de fracgoes

Para realizar a divisao de uma fracao por outra, devemos multiplicar a
primeira fracao pela inversa da segunda, ou seja,

a ¢ _a d_a-d
b d b ¢ b-c
para todo a,b,c,d € Z, com b,c,d;«éO.Eusual denotar%+§por %
d
Exemplos:
1)4.2_4 3 43 12 6
5°3 5 2 5.2 10 5
2)1.5 12 11,12 1 12 1 5 5 1
3’ 5 3 5°5 1575 15 12 180 36’
p 15,5 152 30 _3
4 "2 4 5 20 2



1.3 Potenciacao com Expoentes Naturais e
Inteiros

1.3.1 Potenciagcao com expoente natural

A potenciagao é uma multiplicacao de nimeros reais definida da seguinte
forma: sejam a € R e n € N diferente de 0. A poténcia a™ é a multiplicacao
de a por si mesmo n vezes, ou seja,

a'=a-a-a---a.
—_—

n vezes

Chamamos “a” de base da poténcia, “n” de expoente e a™ de potenciacgao.

Exemplos:

1) 3*=3-3-3-3=381;

2) 53=5.5.5=125;

3) T*=7-7=49;

4) (0,5)>=0,5-0,5-0,5=0,125;
5)0°=0-0-0-0-0-0-0-0-0=0;
6) 12! =12

Por convencao, todo ntimero elevado a zero é igual a 1, ou seja, a = 1,
para todo a € R. Como exemplo, temos 1° =1, 50° =1 e 1053° = 1.

Em uma poténcia cuja base é um ntmero inteiro negativo e o expoente é
um nuimero natural, temos o seguinte:

e Se n é impar, a poténcia é negativa. Por exemplo:
(1P = (1) (=1) - (=1) = -1
e Se n é par, a poténcia é positiva. Por exemplo:
(1) = (1) (1) (1) (1) = L.

A regra de sinais nos diz que o produto entre dois nimeros que possuem
mesmo sinal resulta em um nimero positivo. Mas o produto entre dois
niumeros de sinais contrarios resulta em um nimero negativo.



Observagao 1.5. Veja que (—1)? # —12, pois (=1)> = (=1)- (1) =1e
—12 = —(1-1) = —1. Observe que no segundo caso apenas o 1 estéd elevado
a 2 enao o —1, como no primeiro caso.

No caso em que a base é uma fragao, pela propria definicao de potenciagao
temos o seguinte:

n vezes

para todo a,b € Z, com b # 0.

Exemplos:

2\? 22 - 4
3 32 - 9
1\* 13 1
5 5 125

7\ 7 1
9 (3) ~ %=1

[\]
O

w
w

1.3.2 Potenciacao com expoentes inteiros negativos

A potenciacao cujo expoente é negativo é definida da seguinte forma: um
nimero diferente de zero elevado a um expoente negativo ¢é igual ao inverso
desse nimero elevado ao oposto do expoente.

Mais especificamente, se a € R nao nulo e n € N, entao

ety (D)

Em particular, se a base for uma fragao, temos a igualdade

(=07 -() -&

para todo a,b € Z, com a,b # 0.



Exemplos:

11
1) 43 =—=—,
) 43 64
1 1
2) 1072=— = —
) 102~ 100°
1
27t = — = —.
3) 24 16°

As propriedades que enunciaremos a seguir é uma ferramenta tutil no
calculo das potenciagoes.

Proposicao 1.6. Dados a,b € R e n,m € N, valem as seguintes proprieda-
des:

Exemplos:

o 23.2% =232 = 25 = 32,

e (2:5)2=22.52=14.25=100.

AN S
7] 72 49

o (23)2 =232 — 26 — 64,



1.4 Radiciacao

A radiciacao é considerada a operacao inversa da potenciacao. Para todo
a € R e n € N maior do que 1, introduzimos a expressao {/a que representa
o numero b € R tal que 0" = a. Ou seja,

Va=b & " =a.

O simbolo v ¢ chamado de radical, n é chamado de indice do radical,
a € R é o radicando e b é a raiz. Sempre que n = 2, omitiremos o n na
notacao -

Exemplos:

V4 =2, pois 22 = 4;

V125 = 5, pois 5% = 125.

Observacao 1.7. Raizes reais de niimeros negativos com indices pares nao
existem, pois nao ha um numero real que elevado a uma poténcia par resulte
em um nimero negativo. Logo, /a € R se a < 0 e n é par. No entanto,
sempre existem raizes reais de niimeros negativos com indices impares. Por
exemplo, v/—64 = —4, pois (—4)> = —64. Assim, {/a ¢ um nimero real
negativo para todo a < 0 e n impar.

Proposicao 1.8. Dados a € R en € N, com n > 1, valem as seguintes
propriedades:

(i) Var =a.
(i) Va-b= /a- /b

a
i) /== , com b # 0.
() [} =T comb#

(iv) (¥a*)¥ = fa"v.
) V¥a= ¥
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2/ m

(vi) vam™ = ¥/ ak,com k # 0, sempre que n e m forem divisiveis por k.
1

(vil) {/a=an.

Exemplos:

o V35 =3.
o V8. 2T=+/8-V/2T=+v23.V/33=2.3=6.

1.5 Fatoracao de Polinémios

Polinomios sao expressoes algébricas formadas pela adicao ou subtracao
de monomios, sendo cada monéomio estruturado pelo produto de ntmeros
(também chamados coeficientes) por varidveis (também chamada parte lite-
ral).

Exemplos de mondmios sao: x; 42%; —zy; 2y®m; Ta?ys.

Exemplos de polinomios sao: 3zy? +zy — 2'y; zy® —22%y; a+0° —c—4.

Os polindomios sao classificados de acordo com a quantidade de termos que
possuem: monomios (inico produto com coeficiente e parte literal), binomios

(dois monomios), trindmios (trés mondmios), polindmios (quatro ou mais
monomios).

Podemos fatorar os polinomios, escrevendo-os como o produto de dois ou
mais polinomios, de trés formas distintas:
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e Fatoracao com um fator comum em evidéncia

Observe que podemos escrever o polinomio 6ab + 10bc como

6ab+10bc=2-3-a-b+2-5-b-c.

Os fatores 2 e b sao comuns aos dois termos da adi¢gao. Dessa maneira,
a igualdade acima pode ser reescrita como

6ab + 10bc = 2b(3a + 5¢).

Portanto, o polinomio 6ab + 10bc foi fatorado como o produto do
monomio 2b pelo bindmio 3a + 5e.

e Fatoracao por agrupamento

Queremos agora fatorar o polinomio ax — az + 5x — 5z. Primeiramente
agrupamos os termos que possuem um fator comum e colocamos esse
fator em evideéncia em cada parcela obtida. Por exemplo,

ar —az 4+ 5r — bz = (ar —az) + (bx — 5z) = a(x — z) + 5(z — 2).

Note que (x — z) é um fator comum as duas parcelas obtidas. Assim,
colocamos (z — z) em evidéncia, obtendo que:

ar —az + 5 — 5z =a(r —2) + 5(x — 2) = (a + 5)(z — 2).

e Fatoracao por produtos notaveis:

Os produtos notaveis mais conhecidos sao:

i)

ii)

iii)

O quadrado da soma de dois termos:

a*+2ab+b* = a*+ab+ba+b* = a(a+b)+b(a+b) = (a+b)(a+b) = (a+b)>.
Exemplo: 22+ 6x+9=2*+2-2-3+3% = (z + 3)%

O quadrado da diferenca de dois termos:

a®’—2ab+b* = a®*—ab—ba+b* = a(a—b)—b(a—b) = (a—b)(a—b) = (a—b)*.
Exemplo: 422 — 4xy3 +¢° = (22)2 - 2- 2232+ (v°)? = (22 —¢*)%.

O produto da soma pela diferenca:

a®— b =a®>—ab+ba—b*=ala—b) +bla—b) = (a+b)(a—0b).

Exemplo: 42? — 9y? = (22)? — (3y)? = (27 + 3y) (22 — 3y).

12



1.6 Exercicios Resolvidos

1) Calcule as expressoes abaixo e simplifique o resultado, quando possivel.

1 3 5 10 15 20 5 1
R TRl DT R R TS
b S 7,8 _2 105 8 1 u
3 15 15 15 15 15 5
1 2 3 1-2-3 6 1
9675 675 210 3
q 10 1 1 1 _10 1 1 2 _10 1 2
>7—<5+1—§)—7— 5711 —?—<5+1)
10 /4 10y 10 14 10 20 200 50
—ET(Q—OU—)—?*%—E'Q—%——

0
o (3.9 (o= 8) Lo (2ry (0.3y L 2 27 1
8 4 "3 4 \ 32 1 8 4 32 8 4

3232 32 32

2) Simplifique as expressoes convertendo as raizes em poténcia e elimi-
nando expoentes negativos. Se necessario, suponha que as variaveis
sao numeros positivos e os denominadores sao nao nulos.

I R R &
5 -2 __ 95 — — — — 254 _
) 9= GG E =S =8

92 92
Outro modo: 3°-972=3%.(3%)"2=3%.3"4=3"* =3,

1
b) (a%b?)(b3a"2) = ((aPa2)(b2b3) = aP2b*3 = aPb~! = a:”g _ %
3y a? _ 3y’a? 2.2 2.2 -3 3 2+43,.2-3
c) o — e = 3y’x x3y*35: 3ytaa3y? = 3y*
1 3
=3yt =3y~ = L
T x
2 % 23 3 2 1 1 1
3 3
d) (t) :t2 :t_:ﬁ*l:t*g:_lzs_
V2 2t ;3 Vit
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. . 1 1 2 1 _
e) T = 3 = 3 =32-223=32 .1
x 3 x3
1
. 1 32 V3
€Tr6 €Tr6 \/5

3) Fatore as expressoes:

a) 922 + 6ry + y* = (32)* + 2 - 3xy + y* = (3z + y)*.
b) a?—ay+ = — 2l (U) = (oY)’
4 2 2 2/

¢) ar —2a+br —2b=a(r —2) +b(x —2) = (a + b)(x — 2).
d) 2%y?* — 160 = (2y)? — (4a)? = (xy + 4a)(zvy — 4a).
e) —3ax?® + 2daxy — 48ay® = —3a(x® — 8xy + 16y?)

= —3a(z® — 2 -4y - x + (4y)?)
= —3a(x — 4y)*.

4) Determine as raizes abaixo:

a) VA9 = VT2 =17,

b) V16v/25 = /16 - 25 = /400 = v/202 = 20.
Ou V16 - v/25 = V42 /52 = 4.5 = 20.
) VV16= /16 = V16 = v/21 = v/22 = V4.

d) V252t = /2524 = V2521 = /25 - Vat = V52 = /5.
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Capitulo 2

Equacoes e Inequacoes

2.1 Equacoes

Uma equagao ¢ uma sentenga matematica expressa por uma igualdade em
que ha pelo menos uma incégnita (nimero desconhecido a ser determinado).
O grau de uma equagao estd relacionado com o maior expoente de suas
incognitas. Nesta aula, estudaremos somente as equacoes de grau 1, mais
conhecidas como equacgoes de primeiro grau.

2.1.1 Equacoes de primeiro grau com uma incognita

As equacoes de primeiro grau com uma incégnita sao da forma ax = b,
ou equivalentemente
ar —b=0, (2.1)

sendo a,b,x € R, com a # 0. Os numeros a,b sdo os coeficientes e = é a
incognita da equacao.

Toda equagao da forma (2.1) possui uma tnica solugao, ou seja, existe um
unico valor de = que satisfaz tal igualdade. Neste caso, realizamos operacoes
dos dois lados de (2.1), com o objetivo de isolar a incégnita e encontrar o seu
valor.

Exemplos:
1) x—=5=T;
T—95=
rT—5+5=T+5
r=12.
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Logo, a igualdade x — 5 = 7 ¢é valida somente para x = 12.

2) 4z = §;
dr = 8
1 1
“hr — =
=8
T = 2.

Entao, x = 2 é a unica solucao da equagao 4x = 8.

3) —2a—4= -8

—2a —4= -8
—2a—-—4+4=-8+4
—2a = —4
2a =4
1 1
—(2a) = =(4
(20) = (0
a=2.
Assim, —2a — 4 = —8 ¢ vélido se, e somente se, a = 2.
4) 3y = 13+ by.
3y =13+ 5y
3y — 5y = 13+ dy — 5y
—2y =13
1 1
——(—2y) = —=(13
S(=25) = —5(13)
13
Y= 5
Desse modo,y:—?éaﬁnica solucao da equagao 3y — 6 = 7 + 5y.
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2.1.2 Equacgoes de primeiro grau com duas incégnitas
As equagbes do primeiro grau com duas incognitas sao da forma
ar + by = ¢, (2.2)

sendo a, b, c,z,y € R, com a,b # 0. Os nimeros a, b e ¢ sao os coeficientes e
x,y sao as incognitas ou variaveis da equagao.

Toda equacao da forma (2.2) possui infinitas solugoes, ou seja, existem
infinitos valores de = e y que satisfazem tal igualdade. Para encontrar al-
gumas das infinitas solugoes da equacao (2.2) atribuimos um valor qualquer
para uma de suas variaveis e encontramos o valor da outra variavel.

Exemplos:

1) 2z + 3y = 0;

20 4+ 3y =
3y = -2z
2

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

(3-2)
-3 1 \

Figura 2.1: Solugoes da equacao 2z + 3y = 0.
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Geometricamente, a equagao y = —gx determina uma reta que passa

pela origem (0,0). De fato, se x = 0, entdao y = 0. Se x = 3, entao
y = —2. Sex = —1, entao y = % Logo, algumas solugoes para a

2
equagio y = — - sio (0,0), (3,.-2) e (~1,3).

2
Escrevemos o conjunto solugao como S = {(m, —gx); T € R}.

2) v +y=6;
r+y==06
y= —x+6.
\
6
5
3
2
-2 10 1 2 3 2 5 \
-1
2
-3
Figura 2.2: Solucoes da equagao x +y = 6.
Observe que y = —x + 6 consiste na equagao de uma reta que passa

pelos pontos (6,0) e (0,6). Outras solugdes para tal equagao sao (1,5)
e (—2,7). Mais geralmente, S = {(x,—x + 6); = € R}.

18



3) 4a = 2b.

da = 2b
1 1
“da = ~2b
“=
2b
a=—
4

b
a=—.
2

Assim, algumas solugbes para a equacao 4a = 2b sao (0,0), (=2, —1) e
(2,1). Mais geralmente, S = {(b,2); b € R} ¢ o conjunto solugao.

-2

Figura 2.3: Solucoes da equacao 4a = 2b.

Observacao 2.1. Como observamos nos exemplos anteriores, todas as so-
lugoes de uma equagao do primeiro grau com duas incognitas da forma (2.2)

= . - a &
sao pontos pertencentes a reta de equacao y = ——x + —.

b b

2.1.3 Sistema de duas equacoes de primeiro grau com
duas incognitas

Um sistema de duas equacoes de primeiro grau com duas incégnitas é um
sistema da forma

ar+by =c
de +ey=f

19



em que a,b,c,d,e, f € R e x,y sdao as variaveis. A resolucao deste tipo de
sistema consiste em determinar os valores de x e y que satisfazem simulta-
neamente as duas equacoes do sistema. Isto pode ser feito por meio de dois
métodos resolutivos: o método da adicao e o da substituicao.

Método da Adicao:

Para aplicarmos esse método devemos ter nas duas equacgoes termos que
quando somados resultem em zero. Caso contrario, devemos realizar operagoes
de multiplicacao afim de obter termos opostos.

Somando entao as duas equagoes, obtemos uma equagao com somente
uma variavel, sendo possivel determinar facilmente o seu valor numeérico.
Para concluir a resolucao, substituimos o valor da variavel ja encontrada em
qualquer uma das equacgoes do sistema inicial e encontramos o valor da outra
variavel.

Considere o sistema linear

x4y =>51d
r—y =45
Vamos resolvé-lo pelo método da adigao. Perceba que a variavel y possui
sinais opostos em ambas as equagoes. Assim, somando as equagoes, obtemos

a igualdade
2z = 560,

ou seja, x = 280. Substituindo tal valor em x + y = 515, obtemos
280 +y = 515,

ou seja, y = 235. Desse modo, os valores que satisfazem as equacoes do
sistema sao x = 280 e y = 235. Neste caso, escrevemos o conjunto solucao
como

S = {(280,235)}.

Método da Substituicao:

O método da substituicao é composto por 3 passos:

1. Primeiro, é necessario encontrar o valor algébrico de uma das incégnitas
usando uma das equacoes. Este valor algébrico é encontrado quando
uma incognita é isolada. Qualquer uma delas, em qualquer uma das
equacoes, pode ser escolhida.
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2. Em seguida, substituimos este valor algébrico na outra equagao (que
ainda nao foi usada). Com isso, encontra-se o valor numérico de uma
das incégnitas.

3. Por ultimo, substituimos o valor numérico encontrado em qualquer uma
das equagoes para descobrir o valor numérico da outra incégnita.

Vamos elucidar o método da substituicao utilizando novamente o exemplo
anterior:

x4y =515
r—y =45

Pelo método descrito, devemos isolar uma das variaveis. Escolhemos isolar a
variavel x na primeira equacao. Entao temos:

r+y =515
x =515 —y.

Substituindo x = 515 — y na segunda equacao do sistema, obtemos:

r—y=45
(515 —y) —y =45
515 — 2y =45
—2y = 45 — 515
—2y =—470
=470
y—_—2
y = 235.

Substituindo y = 235 na igualdade x = 515 — y, concluimos que
x =515 — 235 = 280.

Logo, os valores que satisfazem o sistema sao x = 280 e y = 235. Sendo
assim, o conjunto solucao é dado por S = {(280,235)}.
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2.2 Inequacoes

Inequagoes sao sentencgas matematicas que possuem uma ou mais variaveis
e sao expressas por uma das seguintes desigualdades:

> (maior que);
< (menor que);
> (maior ou igual a);
< (menor ou igual a).

As inequagoes mais comuns sao as do primeiro e segundo grau, como as
ilustradas abaixo:

- 2z — 5 > 4 (primeiro grau) ;

- 2% + 22 + 2 < —1 (segundo grau);
-5z + 1> 4x — 3 (primeiro grau);
- 2% — 42 < 0 (segundo grau).

Nesta secao, vamos analisar apenas as inequagoes do primeiro grau com
uma variavel, as quais sao basicamente divididas em 4 casos:

sendo a,b € R, com a # 0. Para encontrar a solugao de uma inequagao
(quando ela existir), utilizamos técnicas parecidas com as utilizadas para
resolver equacoes:

e Em uma inequagao, quando adicionamos ou subtraimos o mesmo nt-
mero em ambos os membros da desigualdade, a desigualdade nao se
altera. Isso também acontece quando multiplicamos ou dividimos os
dois membros por um nimero positivo.

Mas é necessario tomar alguns cuidados, por se tratar de uma desigual-
dade e nao de uma igualdade.
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e Quando multiplicamos ou dividimos os dois membros de uma inequacao
por um numero negativo, invertemos o sinal da desigualdade para que
a sentenca continue verdadeira.

Diferentemente de uma equacgao do primeiro grau, que possui somente
uma solugao, a inequacao do primeiro grau pode ter infinitas solugdes. Em
todos os casos, 0 método para encontrarmos o conjunto de solugoes de uma
inequacao ¢ isolarmos a variavel, como mostrado nos seguintes exemplos.

Exemplo 2.2. Resolva a inequagao 2 — 3z > x — 14.

2—3x>x—14
—3r>x—14—2

-3z >x—16
—3r—x > —16
—4x > — 16

1 1
— (1) < = 5(-16)

< —16
X R
- 4

T < 4.
Logo, o conjunto de solucoes para a inequagao dada é
S={zreR; v <4},

o que implica que qualquer valor real de x menor ou igual a 4 satisfaz a
desigualdade 2 — 3z > x — 14.

Exemplo 2.3. Resolva a desigualdade 8(x + 1) < 2(2 — 8z).

8(z+1) <2(2—8)
8r +8 <4 — 16z
8r + 16x <4 -8
24 < —4

1 1

—(24) < —(—4
5y 242) < 57 (=4)

o

:L' —

24

_ 1

X - .

6
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Logo, o conjunto de solucoes para a inequagao dada ¢é

1
S:{xeR;x<—6},

. 1 .
o que implica que qualquer valor real de x menor do que ~5 satisfaz a

desigualdade. Um outro modo de escrever o conjunto solucao é

- (-3

2.3 Exercicios Resolvidos

1) Resolva as equagoes:
a) 12 —4(x —2) =2z — 5(3 + x);

12—4(x —2) =2x — 53+ x)
12 —4x+8=2x—15—b5x

20 —4x =—3x — 15

—4r 4+ 3r=—15—-20

—x =—35
r = 35.

2c+4 6x+9
b) T = g

293+4_6:B—|—9
3 6
20 +4 6x +9
6 =6
(5= (55
22x 4+ 4) =6x+9
dr+8=6x+9

4y — 6x =9 — 8
—2x =1
1 1
—(=2z)=— =(1
~(~20) == (1)
Tr=— —.
2
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o) =TT T3
2x—3;273(:c—|—2)
4 73
2x — 3 1_ P
1 277
2r — 3
x8 =x+2
2z — 3
8(‘” >:8(x—|—2)
8
20 — 3 = 8x + 16
20 — 8x =16+ 3
—6z = 19
1 1
——(—6x) = — =(19
S(~62) = — (19)
19
T = .
Sr—2 5§ 1
d) ’ _ vt — 8.

32
8xr — 2 S5r +1

= — 8z

3 2

8r — 2 5r +1
6( . )—6( . —890)
2(8x —2) = 3(bx + 1) — 48«

16 —4 = 15z + 3 — 48x

16x — 152 +48x =3 +4
490 =7

xTr =

A N

2) Sabendo que os sistemas possuem solugao, resolva-os.
r—3y=9
a)
204+ 3y =6

25



Somando a primeira equagao com a segunda temos:

(x—3y)+ (2x+3y) =9+6

3x =15

15
=3
T = 5.

Substituindo z = 5 na segunda equagao do sistema, obtemos:

204+ 3y =26
2(5)+3y=6
10+3y=6
3y =6—10
Jy=—4
4
y=——.

3

- {(:-3)

¢é o conjunto solugao do sistema.

2 = -3
b){x+y :

Portanto,

r4+y=-1

Isolando x na segunda equagao, obtemos x = —1—y. Substituindo
na primeira equacao, temos:
2r4+y=-3
2(-1-y)+y=-3
—2-2y+y=-3

—y=—3+2
—y=—1
y = 1.
Fazendo y = 1 na igualdade x = —1 — y, obtemos:

r=-1-1=-2,
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Portanto, S = {(—2,1)}, ou seja, (—2,1) é a tnica solugao do
sistema.

T =3y
c) ;
20 —4y =6

Substituindo a primeira equacao na segunda obtemos:

20 —4y =6
23y) —4y =6
6y —4y =6
20=106

6

Y73

y = 3.

Substituindo y = 3 na primeira equagao, temos x = 3(3) = 9.

Logo,
S ={(9,3)}

¢é o conjunto solucao do sistema.

3 2y =5
d) T+ 2y
or — 3y = 2
Multiplicando a primeira equagao por 3 e a segunda por 2, obtemos
9z 4+ 6y = 15
10x — 6y =4

Somando as duas equagoes, temos:

9z 4+ 6y + 10z — 6y = 15+ 4
192 =19
x=1.

Substituindo x = 1 na primeira equagao:

3r+2y=>5

34+2y=>5
2uy=5-3
2y =2
y=1.
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Portanto, o conjunto solucao é:

S={(1,1)}.

3) Resolva as inequagoes e apresente a solucao em forma de intervalo e
conjunto.

a) 2x — 3 > 4+ 3z;

20 — 3> 4+ 3z
20 —3x >4+ 3
—x>7

< —7.

Logo,S={z €R; o < -7} = (—o0,-T7].

3z 1

b) — + = > 5;
)4+2 )
3z 1
— +=>5
4+2
3z 2
—+->5
4+4
3 2
4(x+ )>4(5)
4
3z +2> 20
3r>20-—2
3r > 18
>18
x JE—
3
x > 6.

Logo, S={z € R; z > 6} = (6,00).
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e
30(———2><0
30 7)=

—x —60x <0
—61lx <0
x> 0.

Logo, S={z € R; x > 0} = [0, 00).

29



Capitulo 3

Funcao Real de uma Variavel

3.1 Funcoes

Para o que segue, A e B denotam subconjuntos nao vazios do conjunto
R dos nimeros reais.

Definicao 3.1. Uma funcdo de A em B, denotada por f : A — B, é uma
regra que associa cada elemento de A a um unico elemento de B.

A B A B

ARl el S
e ——o o0
) o o/o

Figura 3.1: Exemplos de fungoes f: A — B.

Escrevemos y = f(z) para indicar o elemento de B associado a x € A.
Em simbolos,

f:A— B
v =y = f(x).
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Observe que o diagrama abaixo nao representa uma fungao, pois existe
um elemento de A associado a dois elementos de B.

A B

N

i

Figura 3.2: Nao é uma funcao.

Exemplo 3.2. Dados os conjuntos A = {—1,0,1} e B = {—1,0,1,2}, con-
sidere as fungdes f : A — B e g : A — B definidas por f(z) = z+ 1 e
g(z) = *. Entao:

f(=1)=0; g(-1)=1;
f0)=1;  ¢(0)=0;
f()y=2  g¢g(1)=1;
f
A B

Figura 3.3: Diagramas das funcoes f: A — Beg: A — B.

3.2 Dominio, Contradominio e Imagem

Dada uma funcao f : A — B, o conjunto A é chamado dominio de f,
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representando todos os valores reais que podem ser associados por f a valores
de B. Também denotamos o dominio de f por Dom(f).

O conjunto B é chamado contradominio de f e representa todos os valores
que podem ou nao estar associados a um numero do dominio. Também
denotamos B como CD(f).

A imagem de f, denotada por Im(f), é o conjunto formado por todos
os elementos do contradominio que estao relacionados a algum elemento de
Dom(f), ou seja,

Im(f) = {f(x) € B; v € A}.

Também é usual chamarmos o elemento y = f(z) de imagem de x pela
funcao f. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3. Considere a fungao f(x) = z+1 cujo diagrama é apresentado
abaixo.

[\

Temos que:

e A= Dom(f)={-1,0,1};

e B=CD(f)={-1,0,1,2}

o Im(f)={f(-1), f(0), f(1)} ={0,1,2}.

Veja que Im(f) é um subconjunto do contradominio B, que pode ou nao
ser igual a B. Claramente, a fun¢ao f(x) = x + 1 poderia ter um dominio
maior. De fato, ela esta definida para todo z € R. Neste caso,

Dom(f)=Im(f) =R.
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1

2 -9

Exemplo 3.4. Determine o dominio da funcao f(z) =

Veja que f nao esta definida quando seu denominador é nulo. Portanto, f
estard definida para todo z € R tal que 22 — 9 # 0. Assim,

w2 #9
x #+V9
x # £3.
Portanto,
Dom(f)={z€R; v #3ex# —3}.
Como f(x) # 0 para todo x € Dom(f), entao

Im(f) =R = {y e R; y #0}.

3.3 Funcao Injetora

Definigao 3.5. Dizemos que uma funcgao é injetora (ou injetiva) quando
diferentes elementos de A estao associados a diferentes elementos de B, ou
seja, se x1,xy € A forem tais que x1 # xo, entdo f(x1) # f(x2).

[\

Funcéo injetora Fungao injetora

De modo anélogo, dizemos que f é injetora quando f(x,) = f(x9) implicar
)
que 1 = x9. A seguinte funcao nao é injetora, pois existem dois elementos
de A associados a um mesmo elemento de B.
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A B

Fungéo NAO injetora

Exemplo 3.6. Vejamos que a fungao f(x) = = + 3 é injetora. De fato, se

f(z1) = f(x2), entao
T+ 3= To + 3.

Subtraindo 3 de ambos os lados da igualdade, concluimos que z; = xs.
No entanto, a funcio g(x) = 2 nao é injetora, pois g(1) = 1 = g(—1).
Logo x1 = —1 e x5 = 1 possuem a mesma imagem por g, embora x; # Ts.

25

05

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 3.4: Funcao g(z) = 22

Se tomdssemos Dom(g) = R, (reais ndo negativos), entao g seria injetora.
De fato, se g(z1) = g(z2), entdao 2% = x3, o que resulta em r; = +x5. Como

T1,To > 0, entao x1 = xo.
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3.4 Funcao Sobrejetora

Definigao 3.7. Dizemos que uma fungao € sobrejetora (ou sobrejetiva) quando
todo elemento de B for a imagem de pelo menos um elemento de A, isto €,

Im(f) = B = CD(f).

A B A B
Fungao sobrejetora e injetora Fungéo sobrejetora e NAO injetora

Observe que a fungao abaixo nao é sobrejetora, pois existe um elemento
de B que nao esta associado a nenhum elemento de A.

A B

Funcao injetora e NAO sobrejetora

Exemplo 3.8. A funcao f : R — R definida por f(x) = z + 3 é sobrejetora.
De fato, como

fly=3)=y—-3+3=y,
concluimos que dado y € R, existe x =y — 3 € R tal que f(z) = y.
No entanto, a funcdo g : R — R definida por g(x) = 2 nao é sobrejetora,

pois nao existe z € R tal que g(x) = —1. Assim, nao existe z € Dom(g)
associado ay = —1 (nem a qualquer nimero negativo), uma vez que g(z) > 0.
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3.5 Funcao Bijetora e Inversa

Dizemos que uma fungao é bijetora (ou bijetiva) se ela for simultanea-
mente injetora e sobrejetora.

Exemplo 3.9. Mostramos anteriormente que a funcao f(z) = z+3 é injetora
e sobrejetora. Logo, f é bijetora.
A funcao g(z) = 22 nao é sobrejetora. Portanto, g nao é bijetora.

Sendo f uma fungao bijetora, por definicao, todo elemento do contra-
dominio possui um tnico correspondente no dominio. Neste caso, é possivel
definir uma outra funco (chamada funcao inversa de f) que inverte a operacao
de f, ou seja, que desfaz o que a f faz.

Defini¢ao 3.10. Uma fun¢io f : A — B € inversivel (ou admite inversa)
se, e somente se, f € bijetora. Denotamos a funcdao inversa de f por

f':B— A

Figura 3.5: Funcao f e sua inversa f~!.
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Nem sempre é facil determinar a funcao inversa de uma funcao bijetora.
Mas existe um método que pode nos ajudar. O primeiro passo consiste em
inverter as incégnitas, ou seja, trocar x por y e y por x. Posteriormente,
devemos isolar a incognita y.

Exemplo 3.11. Dada a funcao f : R — R definida por f(z) = 3z — 5,
determine a sua inversa.

Primeiramente, afirmamos que f é bijetora. De fato, calculos diretos nos
mostram que se f(z1) = f(x2), entao

3r1 —5=329—5

31’1 = 31‘2
Ir1 = Ta.
. , . y+o ,
Portanto, f é injetora. Além disso, dado y € R, temos que = = 5 é

um numero real tal que

fla) =3 <y—+5) 5

3
flx)=y+5-5
f(x) =1y.

Assim, f também é sobrejetora e, portanto, é bijetora.
Para determinar a inversa da fungao temos que:

19 Passo: Fazer a troca de z por y na expressao y = 3z — 5. Assim,
teremos xr = 3y — 5.

29 Passo: Isolar a varidvel .

T=3y—95
r+5=3y
_z+5
=
~ . . _ r+5
Portanto, a fungao f(z) = 3z — 5 tem sua inversa igual a f~!(z) = 5
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Observacao 3.12. Também podemos proceder simplesmente obtendo-se x
em funcao de y, ou seja, se y = 3z — 5, entao 3r = y + 5, de modo que

5 5
x = % Como f~!(y) =z, concluimos que f~1(y) = %

Exemplo 3.13. Vamos determinar a inversa da fun¢ao f : R—{2} - R—{3}
definida por

2x 4+ 3
Veja que 3z — 5 # 0 implica em x # 2. Por isso, Dom(f) = R — {2}. Do
mesmo modo, {%} & Im(f), pois se f(x) = %, entao
2

2¢+ 3

3r—5 3
3(2z + 3) =2(3z — b)
6x +9 = 6z — 10

9 =-10,

o que ndo ocorre. Portanto, nao existe x tal que f(x) = %
Realizando a troca das variaveis x e y temos:

2y +3
T = .
3y —95

Isolando o y na expressao obtida:

z(3y —5) =2y +3
3xy —dxr = 2y + 3
3ry — 2y = 5xr + 3
(3x —2)y =5z +3

2T + 3
T 3r -2

Y

Portanto, a funcdo f tem inversa f~' : R — {2} — R — {2} dada por

or + 3
-1 _
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3.6 Funcao Afim

Chamamos de funcao afim toda fun¢ao do tipo
f(z) = ax + b,

em que a,b € R e a # 0. Chamamos a de coeficiente de x e b de termo
independente.

Exemplo 3.14. A funcdo f : R — R definida por f(z) = 2z + 1 é uma
funcao afim, onde a =2 e b = 1.

Toda funcao afim é injetora e sobrejetora, dependendo da escolha do
contradominio. De fato, se f(x1) = f(z2), entao

axry +b=axy+ b,

—b

de onde segue que r; = 5. Ainda, dado y € R, tomando =z = y—, temos
a

que

f(x):a(Tb)+b:y—b+b:y.

3.6.1 Grafico de uma funcao afim

O gréfico de uma funcao afim é uma reta nao perpendicular e nao paralela
ao eixo x. Para o esboco do grafico de uma funcao afim é suficiente determinar
dois pontos (1, f(x1)) e (x2, f(22)), onde x; e x5 pertencem ao dominio da
funcao.

Figura 3.6: Fungao afim crescente
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-3 -2 -1 0

n
w

Figura 3.7: Funcao afim decrescente

Exemplo 3.15. Vamos construir o grafico da funcao afim f(z) = x + 2.

x ‘ y=x+2 ‘ (x,y)
—1 Yy = (—1,1)
1] y= (1,3)

24

Figura 3.8: Grafico da fungao f(z) =z + 2.

H&4 duas situacoes a serem analisadas no grafico de uma funcao afim
f(z) = ax + 0.

i) Se a > 0, entdo f(z) é crescente e teremos um grafico do tipo:
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-2 4

ii) Se a < 0, entao f(z) ¢ decrescente e teremos um grafico do tipo:

N

Exemplo 3.16. Vamos esbogar o grafico das fungoes afins y = 4o + 5 ¢

y=—3x+ 3.

x |4dx+5

0 5
0

|
oy

41

Tz | —3r+3
0 3
1 0




-2

Figura 3.9: Grafico de f(x) = 4z + 5.

10 2

2

Figura 3.10: Grafico de f(x) = —3x + 3.
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3.7 Exercicios Resolvidos

1. Expresse o dominio das fungoes a valores reais definidas por:

a)

b)

d)

fle) =

r—3#0=x#3= Dom(f) =R - {3}.
VI —2
"= ere

r+3>0=a2> -3

r—2>0=x>2.

Dom(h) ={z € R; z > 2}.

g(x) = Va2 —9;
2-9>0=22>9= 2| >V9= |z >3=>2< -3ouxr>3.
Dom(g) ={z €R; z < -3 ex >3}

m(z) = 18z + 10;

Dom(m) = R, pois m(z) estd bem definida para todo = € R.

2. Verifique se as seguintes fungoes f : A — B sao injetoras, sobrejetoras
ou bijetoras.

a)

A funcao é injetora, pois cada elemento de A esta associado a um
Unico elemento de B.

A funcdo NAO é sobrejetora, pois Im(f) = {2,4,6} e CD(f) =
{2,4,6,8). Logo, Im(f) # CD(}).

Portanto a fungao nao é bijetora.
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b) A funcao é injetora, pois cada elemento de A estd associado a um
unico elemento de B.
A fungao é sobrejetora, pois Im(f) = {2,18,50,98} = CD(f).
Portanto, a funcao é bijetora, pois é injetora e sobrejetora simul-
taneamente.

¢) A funcd@o nao é injetora, pois —1 e 1 estao associados a um mesmo
elemento em B.
A func@o nao é sobrejetora, pois Im(f) = {0,1,9} e CD(f) =
{0,1,2,9}.
Portanto, a fungao nao é bijetora.

3. Considere a funcao inversivel f: R — {4} — R — {14} definida por

14z + 9

fla)= =20

Qual é a lei de formagao da sua inversa?
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Trocando as incégnitas x e y, temos:

My +9
= 1
r(y—4) =14y +9
xy—4r =14y +9
xy —1dy =9+4x
y(x —14) =944z
~ 9+4x
o147

_41;—1—9

T ¢ seu dominio é Dom(f~') =R — {14}.
x J—

Logo, f~'(z)

4. Determine a fungao inversa de cada fungao abaixo, esbocando o grafico
da funcao e de sua inversa.

a) fla) = —20+1;

y=—2r+1
r=—-2y+1
r—1=—-2y
1—a
y=— 1
1 T
f (x):—§+§.

Figura 3.11: Grafico de f(x) = —2z + 1.
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2 4

T~
R ? 1\

1
Figura 3.12: Gréfico de f~(z) = _— 5

2
18«
b) 9(33) = T;
B 18x
y=
18y
r=—=
4
dr = 18y
B 4x
LT
_ 4z
g 1(90) = 18"

-1 0 1 2

18x

Figura 3.13: Gréfico de g(z) = -
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3 -2 : 0 1 2 3

4
Figura 3.14: Gréfico de g~ '(z) = =

18
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Capitulo 4
Funcao Quadratica

Chamamos de funcao quadratica toda funcao da forma
f(z) = az® 4+ bz +c,

com a,bec€Reaz#0. Chamamos a de coeficiente de 22, b de coeficiente
de x e ¢ de termo independente.

Exemplo 4.1. A fungao f(z) = 2? + 2z + 6 ¢ uma fungiao quadrética, com
coeficientes a =1, b=2 e ¢ = 6.

4.1 Grafico de uma Funcao Quadratica

O gréfico deste tipo de funcao é uma curva plana chamada de parabola.
Seu formato é semelhante a letra U, podendo ser mais “aberta” ou mais
“fechada”, dependendo dos coeficientes que a definem.

) a z o \/ 0 1 " [
2
s
-

Figura 4.1: Parédbola.
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A parabola pode ter a concavidade voltada para cima ou para baixo de
acordo com o coeficiente a:

e Se a > 0, a concavidade da parabola é voltada para cima;

Toda parabola possui um eixo de simetria, que é uma reta imaginaria em
torno da qual é possivel refleti-la. O ponto em que o eixo de simetria e a
parabola se intersectam é chamado vértice, cujas coordenadas sao indicadas
por (T, Yu)-

Para determinar as coordenadas do vértice do grafico da fungao quadratica
f(x) = az® + bx + ¢, podemos utilizar as seguintes relagoes:

b A

Ty =—7" € Yp=—"77,
2a Y 4a

49



onde A = b*> — 4ac é chamado discriminante de f. Observe que também é
possivel obter y, fazendo

Yy = f(zy) = axz + bz, + c.

As raizes da funcao quadratica sao os valores de x nas quais a parabola
intercepta o eixo x, ou seja, os valores de x tais que f(z) = 0.

Podemos encontrar até duas raizes reais para uma funcao quadratica.
Considerando A = b? — 4ac, temos os seguintes casos:

e Se A < 0, a funcao nao possui raiz real;
e Se A =0, a funcao possui somente uma raiz real;

e Se A > 0, a funcao possui duas raizes reais distintas.

Nos dois tltimos casos, obtemos as raizes por meio da igualdade

b+ VA

v 2a

Observe que a média das duas raizes nos da x,:

—b+vVA —b—VA
X1+ T2 2a + < 2a ) —2b b
= = = —=— = "L‘U‘

2 2 4a 2a

Ao contréario da reta, a parabola nao pode ser determinada por apenas
dois pontos. Por esta razao, para esbocar o grafico de uma funcao quadratica
é preciso determinar os seguintes elementos:

1. Sua concavidade;
2. Suas raizes;
3. Seu vértice;

4. O ponto em que o grafico intersecta o eixo Oy, ou seja, o ponto (0, f(0)).

Exemplo 4.2. Construa o grafico da fungao f(z) = —2% + 4z + 1.

Para f(x) = —2% + 4z + 1, os coeficientes sio a = —1, b =4 e ¢ = 1.
Como a = —1, a parabola possui a concavidade voltada para baixo.
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O discriminante é dado por A = b — 4ac. Logo,
A =4% —4(—1)1 = 16 + 4 = 20.

Como A > 0, a funcao possui duas raizes reais distintas que sao obtidas
através da formula:

b VA —4£V20 —4£2V5
 2a 2= =2

X

Entao, as raizes de f sao:

—442 -4 -2

r =

ou seja, a parabola intercepta o eixo Ox nos pontos (2 — V5, 0)e(2+ V5, 0).
Para o vértice, temos que:

b 4
— =~ =9
2 2(—1)

Ty =

Yo = f(2) = —224+4-2+1=5.

Logo, o vértice é dado pelo ponto (2,5).
O ponto (0, f(0)) nos fornece onde a parabola corta o eixo O,. Neste
caso, (0, f(0)) = (0,1), pois f(0)=0+0+1=1.

Com essas informacoes, é possivel esbocar o grafico.

Figura 4.2: Gréfico de f(z) = —2? + 4z + 1.
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4.2 Maximos e Minimos

O vértice de uma parabola corresponde ao ponto maximo ou minimo de
uma funcao quadratica. Se a concavidade da parabola é voltada para baixo
(a < 0), o vértice corresponde ao ponto maximo e chamamos y, de valor
maximo da fungao. Quando a concavidade da parabola é voltada para cima,
o vértice corresponde ao ponto minimo e g, é chamado valor minimo da
funcao.

Exemplo 4.3. Certo salto realizado por um piloto de motocross descreveu
uma trajetéria que pode ser representada pela funcao quadratica

y = —0,042> + 1, 2z,

onde z indica a distancia (em metros) percorrida e y indica a altura (em
metros) que a motocicleta atingiu no decorrer do salto.

Qual a altura maxima que a motocicleta alcangou? Realize o esboco da
trajetoria da motocicleta.

A funcao que descreve a trajetéria é y = —0, 0422 +1, 22, onde a = —0, 04,
b=1,2ec=0.
Como a < 0, as coordenadas do vértice correspondem ao ponto maximo
da funcao, pois sua concavidade é voltada para baixo. Temos:
b -1,2 —1,2

2a  2(—0,04) —0,08

Ty —

Yo = f(15) = —0,04(15)* + 1,2(15) = =9+ 18 = 9.

Assim, a altura maxima que a motocicleta ira alcancar é de 9 metros, pois
) Y
Yp € 0 valor maximo da funcao.
Para realizar o esboco do grafico da funcao, vamos calcular o discriminante

A =" —4dac=(1,2)* —4(—0,04) - 0 = 1,44.
Entao, a funcao possui duas raizes reais:

—bEVA  —12+TH —1,2+1,2

T

2a 2(-0,04) 0,08
Concluimos que
_-L2+12 _-l2-12
NT T o0 0 T T o8 T



Desse modo, o gréfico da funcao intercepta o eixo x nos pontos (0, 0) e (30, 0).
Com essas informagoes, o grafico da fungao é esbogado abaixo:

4.3 Exercicios Resolvidos

1. Verifique quais das funcoes abaixo sao da forma ax?+bx +c, com a # 0.
Neste caso, identifique os valores dos coeficientes a, b e c.

a) f(z) = (r—=2)(x=3) -4

Como

(x—2)(r—3)—4=2"-30—20+6—4=2"—51+2,

f é uma funcao quadratica coma=1,b=—-5e c=2.
b) h(z) = bz(2x — 1);
Como

h(z) = 5z(2x — 1) = 102* — bz,

temos que h é uma fungao quadratica com a = 10, b = —5ec = 0.
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c) glz) = (x+1)* —z(x + 2);
Como

g@)=(@x+1)P —z(@x+2)=2"+2z+1—-2" -2z =1,

g nao é uma funcao quadratica, pois nao possui grau 2.
d) i(z) = (z = 3)(x + 3) + 2%
Temos que

i(z) =(x—3)(z+3)+2* =2 -9 +2° =227 - 9.

Logo, 7 é uma funcao quadratica com a =2,b=0e ¢ = —9.

2. Determine os vértices dos gréaficos das seguintes func¢oes quadraticas:

a) f(x) =2*+ 2z + 1;
Temos que a =1, b=2e c=1. Assim,

S P T T
Entao

Jo= F-1) = (1P 421+ 1=1-2+1=0
Portanto, o vértice do grafico da func¢ao f é o ponto (—1,0).

b) g(z) = —2? + 4z + 8;
Coma=—1,b=4¢e c=8, temos:

b 4 —4

——:—:2

T T T (k) T =2

Entao,
yo = g(2) = —2° +4(2) + 8 = —4 416 = 12.

O vértice do gréfico da fungao g é o ponto (2,12).

3. Determine as raizes (ou zeros) reais das seguintes fungdes, caso existam.
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a) fla)=a?— o -2
Comoa=1,b=—1ec= -2, temos que

A=V —4dac= (12 —-4(1)(-2)=1+8=09.
Desse modo, a funcao possui duas raizes reais:

b VA 120 143
22 2

T

Portanto, as raizes de f sao

1+3 4 1-3 =2
PO S P Sk s |

2 2 2 2
b) g(z) =2 -2z + 1;
Comoa=1,b=—2ec=1, temos que
A=V —dac=(-2)*-4(1)(1)=4—-4=0.

Entao, a fungao possui somente uma raiz real dada por

x_—b:l:\/z_—(—Q):I:\/ﬁ_g_l
- 2a 2.1 27

a qual coincide com o vértice da funcao.
c) h(z) =22%+ 3z + 4;
Temos a =2, b=3 e c=4. Assim,

A=0b—4dac=3"—4(2)(4) =9 - 32 = —23.

Como A < 0, a fung@o nao possui raiz real.

4. Faga um esboco do grafico das seguintes funcoes:

a) g(x) = —2® — 2z +3;

Temos a = —1, b = —2 e ¢ = 3. Como a < 0, a parabola possui
concavidade voltada para baixo.
Sendo

A= —dac=(-2)*—4(-1)3 =4+ 12 = 16,
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concluimos que a funcao possui duas raizes reais distintas:

_bEVA  —(-2)£ V16 24

g 2 2(—1) 2

Portanto, as raizes sao:

2+4 6 2—-4 =2
T = ——— = -3 e ryg=——

— = =—=1.
—2 —2 —2 —2

Para encontrar x,,, podemos fazer a média entre as raizes. Assim:

_=3+1 -2

= 1
v 2 2

Yo =g(-1)=—(-1)*=2(-1)+3=-1+2+3=4.
Portanto, o vértice da pardbola é o ponto (—1,4).

Também temos (0, f(0)) = (0,3), ou seja, o grafico intersecta o
eixo Oy em y = 3. Segue abaixo o gréafico de g.

—4

Figura 4.3: Grafico de g(x) = —2* — 2z + 3.
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b) r(x) = 2® — 4;
Vamos esbocar o grafico de r de um modo mais direto. Facilmente
vemos que r(z) = 0 se, e somente se, 22 — 4 = 0, isto é, 2% = 4.
Logo, a fungao r possui duas raizes distintas x1 = —2 e x5 = 2.
Agora, iremos encontrar x, por meio da média entre as raizes:
_24(-2) 0

=-=0.
2 2

Ly

Assim, y, = h(0) = 0> —4 = —4. Como a = 1 > 0, a concavidade
da parabola é voltada para cima. Entao o esboco do gréafico de r
¢ dado abaixo:

Figura 4.4: Gréfico de r(z) = 2% — 4.
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Capitulo 5

Matrizes

Uma matriz A de ordem m x n é um arranjo de m - n elementos, sendo
m o numero de linhas e n o nimero de colunas da matriz.

Os elementos de A sao indicados por a;;, onde 7 determina a linha e j
a coluna em que a;; estd na matriz. Para nosso estudo, vamos considerar
a;; € R. Tais elementos sao também chamados de entradas da matriz A cuja
notagao é

aiy a2 ... Qip
a91 929 ... QAop

A= 7 7T (5.1)
m1 Am2 .. Gmp

Exemplo 5.1. Sao exemplos de matrizes:

1 5 9 13
A:E sﬂ; B:{_ﬂ; C=1]2 6 10 14
-3 7 11 —15

A matriz A é de ordem 2 x 2, B de ordem 2 x 1 ¢ C de ordem 3 x 4.

Daqui por diante, vamos denotar a matriz A dada em (5.1) simplesmente
por A = (@jj)mxn 0 A = (a;;). Também denotaremos por M,,x,(R) o con-
junto de todas as matrizes de ordem m X n e entradas reais.

Na préxima se¢ao, abordaremos os tipos existentes de matrizes.
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5.1 Tipos de Matrizes

i)

ii)

iii)

Matriz Nula.

Uma matriz A = (a;j)mxn € dita nula se todos os seus elementos sao
nulos, ou seja, a;; = 0 paratodo 1 <i<mel<j<n.

Exemplo: A = [O 0 O}.

000

Matriz Quadrada.

Uma matriz A = (aij)mxn € dita quadrada se m = n, ou seja, o nimero
de linhas é igual ao de colunas. Neste caso, dizemos que A tem ordem n.

Exemplo: A = [1 \/ﬂ
3 2

Se A for uma matriz quadrada, definimos a diagonal principal de A
como os elementos da matriz em que ¢ = j, ou seja, as entradas a;;,
para todo 1 <17 < m.

aix a2 @13 \/?: 4 -8
Exemplo: A= |as a9 as], B=12 % 7
az; Qgz (33 3 1 3

A diagonal secundéria da matriz ¢ formada pelos elementos a;; tais que
t+j=mn+1,onde n é a ordem da matriz.

Exemplo: A = {an am}.
o1 a22

Neste caso, como n = 2, entao i + j = 3. Assim, a1 € as; determinam
os elementos da diagonal secundaria.

Matriz Identidade.

A matriz identidade I = (a;j)nx, ¢ uma matriz quadrada satisfazendo:
{1 sei=j
Q5 = . .
Osei+#7
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iv)

vi)

o = O

1 0
Exemplo: I = |0 0
0 1

A matriz acima é a matriz identidade de ordem 3.

Matriz Diagonal.

Uma matriz A = (a;;) é dita diagonal se for quadrada e a;; = 0, para

todo i # j.

Exemplo: A=

Matriz Triangular.

Uma matriz quadrada A é chamada triangular superior se todos os ele-
mentos abaixo da diagonal principal forem nulos.

2 1 4
Exemplo: A= [0 —3 5
0 0 3

Analogamente, A é chamada triangular inferior se todos os elementos
acima da diagonal principal forem nulos.

0O 0 00
300
- B=|5
Exemplos: B = > 0 5 0l
-1 2 4 ;11

Matriz Simétrica.

Uma matriz quadrada é simétrica se a;; = a;;, para todo 1 <1, j < m.

0
3

Exemplo: A = .
-7

S oo Ot
W &~ 00
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Veja que

12 = a1 = 8; aiz = az1 = 0; a3 = az = 3.

vii) Matriz Antissimétrica.

Uma matriz ¢ antissimétrica se a;; = —aj;, para todo 1 < 7, 7 < m.
Neste caso, os elementos da diagonal principal sao sempre nulos, ja que
Aiy; = —QA4 Se, € somente se, Qi = 0.

0 1 =2
Exemplo: A= |—-1 0 -—-3].

2 3 0
Veja que

big = —byy = 1; b1z = —bz1 = —2; by = —b3y = —3.

5.2 Operacoes no Conjunto de Matrizes

Existem trés operacoes definidas no conjunto das matrizes: soma de ma-
trizes, multiplicacao por escalar e multiplicacao de matrizes. Antes de apre-
sentarmos tais operacoes, vamos estabelecer quando duas matrizes sao iguais.

Definigao 5.2. Duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)pxq S0 iguais se
elas tém o mesmo nimero de linhas e de colunas (m = p en = q) e todos
0s seus elementos correspondentes sao iguais, ou seja, a;; = b;; para todo
1<i<mel<j<n.

Por exemplo, as matrizes

32 1 senw 9 cos 0 0
A‘[Q 92 5} eB_{z 4 5]

sao iguais, pois ambas tem 2 linhas, 3 colunas e os elementos em cada linha
e coluna coincidem. Portanto, A = B.

5.2.1 Soma e subtracao de matrizes

Sejam A = (@ij)mxn € B = (bij)mxn matrizes de mesma ordem. Definimos
a soma de A e B, denotada por A 4+ B, como a matriz

A + B = (CLZ']' + bij)mxn-
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Por exemplo, se

2 1 0 —1
A=1|-1 3 e B=1(0 4],
4 0 7 1
entao
240 14+(-1) 2 0
A+B=|-14+0 3+4 =|-1 7
4+7 0+1 11 1

Definigao 5.3. A matriz oposta de uma matriz A = (a;j)mxn € @ matriz
—A= (_aij)mxn-

Dadas as matrizes A = (@;j)mxn € B = (b;j)mxn, definimos a subtracao
de A por B, denotada por A — B, como

A—B=A+(-B),

sendo —B a matriz oposta de B.

3 2 1 1 4 -2
A_{0-4 —J ¢ B‘{—30 —J’

Exemplo: Se

entao

Portanto,

3 2 1 ~1 —4 2
A_B:L)—4—J+{3 0 J
Cf3-1 2—4 1427 [2 -2 3
|04+3 —4+0 —2+1| |3 —4 —1|°

Proposicao 5.4. Sejam A, B,C' € M,,x,(R). Denote por 0 a matriz nula
de ordem m x n. Entao valem as seguintes propriedades:

1) A+ (B+C)=(A+B)+C;

2) A+ B =D+ A
3) A+0=A
4) A4 (—A) =0.
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5.2.2 Multiplicagao de matrizes por escalar

Sejam A = (a;;)mxn uma matriz e k € R. Definimos o produto de A pelo
escalar k, denotado por k- A, como

k-A= (k’ . Ojl'j)an.

Em outras palavras, ao multiplicarmos uma matriz A por k, estamos mul-
tiplicando cada entrada de A por este escalar.

Exemplo: Sejam k=3 e

V5 -8 o}
A:[ |
o2 1
Entao
. [V5 -8 0] [3-v/5 3-(-8) 3-0] [3v5 —24 0
k'A—?)' 1 — 1 — 3 .
121 3.1 3.2 3.1 3 6 3

Facilmente vemos que

1-A=(1- az‘j>m><n = (aij)mxn =4

—1-A= (—]_ . aij)an = (_aij)mxn = —A.

Daqui em diante, vamos trocar a notacao k - A por kA. Outras proprie-
dades também sao validas:

Proposicao 5.5. Sejam A, B € M,,x,(R) e k, k1, ks € R. Entao:
1) k(A+ B) = kA+ kB;
2) (k1 + ko)A = k1 A+ ko A;
3) ki(koA) = (k1ks)A.

5.2.3 Produto de matrizes

Sejam A = (@ij)mxn € B = (bij)nxp matrizes cujo nimero de colunas de
A coincide com o numero de linhas de B.

Definimos o produto de A por B, denotado por AB, como sendo a matriz
C = (cik)mxp tal que

63



n
Cik = E ;b = anbig + aibog + - - - 4 Ainbpk,
j=1

para cada i € {1,...m} e k € {1,...,p}.

) 4 3 0
Exemplo 5.6. Sejam A = [5 2] e B= {5 0 1}.

Como A tem ordem 1 x 2 e B tem ordem 2 X 3, o produto AB ¢é a matriz
C = (cix) de ordem 1 x 3 tal que

2
= Z a1;bji = anbir + arzby =5-4+2-5 = 30,
=1

2
€12 = Z ayjbjo = ayibia + apboy =5-3+2-0 =15,
j=1

2
€13 = Zaljbﬁ = a11b13 + a12b23 =5.04+2-1=2.

J=1

Portanto,

50 1
=[5-4+2-5 5-34+2-0 5-0+2-1]
=[30 15 2].

AB=[5 2] [4 ; 0]

O produto de matrizes NAO é comutativo, pois em geral AB # BA. De
fato, mesmo que o produto AB esteja bem definido, o produto BA pode nao
estar. E mesmo que AB e BA estejam bem definidos, pode nao ocorrer a
igualdade.

Observe o exemplo anterior. E possivel multiplicar A por B pois o niimero
de colunas de A ¢ igual ao nimero de linhas de B. Ja a multiplicagao de B
por A nao ocorre, pois B possui 3 colunas e A apenas 1 linha. Vejamos mais
um exemplo.

Exemplo 5.7. Considere as matrizes A = E)) ﬂ e B= [g g] Temos que
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AB_'1 21 [5 71 _[1-542-2 1-74+2-6] _[5 19]
|13 4] |0 6] [3:5+4-0 3-7T4+4-6] |15 45]°
BA_'5 71 1 2] [5-1+47-3 5-247-4] [26 38]
[0 6] [3 4 01463 0-2+6-4] |18 24|

Portanto, A e B nao comutam, ja que AB # BA.

Proposicao 5.8. Sejam A, B, C' matrizes com as ordens adequadas para que
cada produto esteja bem definido. Valem as seguintes propriedades:

1) Al = AelA = A, onde I é a matriz identidade de determinada ordem;

2) A(B+C)=AB + AC,

4

)
)
3) (A+ B)C = AC + BC;
) (AB)C = A(BC);
)

(A
5 0-A=0e A-0=0, onde 0 é a matriz nula de determinada ordem.

5.2.4 Transposta de uma matriz

Embora a transposicao nao seja uma operacao entre duas matrizes, ela
pode ser vista como uma operacao que transforma uma matriz A em outra
matriz, denotada por A’

Definimos a transposta de uma matriz A = (a;j)mxn, denotada por A’

como a matriz de ordem n X m cujas linhas sao as colunas de A e cujas
colunas sao as linhas de A, isto é,

At - (aji)nxm‘
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Exemplo 5.9. Considere as matrizes

. ! 17 3
A:E:%ggg}e32201l
5 52 4
Entao
12
-I -1 1 2 5
Al=13 2| e B'=|7 0 2
2 2 3 11 4
5 0

Proposicao 5.10. Sejam A, B € M,,»»(R) e k € R. Entao:

1) (A+ B)! = A" + BY;

2) (kA) = LA

4

) (

) (

3) (AB)! = B'AY;
) (AY)" =

5.3 Determinante de uma Matriz

O determinante de uma matriz quadrada A = (a;;)nxn, denotado por
det(A) ou |A[, é um nimero real definido recursivamente como:

a) Sen =1, entdo det(A) = ays;

b) Se n > 1, entdo fixada uma linha i de A temos:

n

det(A) =Y (=1)Ma;; det(A;), (5.2)

=1

onde A;; ¢ a submatriz de ordem n — 1 obtida de A retirando-se sua
i-ésima linha e sua j-ésima coluna, ou seja,
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a1 e a15—-1 Q1541 e QA1n
A — @;—11 .-+ AQi—15-1 Ai—1541 .- Qi—1In
1) T
Ai+11 -+ Qit15-1 Qi41j41 -+ Qitln
| Qn1 ce Anj—1 Apj+1 Ce Apn

A expressao dada em (5.2) é conhecida como Teorema de Laplace. A
seguir, vamos utilizar esta expressao para determinar regras praticas
que nos auxiliam no calculo do determinante de matrizes quadradas de
ordem 2 e 3.

Comecemos com a matriz

A= [“” ‘“2} . (5.3)

Q21 Q22

Pelo Teorema de Laplace, fixando a primeira linha de A, temos que

det(A) Z(—1)1+ja1jdet(A1j)

J
= (—1)1+1a11 det(AH) + (-1)1+2(112 det(Au),

onde A;; é a matriz obtida de A retirando-se a linha 1 e a coluna 1 e
Ai9 é a matriz obtida de A retirando-se a linha 1 e a coluna 2. Logo,

Ay = (a22) e A= (G21)-

Entao

det(A) = (—1)1+1CL11 det(All) + (—1)1+2(112 det(Alg)
= (—1)2(111@22 + (—1)3G126l21

= 11022 — Q12G21.
Portanto, o determinante da matriz A dada em (5.3) é
det(A) = aj1a22 — ajoas.
Considere agora a matriz

11 C12 (13

C= Co1 C29 Ca3] . (54)
€31 C32 (33
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Pelo Teorema de Laplace, fixando a primeira linha de C' temos que:
det(C’) = (—1)1+1CH|CM| -+ (—1)1+2012‘012‘ + (—1)1+3613|013’,

onde

011 _ [022 C23] : 012 _ [021 023] 7 013 _ {021 022] .

C32 (33 C31 (33 C31 (32
Logo,
det(C) = 011(022033 - 023032) - 012(021033 - 023031) + 013(021032 - 022031)

= C11C22C33 — C11C23C32 — C12C21C33 + C12C23C31 + C13C21C32 — C13C22C31

= (C11C22C33 + C12C23C31 + C13C21C32 — C11C23C32 — C12C21C33 — C13C22C31 .
Portanto, o determinante da matriz C' dada em (5.4) é dada por

det(C') = c11¢2233+C12Ca3C31+C13Co1C30— (C11C23C32 + C12Ca1C33 + C13C22C31) -

Esta formula também pode ser obtida pela Regra de Sarrus, que con-
siste em repetir as duas primeiras colunas da matriz C' a sua direita:

C11 Ci2 C13] C11 C12
Co1 C22 (23| C21 Co2
C31 C32 (33| C31 C32

Em seguida, os elementos da diagonal principal sao multiplicados. O
mesmo deve ser feito com as diagonais a direita da diagonal principal,
para que possamos somar o produto dessas trés diagonais, resultando
em:

C11C22C33 + C12C23C31 + C13C21C32.

O mesmo deve ser realizado com a diagonal secunddaria e as demais
diagonais a sua direita, multiplicando o valor encontrado por —1:

—(€13C22C31 + €11C23C32 + C12C21C33).

O numero resultante da soma da primeira operagao com a segunda é o
determinante da matriz C, ou seja,

det(C) = 1162233+ C12C23C31+C13Ca1C32— (C13C22C31 +C11C23C32+C12C21C33).-
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3 11

Exemplo 5.11. Seja B = {6 4

} . Entao,

det(B) =3-4— (11-6) = 12 — 66 = —54.

2 -1 2
Exemplo 5.12. Considere a matriz D = {5 9 5
9 0 -6

Pela regra de Sarrus, repetindo as duas primeiras colunas de D, obte-
mos:

2|2
515

9
Logo,

det(D) =—108 —45+0 — (304 0 + 162)
=—108 — 45 — 30 — 162

= — 345.
1 0 2 4
. 3 =5 7 0
Exemplo 5.13. Seja E = 5 0 4 -6
0 1 -9 1

Pelo Teorema de Laplace, fixando a primeira linha da matriz E, obte-
mos:

4
det(E) = Z(—1)1+j€1j det(E1;)
j=1
= (=1)en1|En| + (—1)%erz| Bra| + (—1)*e13] E1s| + (—1)°e1q| Eny|
= 1|Ey1| — 0| Eva| + 2| Eq3| — 4| E14]
= |Bul| + 2| B3| — 4| E4l,
onde
-5 7 0 3 =5 0 3 =5 7
Eni=10 4 —6(, F3=12 0 —6{, EFyu=12 0 4
1 -9 1 0 1 1 0O 1 -9
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Assim, temos:

2 0 412 0
1

|Eyy =0+0+14—(90+ 12+ 0) = 14 — 90 — 12 = —88.

Portanto,

det(E) = 208 + 2(28) — 4(—88) = 208 + 56 + 352 = 616.

5.4 Exercicios Resolvidos

1) Calcule o determinante das seguintes matrizes:

a) A= B ﬂ det(A) —4.7—3.2—28—6—122.
2 3 1

b) B= |4 —2 1[; det(B) = —4+6+4—(12+2—4) = 6-10 = —4.
2 1 1

2) Sejam as matrizes

1 3 -1 0 9 5
S R PR R R
Determine as seguintes operacoes:
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1 3] [-1 0] [1-1 3+0] [o 3]
a)A+B_{5 4}+[2 3]_{5+2 4+3]_{7 7}’
9 5 5-9 5.5 45 25
wso=s |5 3= 0 3= 1 )
c)
-1 0 9 5
B-C= 2 3}_[—4 7]
-1 0 I i
~ 12 3 4 =7
_[-1-9 0-5
244 3-7

_[-10 -5
I

9 5 13 -1 0
se+a-5=3|% 2+ 5 3]~ 3]
L, [94+1 5+3 1 0
=3 lats 7+41+{—2 —3}
_3'10 81 [t O
Tl 1 -2 -3

_[o24), T1 0
13 33 T |—2 -3

31 24
|1 30|
3) Sabendo que
Ja 23 2 93
A=13 121 | eB=|3 12|,
11 3b+7 11 4

determine os valores de a e b para que A = B.

Para que A = B devemos ter /a = —2 ¢ 3b+ 7 = 4. Entao
a=(Va)’ = (-2 =8

3
e 3b = —3, o que implica que b = —3= —1.

71



4) Considerando as matrizes

730
2 0 1 4 5
A:[ ],B:{ },0:974,
3 11 -3 0 -1 5 1 3
10 —1 4 5 1 2
D=|1 0|,E=|-8 102 3 |,
7 3 4 3 7 —13

realize as seguintes operagoes:

73 7
a) CD= |69 3|
0 7
15 14
b) BD+3A_{_14 33],
52 65 13 23
¢) CE= |-76 127 51 —13|:
4 29 925 _32
4 .8 4
5 10 3
t .
) E' =11 5 7
2 3 13
13
o) Bt= |4 0]
5 1

5) Determine os valores de x para que o determinante de A seja positivo,
sendo
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Pela Regra de Sarrus,

det(A) = 16 + 1224+ 2 — (16 + 22 + 12)
=16+122 +2 —-16 — 22z — 12
= 10z — 10.

Fazendo det(A) > 0, concluimos que 10z > 10, o que resulta em = > 1.
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Capitulo 6

Escalonamento de Matrizes

Para o escalonamento de matrizes, iremos utilizar as operagoes elemen-
tares realizadas sobre as linhas de uma matriz. Vamos denotar por L; e L;
as linhas 7 e j de uma matriz.

As operacoes elementares sao divididas em trés classes:

1. Permutar a linha L; pela linha L;, com j # i, cuja notacao sera
Li — Lj.

2. Multiplicar a linha L; por um escalar £ € R nao nulo, cuja notagao
sera

3. Substituir a linha L; pela linha L; mais k vezes a linha L;, com k € R
nao nulo e j # 7, ou seja,

Li — L; + kL;.

Exemplo 6.1. Considere a matriz
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1 0 -2 10
1 2 4| P2 | 4 9 4| =B
4 3

Claramente, temos A # B. No entanto B foi obtida de A por meio
de 3 operagoes elementares. Neste caso, dizemos que A e B sdo matrizes
equivalentes, de acordo com a seguinte definicao:

Definicao 6.2. Dizemos que duas matrizes A e B de mesma ordem sdo
equivalentes por linhas se B for obtida de A por meio de um nimero finito
de operacoes elementares sobre as linhas de A.

A notacao utilizada para tal equivaléncia é

A~ B.

Toda operagao elementar e sobre as linhas de uma matriz é reversivel, ou seja,
existe uma outra operacao elementar ¢’ que desfaz a operacao e. Portanto,
se A~ B, entao B ~ A.

Exemplo 6.3. Encontre uma matriz equivalente a matriz

1 2 3
A=12 2 2
3 21
1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 2 2| PEEh g o 4| MRS g 2 4
3 21 3 2 1 0 —4 -8
1 1 2 3 1 2 3
R P N L
0 —4 -8 000
1 2 3
Deste modo, a matriz [0 1 2| é equivalente a matriz A.
000
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Definicao 6.4. Dizemos que uma matriz A esta na forma escalonada por
linhas se:

(a) Toda linha nula de A, se houver, estd abaizo de todas as linhas nao
nulas,

(b) Cada primeiro elemento ndo nulo de uma linha estd a direita do pri-
meiro elemento nao nulo da linha anterior.

Veja que a matriz
1 2 3
01 2
0 00
encontrada no ultimo exemplo estd na forma escalonada. Ela é uma das
formas escalonadas da matriz A, pois existem infinitas matrizes equivalentes
a A e que estao na forma escalonada.

Exemplo 6.5. As matrizes

TR
_ 2 4
801(2)80023

0 0 05

estao na forma escalonada, pois satisfazem as condigoes (a) e (b) acima.

Exemplo 6.6. A matriz
1 00
-1 10
nao estd na forma escalonada, pois o primeiro elemento nao nulo da segunda

linha, que é -1, esta abaixo do primeiro elemento nao nulo da primeira linha,
e nao a direita.

Definicao 6.7. Dizemos que uma matriz estd na forma escada se ela estiver
na forma escalonada e, além disso,

(i) O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula € igual a 1. Tal
elemento € chamado pivo;

(ii) O pivé de cada linha € o unico elemento nao nulo da coluna em que ele
estd.
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Exemplo 6.8. A matriz

estd na forma escada, pois satisfaz as condigoes da definicao anterior. A
matriz

10 0 0
01 -1 0
00 1 0

estd na forma escalonada, mas nao estd na forma escada, pois o pivo da
terceira linha néo é o tinico elemento nao nulo da coluna em que ele estd (no
caso, terceira coluna).

Teorema 6.9. Toda matriz nao nula € equivalente por linhas a uma unica
matriz na forma escada.

Portanto, sempre é possivel obter uma matriz na forma escada a partir
de uma outra matriz nao nula, realizando um ntmero finito de operagoes
elementares.

Exemplo 6.10. Determine a forma escada da matriz

2 —4 13
B=1|1 -5 2
0 2 4
realizando operacoes elementares.
2 —4 13 1 -5 2 1 -5 2
1 -5 2| M2 2 4 13| P 00 6 9
0 2 4 0 2 4 0 2 4
ol 1 =52 . 1 -5 2] , ., 9, [1 =5 2
T8 o1 | Pk g 19| TS o 1 o
0 4 0 0 1 0 0 1
1 =5 0 1 00
fmlg2ts g1 o MRS 10 1 0
0 0 1 0 01

Portanto, a forma escada da matriz B é a matriz identidade. Veremos
adiante uma consequéncia deste resultado.
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6.1 Matriz Inversa

Definigao 6.11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A
possui inversa se existir uma matriz B de ordem n tal que

AB=BA=1,,

onde I,, € a matriz identidade de ordem n. Neste caso, também dizemos que
A € uma matriz inversivel e que B € a matriz inversa de A.

Nem sempre uma matriz admite inversa. No entanto, quando a matriz
inversa existir, ela sera tnica. De fato, suponha que A admita duas matrizes
inversas B e C, ou seja,

AB=BA=1, e AC=CA=1,.

Entao,
C=CI,=C(AB)=(CA)B=1,B=B.

Portanto, C' = B e a inversa de A é tnica.
Vamos denotar a inversa de A por A~!, ou seja,

AATT=ATA=1,.

Os dois préximos teoremas nos auxiliam a verificar se uma matriz é inversivel,
de duas maneiras diferentes: uma usando o determinante da matriz e outra
usando a equivaléncia de matrizes.

Teorema 6.12. Uma matriz quadrada A possui inversa se, e somente se,

1
det(A) # 0. Neste caso, det(A™1) = ————.
(4) # (4 = T
Teorema 6.13. Uma matriz quadrada A de ordem m possui inversa se, e
somente se, A € equivalente por linhas a matriz identidade I,,.

O Teorema 6.13 nos garante que uma matriz inversivel A pode ser redu-
zida a matriz I, realizando-se um numero finito de operagoes elementares.
Neste caso, como I,, estd na forma escada e a forma escada de A é tnica,
concluimos que I, é a forma escada de toda matriz inversivel A.

Existem dois métodos muito usados para determinar a inversa de uma

matriz, quando ela existe. Um deles é o método de Laplace, que nao seréd
apresentado aqui. O outro é o seguinte resultado:
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Teorema 6.14. Se A for uma matriz inversivel, entdo A~' serd obtida
aplicando-se a matriz identidade I, a mesma sequéncia de operacoes ele-
mentares necessarias para reduzir a matriz A a sua forma escada (matriz

identidade I,).

Na pratica operamos simultaneamente com A e [,, posicionando-as lado
a lado, de modo a formar a matriz:

(Al Ln)-

As operagoes elementares nesta matriz produzem operacgoes idénticas em
A e em I,. Pelo Teorema 6.13, se A for inversivel, entao A ~ I,,. E pelo
Teorema 6.14, I,, ~ A~! pelas mesmas operacoes que dao a equivaléncia entre
A e I,,. Portanto,
(AlL) ~ (I|A™).

Logo, ao realizar operagoes elementares na matriz (A|l,), assim que obti-
vermos I,, do lado esquerdo desta matriz, obteremos A~! no lado direito da
mesma matriz.

Exemplo 6.15. Caso exista, encontre a inversa da matriz

2 1
A= [1 0].
Primeiramente, veja que
2 1
P -

Como det(A) # 0, a matriz A possui inversa A~'. Como A tem ordem
2, para utilizarmos o método precisamos opera-la simultaneamente com a
matriz identidade de ordem 2. Assim, temos:

{2 11 0| el |1 0|0 1| rssre—2r, |1 0]0 1
(A”?)_L 010 1} 7 [2 1)1 o] 7 [0 11 =2

Deste modo,

é a matriz inversa de A.
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Exemplo 6.16. Se existir, determine a inversa de

2 01
B=11 21
3 21
Primeiramente, vamos verificar se B ¢é inversivel. Seu determinante é

dado como:
det(B) =4+0+2—-(04+4+46)=6—10=—4 #0.

Logo, a matriz B possui inversa B~!. Pelo método adotado, como B tem
ordem 3, precisamos opera-la simultaneamente com a matriz identidade de
ordem 3. Logo,

201[100 121010
(B‘Ig): ]_ 2 1|0 1 0 LﬁL)Q 2 O 1|1 0 0 L2*>L_2*>2L1
32 1/00 1 321001
1 2 1 |0 1 0 12 1[0 1 0], 1,
0 —4 -1 |1 —2 o "% Jo 4 —1]1 -2 0 i
32 1 ]0 0 1 0 -4 —2|0 -3 1
1 2 1 |0 1 0 2 1 |0 1 0
0 1 1 -1 1 o Bl g 1|1 1 g
0 -4 -2 |0 =31 00 —1 |—-1 —1 1

12100 1 0], 1, [t21]0 1 0
e [V U B I S S RS NS T [P S
001 |1 1 -1 00111 1 -1
120 [-1 0 1 1000 L 1
e I R R T = VI BN (N I R
00111 1 -1 00111 1 -1
Portanto,

0 1 1

gl |_1 1 %

2 4 4

11 -1

é a matriz inversa de B.
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6.2 Exercicios Resolvidos

1) Encontre, se possivel a forma escada das matrizes:

1
21
5

L A

1
a) A= |1
1

Realizando as operacoes elementares, obtemos:

Portanto, a forma escada de A é a matriz identidade de ordem 3,
o que significa que A é uma matriz inversivel.

1 3 -1
b)B=12 1 1]|;
3 -1 1

1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1
2 1 1| sl 5 o3| MLt 53
3 -1 1 3 -1 1 0 —10 4

i 13 -1 13 -1

e I e e e VI

0 —10 4 00 —

Lys—2iL 13 - LosLotSL 13 -1

T oo =2 TER o1 o

00 1 00 1
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Li—L1+Ls L1—L1—3Lo
Bl =i

1
0
0

S = W
O = O
—_— o O

1 0
0 0
0 1

Portanto, a forma escada de B também ¢é a matriz identidade de
ordem 3, o que significa que B é uma matriz inversivel.

2 -3 35
c) C=1|-1 4 5]|;
1 -3 4
2 -3 35 1 -3 4]
—1 4 5| M |1 o4 5| Pezhyh
1 -3 4 2 -3 35
1 -3 4 1 -3 4]
0 1 9 Wihodg 1 g femhagthe
2 -3 35 0 3 27
1 -3 4 10 31
0 1 9 Mg 1 9
0 0 0 00 0

Portanto, a forma escada de C' nao ¢ a matriz identidade, o que sig-
nifica que C' nao é inversivel. A forma escada de uma matriz que nao
admite inversa sempre tera pelo menos uma linha inteira nula.

2) Encontre, se existir, a inversa das seguintes matrizes:

2 -2 —4
a) D=|-1 3 4 |;
1 -2 -3

Inicialmente, precisamos calcular o determinante da matriz A.
Logo,

det(A) = —18 =8 — 8 — (12— 16 — 6) = —34 — (—34) = 0.

Como det(A) = 0 a matriz D ndo possui inversa.
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3 2
5 6];
-3 -2 7
Calculando o determinante da matriz E temos:

det(E) =35 — 54 — 8 — (=30 + 42 — 12) = —27 — 0 = —27.

Como det(F) # 0, a matriz F possui inversa. Pelo método de
inversao de matrizes, temos:

1 3 21]100 3 2 |1 00
(E|L)=1|2 5 6 |0 1 0] "2k -1 2 |-210
3 =2 7 00 1| PP o 7 1313 01
13 2 |1 0 0 13 2 |1 0 0
Paosle g1 —2 |2 —1 of 5™ o1 —2 |2 -1 0
07 13 |3 0 1 00 27 |-11 7 1
i 13 2 |1 0 0 1321 0 0
BT 01 -2 2 -1 0 Famlay2ls 010|§—§11 —é—?%
00 1 [-% % % 001 |-% £ 3
13018 ¥ -2 100 -E B -2
L1—L1—2L 39 13 ) Li—L1-3L> 32 13 2
_>3 Ololﬁll _72_7 ? 010 ﬁu —72—7 217
001 [-% % = 001 [-% % =
Portanto,
a5 8
27 27 27
E7 =% -3% %
u 7 1

é a inversa de E.
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Capitulo 7

Sistemas Lineares e suas
Solucoes

7.1 Sistema de Equacoes Lineares

Definicao 7.1. Um sistema de equacoes lineares com m equacoes e n varidveis
€ um conjunto de equacoes da forma

a111 + 122 + -+ A1 Ty — b1

9121 + A99%o + - - - + Aop T, = by

S
Am1T1 + Qpa®s + -+ + ATy = by
com a;;,b; € Rii =1,....mej =1,...,n. A solugao deste sistema €
dada por uma n-upla de nimeros reais (x1,Ta,...,T,) que salisfaz simulta-

neamente as m equagoes do sistema.

Consideremos um sistema de equacoes lineares com duas equagoes e duas
variaveis:

anxr +apy ==
51:{11 12Y 1

a21% + a2y = by
onde a;;,b; € R, 7,5 =1, 2.
Geometricamente, cada equagdo (cada linha) deste sistema representa
uma reta ry : a1 x + apy = by € 1o : agx + asy = by cujas posigoes relativas

podem se dividir em: paralelas distintas, paralelas coincidentes e concorren-
tes.
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Vamos analisar as posicoes de r; e ry no plano e compara-las com a solucao
do sistema S;.

a) 71 e ry sdo concorrentes (r; M 73);

Figura 7.1: Retas concorrentes.

Quando r; e ry sao concorrentes, elas se interceptam em um tnico
ponto I = (a,b). Neste caso, dizemos que o sistema S; é possivel e
determinado (SPD), pois possui uma tnica solugao S = {(a,b)} que é
dada pelas coordenadas do ponto 1.

b) r1 e ry sdo coincidentes (r; = ry);

1712

Figura 7.2: Retas paralelas coincidentes.

85



Neste caso, as retas r; e ro coincidem, isto é, se interceptam em todos
os seus pontos. Deste modo, o sistema S; possui infinitas solucoes, ja
que as equacoes de 1 e 7 sao multiplas uma da outra, ou seja, qualquer
ponto (x,y) pertencente a 1 (ou a rz) é solugao do sistema. Portanto,
dizemos que o sistema ¢é possivel e indeterminado (SPI).

c) r1 e ry sao paralelas distintas (r1 || 79);

8

7

-1

Figura 7.3: Retas paralelas distintas.

Neste caso, as retas r; e 7, nao se interceptam. Logo, o sistema S; nao
admite solucao, pois nao existem z,y que satisfacam as duas equacgoes
de S7 ao mesmo tempo. Portanto, dizemos que S; é um sistema im-
possivel (SI).

De acordo com os itens a), b) e ¢), concluimos que um sistema de duas
equacgoes e duas varidveis pode possuir uma tnica solucao, infinitas solugoes
ou nenhuma solucao.

Exemplo 7.2. Considere o sistema

r+y=20
Sl .
r—3y=-—12
Este sistema é equivalente a
3x + 3y = 60
xr—3y=—12

Somando ambas as equagoes, obtemos que 4x = 48, ou seja, x = 12. Subs-
tituindo x = 12 na equacao = + y = 20, obtemos que y = 8. Portanto, 5}
possui uma unica solugao S = {(12,8)}, sendo possivel e determinado.
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Geometricamente, temos que as retas r; : x +y =20ery : x — 3y = —12
sdo concorrentes no ponto P = (12,8).

Agora, considere um sistema de equagoes lineares com trés equagoes e
trés variaveis da forma:

a1 + a1y + a3z = bl
Sa 1 q 17 + agy + a3z = by

az1T + aspy + azzz = by

com agy, bz S R, ’L,j = 1, 2,3
Em R3, cada equacao de S, representa um plano, digamos:

T AT + apey + a3z = by;
Ty 21T + Al + G232 = by;

T3 1 31T + azey + agzz = bs.

As suas posicoes relativas sao dadas nos seguintes casos:

a) m, my e my sdo paralelos distintos (my || my || 73);

=
Ry e ol G Wy

Figura 7.4: Planos paralelos distintos.

Neste caso, nao hé intersecao entre os planos. Logo, o sistema S5 nao
admite solucdo, sendo chamado de sistema impossivel (SI).

b) m e my sdo paralelos distintos e concorrentes a 3;
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Figura 7.5: Planos paralelos distintos concorrentes a um terceiro plano.

Neste caso, os planos 7 e my nao possuem pontos em comum. Logo,
o sistema S, nao admite solucao, pois a solucao deve satisfazer as tres
equagoes ao mesmo tempo. Aqui também o sistema é impossivel (SI).

c) T, o € M3 Sa0 concorrentes em uma reta;

Figura 7.6: Planos concorrentes em uma reta.

Neste caso, a intersecao dos planos 7, my e w3 € uma reta. Logo,
tais planos possuem intimeros pontos em comum, ou seja, o sistema S
possui infinitas solugoes, sendo chamado de sistema possivel e indeter-
minado (SPI).

d) 7, my e w3 sdo concorrentes em um ponto;
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Figura 7.7: Planos concorrentes em um ponto.

Neste caso, a intersecao dos trés planos é um tnico ponto P, ou seja,
os planos possuem somente um ponto em comum. Deste modo, o sis-
tema Sy possui uma tnica solugao, sendo possivel e determinado (SPD).

e) mp, my e w3 sao paralelos coincidentes (m; = 7o = 73).

Figura 7.8: Planos coincidentes.

Neste caso, os trés planos coincidem, sendo formados pelo mesmo con-
junto de pontos. Portanto, o sistema S; possui infinitas solugoes,
também chamado de possivel e indeterminado (SPI).

Observacao 7.3. Quando dois planos sao coincidentes, as equagoes que o
determinam nao precisam ser iguais, mas sim uma multipla da outra.
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7.2 Resolucao de Sistemas Lineares

Na aula 02, estudamos dois métodos de resolucao de sistemas lineares
com duas equacgoes e duas variaveis: o método da adicao e da substituicao.
Esses métodos também sao vélidos para sistemas de ordens maiores, porém
nao sao praticos. Existem, portanto, outros métodos mais vantajosos, como
o método do escalonamento.

7.2.1 Meétodo do escalonamento
Dado um sistema de equacoes lineares da forma
a;1xry + appZe + ¢+ + a1y = bl

A21T1 + Q22X + * ++ + AopLy = b2

Am1T1 + A2l + -+ - + ATy = bm

podemos associd-lo a seguinte equacao matricial:

aip a2 -0 Aip I by
21 Qg2 - A2 T2 by
= 9
Am1l Am2 *°° Gmn Tn bm
ayjp a2 - Aip £y
Q21 A22 - d2p . . Z2
sendo C' = i i i ] a matriz dos coeficientes, X = | . | a
Am1 Am2 - Qmn Tn
by
. o ba . .
matriz das variaveis e B = | | | a matriz dos termos independentes.
bm,

Deste modo, o sistema S pode ser escrito matricialmente como C'X = B.
A matriz ampliada A do sistema é dada pela matriz C' mais uma coluna
determinada pela matriz B, ou seja,

aix Qa2 - Qip by

a1 Q@ -+ Qg Do
A=

Am1 Am2 - Qmp bm



Para o método do escalonamento iremos utilizar o seguinte resultado:

Teorema 7.4. Sistemas lineares que possuem matrizes ampliadas equivalen-
tes por linhas admitem o mesmo conjunto solugao.

O método do escalonamento para sistemas lineares consiste em realizar
operacoes elementares em sua matriz ampliada, a fim de encontrar uma ma-
triz escalonada ou na forma escada equivalente por linhas a matriz ampliada
inicial. Pelo teorema anterior, o sistema inicial possui as mesmas solugoes do
sistema associado & matriz na forma escalonada (ou escada).

Exemplo 7.5. Considere o sistema abaixo e resolva-o por escalonamento:

20 +y—22=10
S:¢3rx+2y+22=1
dr+4y+32=4

A matriz ampliada desse sistema é dada por

Devemos realizar operacoes elementares sobre as linhas de A a fim de
obter uma nova matriz ampliada na forma escada (poderia ser escalonada):

2 1 —2 10 2 1 —2 10 11 4 -9
32 2 1| Pl o4 g 2 9 1 9 10
54 3 4] 54 3 4 54 3 4
1 1 4 —9] 1 1 4 -9
fomlagzh g -1 —10 28| MRS o -1 —10 28
5 4 3 4 0 —1 —17 49
1 1 4 -9 11 4 —9
B25te o1 10 28] MR g 110 28
0 —1 —17 49 | 00 —7 21
hestry L L4 91 1149
27 o1 10 —28| g% g 1 o 2
00 1 -3] 001 -3
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110 3 100 1
bimbigdls g 1 g o | B2yl g 1 0 2
00 1 -3 00 1 -3
Portanto,
100 1
A=1010 2
00 1 —3

é uma matriz equivalente por linhas a matriz A cujo sistema associado é

Sidy=2
z=-3

Assim, temos que S = {(1,2,—3)} é a tnica solu¢ao de S’ e, portanto, do
sistema inicial S.

7.2.2 O Teorema do Posto

O Teorema do Posto é um resultado muito 1til quando nao queremos de-
terminar a solugao do sistema, mas queremos classifica-lo como SPD (solugao
tnica), SPI (infinitas solugoes) ou SI (sem solugao). Para enuncié-lo, preci-
samos de algumas definigoes.

Definicao 7.6. Seja A uma matriz de ordem m X n.

(i) O posto de A, denotado por pa, é o nimero de linhas nao nulas de A
quando A estiver reduzida a forma escalonada ou d forma escada.

(i1) A nulidade de A, denotada por na, é a diferenca n — pa, onde n € o
numero de colunas da matriz A.

Para o proximo resultado, considere um sistema de m equacoes lineares
e n variaveis na forma matricial

CX = B,

sendo C' a matriz dos coeficientes de ordem m X n e B a matriz dos termos
independentes de ordem m x 1. Denote por

A= (C|B)
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sua matriz ampliada.

Teorema 7.7. (Teorema do Posto) O sistema CX = B admite solugao se, e
somente se, ps = pc, ou seja, os postos de A e de C' coincidem. Além disso,

i) Se pa = pc = n, entdo o sistema terd solugao tnica;

ii) Se pa = pc = r < n, entao o sistema terd infinitas solu¢oes. Neste caso,
podemos escolher nc = n — r variaveis livres e as outras r variaveis sao
dadas em funcoes destas.

De acordo com o Teorema do Posto, dado um sistema linear, se o posto
da matriz ampliada A e da matriz dos coeficientes C' forem diferentes, entao
o sistema serd impossivel (SI). Caso contrario, temos duas possibilidades: se
os postos de A e de C' forem iguais ao nimero de colunas da matriz C', entao
o sistema serd possivel e determinado (SPD); se os postos de A e de C forem
menor do que o nimero de colunas da matriz C', entao o sistema sera possivel
e indeterminado (SPI).

Exemplo 7.8. Considere o sistema linear

r+y+z=3
2042 =2
y+2z=2

cuja matriz ampliada é dada por:

A:

o O =
— N
DO —
NN W

Realizando operacoes elementares em A até reduzi-la a forma escada,
obtemos:

111 3 111 3 11 1 3

021 2| 228 |o 1 2 2| B2 g1 2 2

01 2 2 021 2 00 -3 —2
FENEN F AR U ) 111 3
“8 o1 2 2 s g 1 o0 2
001 2 001%
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110% 100%
brzhatts g 0 3 paE e [V 0 3
00 1 2 00132

Portanto, ps = pc = 3 e o sistema é SPD, ou seja, ele possui uma tnica
solucao dada por S = {(g, %, %)}

Observe que as operacoes Ly —2L3, L1 — L3 e L1 — Ly nao sao necessarias
para se obter os postos de A e de C, pois eles nao se alteram entre a matriz
escalonada e a matriz na forma escada. A matriz na forma escada é mais
eficaz quando queremos encontrar a solucao do sistema.

Exemplo 7.9. Considere o sistema linear

rTH+2y—2=2
20 — 3y + 5z =11
T —5y+6z=5

A matriz ampliada do sistema é

1 2 -1 2
A=12 -3 5 11
1 =5 6 5

Realizando novamente as operacgoes elementares na matriz ampliada, ob-
temos:

1 2 -1 2 12 -12] , 1,
9 -3 5 11| Pl o0y 7 o7 7| T
1 -5 6 5| M7 dog 7 7 3

1 2 -1 2 12 -1 2

0 1 —1 —1| "st™e g 1 1 —1

0 -7 7 3 00 0 -4

Logo pc =2 e py = 3. Como pa # pc, o sistema nao possui solucao. De
fato, o sistema equivalente a ultima matriz é

rT+2y—z=>2
y—z=-—1
Oz 4+ 0y + 0z = —4
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Observe que a tltima equacgao nao é satisfeita para nenhum z,y,z € R.

Deste modo, o sistema inicial nao possui solucao.

Exemplo 7.10. Considere o sistema linear

r+y=0
20 +y+2=0
dr+3y+2=0

cuja matriz ampliada é
1 100
A=12 1 1 0
4 3 10

Realizando as operagoes elementares em A, temos:

110 1 1 00
21 1 Lamla2le Hg 1 1 | P25l
43 1 0 BB o —1 1 0

1 1 0 0 11 0 0

0 1 —1 0] "2 1o 1 -1 0

0 -1 1 0 00 0 0

Entao pc = pa = 2 < 3 (3 é o numero de colunas da matriz dos coefici-
entes). Logo, o sistema possui infinitas solu¢oes e apenas uma variavel livre,
pois ng = 3 — 2 = 1. Considerando o sistema associado a ultima matriz,

temos:

r+y=0

y—z2=20
Logo, x = —y e z = y. Fixando y como a variavel livre, obtemos o conjunto
infinito de solugoes

S={(-v.y,y); y € R}

Como o préprio nome diz, a variavel livre percorre todo R (conjunto infinito),
enquanto as variaveis x e z sao obtidas em funcao dela.
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7.3 Exercicios Resolvidos

1 Utilizando o método do escalonamento, solucione os seguintes sistemas
lineares:

3r+2y—122=0
a) qr—y+2=0 ;
20 — 3y +52=0

O sistema possui a seguinte matriz ampliada:

3 2 =12 0
A=1|1 -1 1 0
2 -3 5 0

Realizando as operacoes elementares em A, temos:

3 2 —12 0 1 -1 1 0

1 -1 1 o] 28 |3 o _19 of b

2 -3 5 0 9 -3 5 qf Bl
1 -1 1 oo, [T -1 10 1 -1
0 5 —15 0] =37 o 1 =3 of 2= (o 1
0 -1 3 0 0 -1 3 0 0 0

Portanto, pa = pc = 2 < 3 (3 é o ntiimero de colunas da matriz
dos coeficientes). Logo, o sistema possui infinitas solugoes. Para
obteé-las, considere o sistema escalonado

r—y+z=0

y—3z2=0
que resulta em y = 3z ex =y — z, ou seja, x = 3z — z = 2z2.
Tomando z como a variavel livre, o sistema é satisfeito sempre que

xr = 2z e y = 3z para qualquer z € R.

Portanto, o conjunto solu¢ao do sistema é

S ={(22,32,2); z € R}.
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r—y+z=1
b) 2z —y+z2=4
T—2y+22=0

A matriz ampliada deste sistema é

1 -1 11
A=12 -1 1 4
1 =2 2 0

Realizando as operacoes elementares:

1 -1 11 1 -1 1 1
9 1 1 4| iy 1 1 2
1 -2 2 0| 278 o 211 -1
1 -1 1 1
Lozlsglo g 1 1 9
00 0 1

Como py = 3 # 2 = pc, o sistema dado em b) néo possui solugoes.
Observe que apos realizar as operacoes elementares obtemos na
ultima equacgao:

Oz +0y+0z=1

0 que nao é satisfeito para nenhum x,y, z € R.

3r—2y+2=26
) et+y—z=4 ;
20+y—22=6

A matriz ampliada deste sistema é:

3 =2 1 6
A=11 1 -1 4
2 1 =26

Realizando as operacoes elementares:

3 -2 1 6 1 1 —1 4
11 -1 4| %2 {3 2 1 g eimth
2 1 -2 6 9 1 —2 ¢| fetsm2h



1 1 -1 4] 1 1 -1 47

0 -5 4 -6 =2 Jo -1 0 -—2f =5~

0 -1 0 -2 0 -5 4 —6

(1 1 -1 4] 1 1 —1 4] Las L,

0 1 0 2| Bl g1 o 2 T4

0 -5 4 —6] 00 4 4
11 -1 4 1105 100 3
01 0 2f M2y g 1 0 2| 25t g1 0 2
00 1 1 0011 0011

Deste modo, a solucdo do sistema dado em c¢) é dada por

z =

e o conjunto solucao é escrito como S = {(3,2,1)}.

98



Capitulo 8

Relacoes Trigonométricas

A trigonometria é a ciéncia responsavel pelo estudo das relagoes entre os
lados e os angulos dos triangulos. Vamos observar algumas dessas relagoes
métricas no caso particular dos triangulos retangulos. Para isso, introduzi-
remos o seguinte conceito:

Definigdo 8.1. Angulo (ou medida angular) € a medida de abertura atribuida
a regiao ou ao conjunto de pontos situados entre duas semirretas (ou dois
segmentos de retas) de mesma origem.

a® -

Figura 8.1: Angulo de vértice A.

Assim, quanto maior a abertura, maior é o nimero que representa tal
medida. A origem das semirretas (ou dos segmentos de retas) é também
chamada de vértice do angulo.

Um dos instrumentos usados para medir angulos é o transferidor cuja
unidade de medida é o grau, denotado por °. No entanto, podemos também
medir angulos em radiano (rad). Mais adiante, veremos a rela¢ao entre essas
duas unidades de medida.
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Figura 8.2: Transferidor.

Os angulos podem ser classificados como segue:

e angulo agudo é qualquer angulo com medida entre 0° e 90° (lé-se 0 grau
e 90 graus);

e angulo reto é aquele que mede exatamente 90°;
e angulo obtuso é qualquer angulo com medida entre 90° e 180°;

e angulo raso é aquele que mede exatamente 180°.

>50* =i80*

=90* - ~
L L 90 \
" v

agudo reto obtuso raso

Figura 8.3: Tipos de angulos.

8.1 Relacoes Métricas no Triangulo Retangulo

O triangulo retangulo é aquele que apresenta um angulo interno igual a
90° (ou 3 rad) e outros dois angulos com medidas menores do que 90° (angulos
agudos). O lado oposto ao angulo de 90° recebe o nome de hipotenusa e
sempre sera o maior lado do triangulo. Os dois lados menores sao chamados
de catetos.
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hipotenusa
I cateto

- cateto 8

Figura 8.4: Triangulo retangulo.

No que segue, fazer utilizar letras gregas («, 5, 0, ...) para denotar um
angulo e padronizar o radiano como unidade de medida. Vamos considerar
que o € (0, 7) seja um dos angulos internos de um triangulo retangulo ABC.
O lado BC' é a hipotenusa, AC' é o cateto oposto ao angulo a e AB € o cateto
adjacente a «, conforme a figura abaixo:

cateto oposto

A cateto adjacente B

Figura 8.5: Triangulo retangulo com angulo interno a.

Para simplificar a notagao, denotemos simplesmente por AB, BC e AC
as medidas dos segmentos que formam o triangulo ABC.

Nosso objetivo nas proximas secoes é analisar as relagoes trigonométricas,
também chamadas fungoes trigonométricas, conhecidas como seno, cosseno
e tangente. Tais relagoes sao baseadas nas razoes entre as medidas de dois
lados de um triangulo retangulo em funcao de um angulo.

8.1.1 Seno, cosseno e tangente

O seno de «, denotado por sen(«), é a razao entre as medidas do cateto
oposto a a e da hipotenusa do triangulo ABC"
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cateto oposto a @ AC

senfa) = hipotenusa BC

O cosseno de «, denotado por cos(a), é a razao entre as medidas do cateto
adjacente a « e da hipotenusa do triangulo ABC"

cateto adjacente a «  AB
cos(a) = = :

hipotenusa BC

A tangente de «, denotada por tg(«), é a razao entre as medidas dos
catetos oposto e adjacente a a:

cateto oposto a « AC

tg(a) =

 cateto adjacente a a " AB’

Outras funcgoes trigonométricas podem ser obtidas por meio do seno, do
cosseno e da tangente de #. Sao elas:

1 BC
cossec(er) = sen(a) T AC
ooy L _BC

W= cos(a) AB’
1 AB
) = i) ~ a0

denominadas cossecante, secante e cotangente de «, respectivamente.

8.1.2 Angulos notaveis

T i T
Os angulos de = (30°), — (45° —
s angulos 66( ),4( )e3

calculos trigonométricos e por isso sao chamados angulos notaveis.

(60°) sdo os mais frequentes nos

Nesta se¢ao, vamos deduzir o valor do seno, do cosseno e da tangente dos
angulos notaveis por meio de exemplos. Para isso, vamos utilizar o conhecido
resultado de trigonometria:

Teorema 8.2. (Teorema de Pitdgoras) Em um triangulo retingulo, o qua-
drado da medida da hipotenusa € igual a soma do quadrado das medidas dos
catetos. Observando a Figura 8.5, temos a sequinte igualdade:

BC?* = AC* + AB*.
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Considere um triangulo retangulo isésceles com angulo interno medindo
'/T . . .
1 radianos (45°) e os dois catetos medindo [/, de acordo com a figura

abaixo.

45°

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que h? = 2 + [? = 2I? e, portanto,
h=+V202 = +V2I.

Como a medida da hipotenusa é positiva, temos que h = v/2l. Por
definicao,

s cateto oposto a 7 l

1
sen(7) = hipotenusa 21 2

De modo analogo,

(7r) _ cateto adjacentea 7 [ 1 V2
RV hipotenusa V20 V22
¢ tet t z [
™ cateto oposto a §
ig(T) = e
4 cateto adjacente a 7 [
Portanto, sen(g) = COS(%) =5 tg(%) =1.

Considere um triangulo equildtero com cada lado medindo /. Sabemos

T
que cada um dos seus angulos internos mede 3 radianos (60°).
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Todo triangulo equilétero pode ser dividido em dois triangulos retangulos
T m
cujos angulos internos medem 6°3 radianos (30° e 60°), a hipotenusa

l
mede [, um dos catetos é a altura h e o cateto menor mede —.

Pelo Teorema de Pitagoras, [> = (%)2 + h?, ou seja,

hzzlz_ﬁ:zm—l? _ 3
4 4 4
Portanto,
312 V3l
4 2
i A ) V3l
Como cada lado do triangulo é positivo, concluimos que h = ——. Por
definicao,
T cateto oposto a ¢ é [ 1 1
sen(—) = . =T =c7=5.
6 hipotenusa I 2 1 2
De modo analogo,
(71') _ cateto adjacente a § @ B V3l 1 B V3
o8 6’ hipotenusa 2 12

s cateto oposto a %
tg(=) = =

6 cateto adjacente a %

N | —~
S
~
Sl
w

“|%

MMM.N
%
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o T .
Repetindo o processo para o angulo de 3 radianos, obtemos:

T g _ VA1 _V8
37 2 1 27

I
5 L1 1
VN=2_-_._ =
o3 = 173173
e &
N 3l 2
wl=2 =Y 25
: 2 1
1
Porte:fto, Sen(%) = cos(g) =2 COS(Z) = sen(z) = \/73, tg(%) =
e tg(=) = V3.

3

Resumimos todos os valores encontrados na seguinte tabela:

™ ™ v

o 2 (45° - o

= o07) [ T a5 [ (607)
1 V2 V3
sen — R — —
2 2 2
V3 V2 1
CcoS — — —
\33 2 2

8.2 Exercicios Resolvidos

1. Determine o valor de z em cada triangulo.
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3
a) Sabemos que sen(60°) = - e pela figura temos que

. b
sen(60°) = %"
Logo,

b_ V3
26 2

263
2

b= 13V3.

Pelo Teorema de Pitagoras,

(26)2 = 2 + (13V/3)?

676 = x* + 507
z? = 169
T = i\/@
x = +13.

Como x > 0, obtemos = = 13.

45°

2
b) Sabemos que cos(45°) = g Pela figura, obtemos:

cos(45°) = %.
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Logo,

V2 a
2 22
224/2 = 2q
a:11\/§.

Pelo Teorema de Pitagoras,

(11v2)% 4 22 = (22)?

242 4 x? = 484
z? = 242
T = i\/@
r=+11V2.

Entdo, z = 11/2, pois = > 0.

3 1
¢) Sabemos que sen(60°) = - e sen(30°) = o Por outro lado,

baseados na figura acima temos que:

b
sen(60°) = 5 © sen(30°) = (E)
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Logo,

18 2
2% = 18V/3

b V3

b=9V3

e
c

sen(30°) = ——

(30 9v/3
1_ c

2 93

9v/3

c=——.
2

Pelo Teorema de Pitagoras,

° + 2 =1

r? + <%> = (9v/3)?

2
243

A ) Y/

27
Entao x = DR pois = > 0.

4
243

2_943 - ==
v 1

, 972 243

11
2 129

X

2. Para determinar a altura de uma torre, um topdgrafo coloca o teodo-
lito a 100m da base e obtém um angulo de 30°, conforme mostra a
figura. Sabendo que a luneta do teodolito esta a 1, 70m do solo, qual é

aproximadamente a altura da torre?
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100 m

Sabemos que tg(30°) = \/?g Pela figura,

h/
tg(30°) = —
8(30%) = 7550
onde A’ = h — 1,70. Portanto,
h—1,70 3
100 3
1
h—1,70 = O%\/g
1
h = 0%\/3—1—1,70 m.

Para saber o valor aproximado da altura da torre em metros, vamos
fazer v/3 ~ 1,73205081. Logo, h ~ 59,43 metros.

. No triangulo retangulo abaixo, considere tg(a) = 2. Sabendo-se que
a hipotenusa desse triangulo é 5, qual é o valor do seno desse mesmo
angulo?

h=5
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Como

concluimos que x = 2y. Pelo Teorema de Pitagoras, 2% +y? = 25. Logo,
22 +y2 =25 = 42 +12 =25 = 5y =25 = y?=5.

Portanto, y = ++v/5. Como y > 0, temos que y = V5 ez = 2V5.
Voltando ao triangulo,

_2V5
h 5

sen(a) =

. Dado o triangulo ABC, determine os valores do seno, do cosseno e da
tangente do angulo dado em A.

5
B
a)
4 3
sen(A) = =, cos(4) = v tg(A) = 1
B
6
C A
2
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b) Pelo Teorema de Pitdgoras, AB? = 62 + 22 = 40, ou seja, AB =

24/10. Logo,
6 3 3v10
sen(A) = = = )
2v/10 /10 10
2 1 v 10
cos(A) = = = :
2v/10 /10 10
6
A —_ - =
tg(d) =5 =3
B V5 IjC
2V3

A
¢) Pelo Teorema de Pitagoras,
(V5)? + (AC)? = (2v3)°
5+ (AC)? =12
(AC)* =7
AC = /7, pois AC > 0.
Logo,
1
sen(A) = ﬁ = ﬁ
2v/3 6
21
cos(A) = ﬁ = £
2v/3 6
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Capitulo 9

Funcoes Trigonométricas

9.1 O Circulo Trigonométrico

O circulo trigonométrico, também chamado de ciclo ou circunferéncia
trigonométrica, é uma representagao grafica que auxilia no calculo das razoes
trigonométricas. Ele é uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem do
plano cartesiano.

Figura 9.1: Circulo trigonométrico.

De acordo com a simetria do circulo trigonométrico, o eixo vertical (eixo
das ordenadas) corresponde ao seno do angulo central a cujo vértice esta no
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centro da circunferéncia. De modo anélogo, o eixo horizontal (eixo das abs-
cissas) corresponde ao cosseno de a. De fato, se (x, y) é um ponto pertencente
ao circulo trigonométrico, entao

sen(a) = Y e cos(a) = z,
1 1
ou seja, y = sen(a) e x = cos(a). Portanto, cada ponto (x,y) do circulo esta
associado ao angulo a da seguinte maneira:

(x,y) = (cos(a), sen(a)).

9.1.1 Medindo o circulo trigonométrico

Assim como no triangulo retangulo, no circulo trigonométrico a medida
de um angulo pode ser dada em grau (°) ou em radiano (rad).

A circunferéncia é dividida em 360 partes iguais ligadas ao centro, sendo
que cada uma delas apresenta um angulo que corresponde a 1°. Logo, uma
volta completa de circunferéncia corresponde a 360°.

/2=90°
2m/3=120°, V3/2 m/3=60°
......................... ' RR—
c :
3m/4=135° : V212 : T/4=45°
511/6=150°, 12 m6=30°

7=180° iNaR iz i b2 2z e

AR S IR B SR OURPRRURIOE SR e 11TI6=3300
TnE=2100\ : : i

" FESRR S - ¢ Tm/a=315°

o 511/3=300°

4m/3=240°

3m/2=270°

Figura 9.2: Graus e radianos no circulo trigonométrico.
Por sua vez, 1 radiano corresponde ao angulo subtendido por um arco

do circulo trigonométrico cujo comprimento seja igual ao raio deste mesmo
circulo, o que equivale a aproximadamente 57, 29°.
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Como o raio da circunferéncia é igual a r = 1 e o seu comprimento é
igual a 277, temos que uma volta completa de circunferéncia corresponde
a 2m radianos. Logo, para converter as unidades de medidas de grau para
radiano, e vice-versa, utilizamos uma regra de trés usando a seguinte relacao:

27 rad = 360°.
Na Figura 9.2, apresentamos alguns angulos em graus e em radianos, e

seus respectivos valores de seno e cosseno.

Exemplo 9.1. Qual a medida de um angulo de 20° em radianos?

27 rad — 360°
z rad — 20°
407 s
360z Or = =z 260 = 9 ra

. ™ .
Portanto, 20° equivale a 3 radianos.

9.1.2 Quadrantes do circulo trigonométrico

O quadrante é qualquer uma das quatro partes iguais em que se pode
dividir uma circunferéncia. Logo, no circulo trigonométrico existem 4 qua-

drantes.

2° Quadrante | 1° Quadrante

3° Quadrante | 4° Quadrante

Figura 9.3: Quadrantes do circulo trigonométrico
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Podemos analisar o sinal do seno e do cosseno por meio dos quadrantes.
Como o seno de um angulo corresponde ao eixo das ordenadas, ele é positivo
no 12 e 22 quadrantes e negativo no 3° e 4° quadrantes. Como o cosseno
de um angulo corresponde ao eixo das abscissas, ele é positivo no 1° e 4°
quadrantes e negativo no 22 e 3° quadrantes.

I I
seno cosseno

+ | + - |+

- - - +

Figura 9.4: Sinal do seno e cosseno.

9.1.3 Formulas da adicao e subtracao

Considere dois angulos o e . Existem férmulas trigonométricas que nos
auxiliam no calculo do seno, do cosseno e da tangente da soma e da diferenca
desses angulos. Assim, para todo «a, 5 € R, temos:

sen(a + ) = sen(a) cos(f) + sen() cos(a);
sen(a — ) = sen(a) cos(5) — sen(f) cos(a);
cos(a + B) = cos(a) cos(3) — sen(a)sen(f);

cos(a — ) = cos(a) cos(3) + sen(a)sen();
tg(a) + te(8) .
1 — tg(a)tg(B)’

_ tg(a) —tg(B)
tg(a — B) = 1+ tg(a)tg(B)
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9.1.4 Arcos de circunferéncia

Em matematica, arco é a porcao compreendida entre dois pontos de uma
curva, chamados pontos extremos do arco. No caso da circunferéncia, a
amplitude de um arco é a medida do angulo correspondente com vértice no
centro da circunferéncia e definido pelos extremos do arco, conforme a figura
abaixo.

Figura 9.5: Arco de uma circunferéncia de raio 7.

A unidade de medida padrao do arco é o radiano, e menos usualmente
o grau. O angulo a apresentado na figura acima é chamado angulo central
da circunferéncia. A férmula que relaciona o comprimento [ do arco com o
angulo central correspondente, em radianos, ¢ dada por:

[l =ar,

onde r é o raio da circunferéncia. E desta igualdade que obtemos C' = 27r
para o comprimento da circunferéncia.
No caso do circulo trigonométrico, como r = 1, concluimos que

[ = a.

Portanto, no circulo trigonométrico a medida de um arco coincide com a
medida do angulo central correspondente. Por esta razao, vamos confundir
os conceitos de angulo e de arco daqui em diante.

Quando dois arcos tém as mesmas extremidades (a mesma origem e o
mesmo ponto final), dizemos que eles sao congruos. Mais especificamente, os
arcos correspondentes a « e  sdo congruos se, e somente se,

b =a+2mn

para algum inteiro n. Neste caso, n representa a quantidade de voltas com-
pletas dadas pelo arco.
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T 137 25w

Exemplo 9.2. Os arcos e e 5 sao cONgruos, pois
137 = 20w
—=—=+2 — =—=+2 2.
6 6 +27 e G 6 + s

9.2 Funcoes Trigonométricas

Nesta se¢ao, vamos tratar as relacoes trigonométricas estudadas até aqui
como funcoes de uma variavel real. Por esta razao, a partir de agora troca-
remos a notagao do angulo/arco de « para .

Como vimos anteriormente, o seno corresponde a projecao do arco x sobre
o eixo vertical, também denominado eixo dos senos. E o cosseno corresponde
a projecao do arco x sobre o eixo horizontal, também denominado eixo dos
COSSEnos.

s us
2 2]
///.’ —. L _‘H_\\
/ S / ,,,,,,,,,,,,,,
,f/ sen x /
[ x 0 r' Lo
Il ) —
m [2n | cos x PTF
\\\ / \
\\ / \
\_\_ -
3m [3n
2 2

Figura 9.6: Projecao do arco .

Portanto, a funcao seno é definida como uma funcao f : R — R tal que

f(z) = sen(x).
De modo anélogo, a funcao cosseno é definida como uma funcao g : R — R
tal que

g(x) = cos(z).
Veja que o dominio dessas fungoes é todo o conjunto R, pois podemos defini-
las para todo numero real. Ja a imagem dessas fungoes corresponde ao
intervalo real [—1, 1], pois

—1<sen(z) <1 e —1<cos(z) <1,
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para todo z € R. Os graficos das fungoes seno e cosseno sao curvas chamadas
sendide e cossendide, respectivamente.

-

sen(x)

.................

m2

Figura 9.7: Graficos das funcao seno e cosseno.

Geometricamente, obter a tangente de um arco é algo um pouco mais
complexo. Primeiramente, devemos tracar um terceiro eixo paralelo ao eixo
das ordenadas que tangencia o ponto (1,0), conhecido como eixo das tangen-

tes.

tg x

2m

Figura 9.8: Tangente no circulo trigonométrico.
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Ao unirmos a extremidade final do arco x ao centro do circulo trigo-
nométrico e prolongarmos o raio do circulo, obtemos um segmento de reta
que interceptard o eixo das tangentes no ponto (1,tg(z)). Portanto, a orde-
nada deste ponto nos fornece o valor da tg(z).

Analiticamente, a fungao tangente é definida como uma funcao h : R -+ R
tal que

h(z) = tg(x).
sen(x)) para que h esteja bem definida, a fungao cos(z) deve

cos(z)

ser diferente de zero, ou seja,

Como tg(z) =

x7ég+lm, VEkezZ
Logo, o dominio da funcao tangente é o conjunto
Dom(h) = {z € R; x#g—l—lm; keZ}.

Ja a imagem da funcao tangente é todo o conjunto R. O grafico de h é dado
abaixo:

L e L T

@

N

=
=
N

-------—---—---:-— T T T T T T '''"'“'“‘“‘'“‘//U/7mMmmMmmn
[ ———— S T, Y ———
T e, B L T TS ey

T T T T T LT T T ———————

. [

Figura 9.9: Grafico da fungao tangente.
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9.2.1 Periodo das funcoes trigonométricas

Definicao 9.3. Uma funcao f : R — R € dita periddica se existir um nimero
p € R tal que

flx+p) = f(z),

para todo x pertencente ao dominio de f. Chamamos de periodo da func¢ao
ao menor numero positivo p que verifica esta igualdade.
A fungao seno é periddica de periodo 27, ou seja,
sen(z) = sen(x + 2m) = sen(x + 47) = - - - = sen(x + 2km),

para todo x € R e k € Z. De fato, pela férmula do seno da soma de dois
angulos, temos que

sen(x + 2km) = sen(x) cos(2km) + cos(z)sen(2k).
Como cos(2km) =1 e sen(2km) = 0 para todo k € Z, concluimos que
sen(z + 2km) = sen(z) - 1 + cos(z) - 0 = sen(z),

para todo k € Z. Em particular, podemos tomar k = 1.
De modo andlogo, a fungao cosseno também é periddica de periodo 2,
ou seja,

cos(x) = cos(x + 2m) = cos(x + 4m) = - - - = cos(x + 2k7),

para todo x € R e k € Z. De fato, pela formula do cosseno da soma de dois
angulos, temos que

cos(x + 2km) = cos(x) cos(2km) — sen(x)sen(2km).
= cos(z) -1 —sen(z) -0

= cos(z).
A fungao tangente é periddica de periodo m, ou seja,

tg(z) = tg(z + m) = tg(z + 2m) = - - - = tg(x + km),
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para todo x # g + km, com k € Z. De fato, como

() sen (k)

=0
cos(km) ’

pela formula da tangente da soma de dois angulos, temos que

ta(z + k) = 8@ Ftalkr) _ ta(w) +0

= T te(oglhr)  1-te(x) 0 BW):

Em termos graficos, as fungoes periddicas repetem a curva do seu grafico
em intervalos de amplitude igual ao seu periodo, fato que podemos verificar
nos graficos das fungoes trigonométricas.

9.3 Exercicios Resolvidos
1. Utilizando os angulos notaveis, calcule:
a) sen(15°);

sen(15%) = sen(45° — 30°)
= sen(45°) cos(30°) — sen(30°) cos(45°)

b) cos(75°);

cos(75°) = cos(30° + 45°)
= c0s(30°) cos(45°) — sen(30°) cos(45°)
V3 V2 1 V2

2 2 2 2

c) tg(255°);
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tg(255°)

(G

cos(3 - 2m) 5 — sen(3 - 27)

t
tg(75°)
t

g(75° + 180°)

2(30° + 45°)

 tg(30°) + tg(45°)

1
2
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1 — tg(30°)tg(45°)
-3
V3+3

3
3-V3

3
V3+3 (3+V3)

3—v3 (3++3)
e,

9—3
34+6v3+9

6
12+ 6V/3
6

2+ /3.

187 7
3 3

cos (297 — co (!
) _
:COS<

o) m 5) e ()

T
67+ )
7T+3

—_
|
w w

V3
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2. Verifique se as igualdades abaixo sao verdadeiras ou falsas e justifique.

() ()

™

5 2
Portanto, sen (%) Z# sen (Zﬂ)’ visto que sen (Z) = g
b) sen(2m — x) = sen(z), para todo = € R;

sen(2m — ) = sen(27) cos(x) — sen(x) cos(2m)
=0-cos(z) —sen(z) - 1

= —sen(x).

Portanto, sen(2m — z) # sen(z).

c) cos (g) = cos (27r — g>,

COS (271' _ E) = cos(2n) cos (E> + sen(27) sen (E)

6 6 6
V3 1
—1.Y2490.=
2 * 2
V3
=5
Portanto, cos <%) = cos (27r — %)

3. Em cada triangulo retangulo, determine a medida x indicada.

123



13 cm

4
a)
Temos que se <W>—x Como se (ﬁ>—\/§ concluimos que
mos qu n4—13.mn4—2,nu1mqu
r V2
13 2
13v/2
r=—".
2
20 cm
/3
X
b)
1
Temos que cos (Z) = ﬁ. Como cos (Z) = —, obtemos:
3 20 3 2
r 1
20 2
z = 10.
X
4
10

Como tg <E> = 1% e tg (%) = 1, concluimos que % = 1. Logo,
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Capitulo 10

Identidades Trigonométricas

As identidades trigonométricas sao igualdades que relacionam as fungoes
trigonométricas. Elas sao utilizadas quando precisamos simplificar expressoes
ou definir novas funcoes.

A primeira identidade trigonométrica, ja apresentada neste material, é a
tangente dada como a razao entre as funcoes seno e cosseno:

ta(z) = sen(x)

cos(x)’

Esta igualdade é conhecida como a primeira relacao fundamental da trigono-
metria. Neste capitulo, veremos outras relagoes trigonométricas fundamen-
tais, como a cossecante, a secante e a cotangente.

10.1 Cossecante, Secante e Cotangente

A funcao cossecante é a razao inversa da funcao seno, ou seja,

1

sen(z)

cossec(x) =

Para esta funcao estar bem definida, o seno nao pode se anular. Deste modo,
o arco x nao pode ser da forma km, com k € Z. Portanto,

Dom(cossec) = {x € R; x # km, k € Z}.

Na Figura 10.1, a cossecante de x é representada pelo comprimento do
segmento C'D, em vermelho, onde C' é o centro do circulo trigonométrico e
D ¢é o ponto de interse¢ao do eixo dos senos e da reta tangente a B, sendo B
a extremidade final do arco x.
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1
: y,q\

Figura 10.1: Cossecante no circulo trigonométrico.

No circulo trigonométrico, o sinal da cossecante coincide com o sinal do
seno, ou seja, positivo no primeiro e segundo quadrantes, e negativo no ter-
ceiro e no quarto quadrantes.

&

Figura 10.2: Sinal da cossecante.

Assim como a func¢ao seno, a fungao cossecante é peridédica de periodo 2,
pois
1 1
sen(z +2m)  sen(x)

cossec(x + 2m) = = cossec(x).

Esta propriedade pode ser observada no grafico da funcao apresentado a
seguir:

126



w
|
n
|
(=]
-
nN
T T L L L L L LT o | CL L L L L L L L T T T T T T s pespeyey=
E-N
o
MO’J
e et B ettt
---------------------------g%.----------------------------------

Figura 10.3: Gréfico da fungao cossecante.

A funcao secante é a razao inversa da fungao cosseno, ou seja,

1
sec(r) = ——.
cos(z)
Como o cosseno neste caso nao pode se anular, o arco z nao pode ser da
T
forma 5 + k7, com k € Z. Logo,

Dom(sec) = {z € R; = # g + km; k€ Z}.

Geometricamente, conforme a Figura 10.4, a secante de = é representada
pelo comprimento do segmento C'D, em vermelho, onde C' é o centro do
circulo e D é o ponto de intersecao do eixo dos cossenos e da reta tangente
a B, sendo B a extremidade final do arco x.
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Figura 10.4: Secante no circulo trigonométrico.

No circulo trigonométrico, o sinal da secante coincide com o sinal do cos-
seno, sendo positivo no primeiro e quarto quadrantes e negativo nos demais.

Figura 10.5: Sinal da secante.

Assim como a funcao cosseno, a funcao secante € periddica de periodo 2,
pois
1 1
cos(x +2m)  cos(x)

sec(x + 2m) = = sec(x).

Seu gréfico ¢ esbogado a seguir:
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Figura 10.6: Grafico da fungao secante.

A cotangente é definida pela razao inversa da funcao tangente:

cotg(r) = @)
Como tg(z) = iirslgg’ temos
cote() = senl(a:) - ;:erlég
cos(z)

e, portanto, a cotangente esta definida para todo x que nao anula a funcao
seno. Logo,
Dom(cotg = {x € R; = # km; k € Z}.
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Na Figura 10.7, a reta paralela ao eixo dos cossenos e tangente ao circulo
no ponto B é chamada eixo das cotangentes. A cotangente de x é repre-
sentada pelo comprimento do segmento BA, onde A é o ponto de intersecao
entre um lado do arco X e o eixo das cotangentes.

Figura 10.7: Cotangente no circulo trigonométrico.

Por defini¢ao, o sinal da cotangente no circulo trigonométrico coincide
com o sinal da tangente, ou seja, positivo no primeiro e terceiro quadrantes,
e negativo no segundo e quarto quadrantes.

Figura 10.8: Sinal da cotangente.

Assim como a tangente, a funcao cotangente é periddica de periodo T,
pois
tg(x + 2m) ! ! tg(z)
cotg(x + 2m) = = = cotg(x).
& tg(z +2m)  tg(x) &
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Podemos verificar tal periodicidade no gréafico a seguir:

icas

tr

rd

1gonome

10.2 Outras Identidades Tr

Existem outros exemplos de identidades trigonométricas, sendo uma delas
a mais conhecida: a identidade fundamental da trigonometria (ou identidade

de Pitdgoras), que estabelece uma relagao entre o seno e o cosseno de um

A~

lo. Nesta se¢ao, apresentaremos também as identidades de arco duplo.

angu
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Proposicao 10.1. Para todo x € R, temos vélidas as seguintes identidades:
a) sen?(x) + cos®(z) = 1;
b) tg?(z) + 1 = sec?(x);
c) cotg®(z) + 1 = cossec?(z).

Para verificar a primeira delas, lembremos que cada ponto (z,y) do circulo
trigonométrico esta associado ao angulo « pelas igualdades:

r =cos(a) e y=sen(a).

SeNOig = = — — —

COS0x

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que 22 + 3% = 1, ou seja,
cos?(a) + sen’(a) = 1,

que ¢ a Identidade Fundamental da Trigonometria.
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Para os itens b) e c), facilmente vemos que:

tg*(r) +1= (Sen(x))Q +1

cos(x)

_ sen®(x)

cos?(x)
sen?(x) + cos?(x)
cos?(x)
1
cos?(x)

()

= sec?(z).

cotg®(z) +1 = (COS(I) ) 2 +1

sen(x)
cos?(z)

sen?(x)
cos?(z) + sen?(x)
sen?(x)
1
sen?(z)

()

= cossec? ().

Proposicao 10.2. Para todo =z € R, temos as seguintes identidades do arco
duplo:

a) sen(2x) = 2sen(x) cos(x);
b) cos(21) = cos?(x) — sen?(x):

c) tg(2z) = %
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Para verificar essas tltimas trés igualdades, vamos utilizar as férmulas do
seno, do cosseno e da tangente da soma de dois arcos. Entao, temos:

sen(2z) = sen(x + x)
= sen(x) cos(x) + cos(z)sen(x)

= 2sen(z) cos(x),

cos(2z) = cos(x + )
= cos(z) cos(z) — sen(x)sen(z)

= cos?(z) — sen’(x),

tg(2x) = tg(x + o)
tg(z) + tg(z)
1 —tg(z)tg()
_ 2tg(x)
1—tg*(z)’

10.3 Exercicios Resolvidos
1. Mostre que sec(%) + sec(%) — cossec(%) + cossec(T) = 0.

1

Sabemos que sec(z) = cos() e cossec(z) = —r Entao,
1 1 1 1
s ™y T imy —
sec(%§) +sec(F) — cosec(§) 4 cosec() cos(Z) " cos(®  sen(®) | sen(Tz
1111
1ty 1 \»pa
2 T2 2 2
2 2
V2 2
= 0.
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2. Prove as seguintes identidades trigonométricas:

) 1 — sen?(x)

km
_ = tod — k € 7,
cotg(z)sen(z) cos(x), para todo = # 5 Com :

Como sen?(z)+cos?(x) = 1, vale que 1—sen?(x) = cos?(z). Entao,

1 —sen’(x)  cos®*(x)

cotg(x)sen(z)  cos(z)

cos(z)

¢) (tg*(x) +1)(1 —sen®*(z)) = 1, para todo & # F + km, com k € Z;

Sabemos que tg?(z) + 1 = sec?(x) e que 1 — sen?(x) = cos?(x).
Logo,

(14 tg?(z))(1 — sen?(x)) = sec?(z) cos®(x)

—_
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d) sec(x) — cos(z) = sen(x)tg(x), para todo x # § + km com k € Z;

1
Sabemos que sec(z) = . Além disso, como sen?(x)+cos?(x) =
cos(x

)
1, entao sen®(z) = 1 — cos?(x). Logo,

sec(z) — cos(z) = — cos(x)

1 cos’(x)
cos(r)  cos(x)
1 — cos?(z)

cos(x)

sen?(x)

cos(x)
sen(z)sen(z)
cos(x)

sen(x) n cos(z)

= 1, para todo x # k—ﬂ, ke Z.
cossec(z)  sec(x) 2

1 1
e sec(z) = cos(@)

Como cossec(x) = , temos:

sen(z)

sen(x) cos(r)  sen(x)  cos(w)
cossec(r) * sec(x) 1 1
sen(z)  cos(z)

= sen(x)sen(x) + cos(x) cos(x)
= sen®(r) + cos(z)
=1.
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