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Resumo

O Jogo Torre de Hanoi, além de possuir uma lenda interessante,
tem também muita matematica. Vamos descobrir onde?
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1 A Lenda

Conta a lenda deste jogo, que ha muitos séculos num templo oriental teriam
sido erguidas duas colunas de prata e uma de ouro. Ao redor de uma das
colunas de prata haviam 100 discos perfurados, com raios decrescentes, colo-
cados uns sobre os outros de modo que o maior disco fique sob o disco de
menor raio. Cada devoto que visitasse o templo deveria mover um disco de
uma coluna para a outra respeitando as regras do jogo. Quando todos os 100
discos estivessem sido transferidos para a coluna de ouro o mundo acabaria.
Qaunto tempo levaria? Vamos responder essa pergunta.

2 Perguntas e Respostas

Tem-se n discos de diametros decrescentes em volta de uma haste A, dispoe-
se de outras duas hastes B e C. Queremos transferir a pilha de discos da
haste A para a haste C. Veja a figura 2.
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Figura 1: Situagao Inicial

O problema consiste em transferir toda a pilha de discos para uma das
hastes, deslocando um disco de cada vez para qualquer haste, de modo que
nenhum disco seja colocado sobre o outro de diametro menor.

Algumas perguntas surgem imediatamente:

a) O jogo tem solugao? Como resolver?
b) O jogo admite solug¢do para todo n?
¢) Qual o nimero minimo de movimentos para se conseguir a solugao?

A resposta para a primeira pergunta ¢é afirmativa: o jogo admite solucao
para todo n. Vamos provar por inducao.

Seja P(n): o jogo com n discos tem solugdo. Seja S o conjunto dos
nimeros naturais que tornam P(n) verdadeira. Claramente P(0) é ver-
dadeiro. Supondo que P(n) é verdadeira, vamos supor que temos um jogo
com (n + 1) discos. Veja figura 2l

Resolve-se o problema com os n discos superiores. Obtém-se a seguinte
situagao dada pela figura 2:

A seguir poe-se em C o que estd em A, veja figura 2.

Finalmente resolve-se novamente o problema com n discos para colocar a
pilha da haste B para a haste C e o problema dos (n+ 1) esta resolvido. Fica
provado assim a possibilidade de solugao do jogo para um nimero qualquer
de discos. Segue que S = N.
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Figura 2: Problema com n + 1 discos

Para resolver o problema com (n + 1) discos tivemos que resolver o prob-
lema com n discos duas vezes. Se .J,, € o menor numero de movimentos para
resolver o problema com n discos, entao J,.1 = 2.J, + 1, pois movemos uma
peca a mais na ultima jogada.

AFIRMACAO: J, = 2" — 1.
Por inspecao: J; =1, Jy=3=22—1¢ J; =7 =23~ 1. A demonstracao é
por inducao, é um exercicio.

Assim, se cada segundo um devoto movesse um disco, o tempo minimo
para que ocorresse a tragédia seria 219 — 1 segundos o que d4 aproximada-
mente 300 x 10'® séculos.



Figura 3: O Problema foi resolvido com n discos

Figura 4: Resolve-se novamente o problema com n discos



