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1 Definicdes de integrais imprdprias

Uma condic¢do necessdria para que uma fungéo f : [4,b] — R seja integravel
(segundo Riemann) é que f deve ser limitada. Observe que temos duas condigdes
bésicas: a fungdo f é limitada e o dominio de integracdo [a,b] é compacto. Vamos
estudar integrais de fun¢des quando uma dessas hipéteses é omitida, ou seja, as inte-

grais improprias.

Defini¢ao 1.1 Dizemos que uma fungdo f é localmente integrdvel em um intervalo I

se f é integravel em qualquer intervalo [a,b] C I.

Exemplo 1.2 A fungdo f(x) = sen(x) é localmente integravel em (—oo,0). A fungéo

h(x) = y/x é localmente integravel em [0, c0).

Defini¢do 1.3 Seja f uma fungdo localmente integravel em [a, o). Definimos a integral
impropria

/:of(x) dx = lim /atf(x) dx

t—o0
se o limite existir e for finito. Tal limite denomina-se integral imprépria de f esten-
dida ao intervalo [a,00). Neste caso, dizemos que a integral impropria é convergente.
Se lim / t f(x) dx for oo, - c0 ou ndo existir, dizemos que a integral impropria é diver-
a

t—o0
gente.

1
Exemplo 1.4 A fungéo f(x) = 2 é localmente integravel em [1, c0). Temos,
00 t t
/ lzdx = lim lzclleim(—1 )
1 X t=oo J1 X a—— x|
= lim (— 1+1) =1,
t—o0 t
® 1

ou seja, a integral imprépria / —5 dx é convergente.
1 X
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Exemplo 1.5 A fungdo f(x) = e* é localmente integravel em [0, c0). Temos,

t
t—o0 JO t—o0 0)

(o) t
/ efdx = lim [ e'dx = lim (ex
0

= 1 F_1)=
fm(E =D =

(o)
ou seja, a integral improépria / e* dx é divergente.
0

Exemplo 1.6 A fungdo f(x) = cos(x) é localmente integravel em [0, o). Temos que

00 t
/ cos(x)dx = lim | cos(x)dx = lim sen(t)
0 t—o00 JO t—rc0

(o]

nao existe, ou seja , a integral improria / cos(x) dx é divergente.
0

Defini¢do 1.7 Seja f uma func¢do localmente integravel em (— oo, a|. Definimos

t— — o0

L/;f@ﬁhzzhm,ﬂaﬂ@dx

Se o limite existir e for finito, dizemos que a integral improépria é convergente. Caso

a
contrério, a integral imprépria / f(x) dx é divergente.
—00

Definic¢do 1.8 Seja f localmente integravel em IR. Definimos

[" swac= [ gt [T

00 0
desde que ambas as integrais impréprias / f(x)dxe / f(x) dx sejam convergen-
0 — oo

(e )
tes. Caso contrario, a integral imprépria / f(x)dx é divergente.
—00

Exemplo 1.9 A fungdo f(x) = e* é localmente integravel em (— oo, 0]. Temos

)

0 0
/ e*dx = lim e*dx = lim (ex

t——o00 Jt t—— 0o

= lim (1-¢€') =1,

t——o0
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0
ou seja, a integral imprépria / e’ dx é convergente.
— &0

Exemplo 1.10 Usando os exemplos 1.5 e 1.9, temos que a integral imprépria / e’ dx

— 0

é divergente.

Exemplo 1.11 A funcgéo f(x) =

é localmente integravel em (— oo, c0). Temos

14+ a2
© 1 toq !
o = / dx = lim arct

Jy e = fim [ e = fimarctg(v)|
7T
= 1. t - —.
fim arctg(t) = 5

. . 0 1 T
De modo analogo, também obtemos que / 52 dx = 5 Portanto,

/oo ;dx—/o dent/oode—zsz—n
S Y S P o 1+x277 2 2 7

1
Exemplo 1.12 A fungéo f(x) = o é localmente integravel em [1,00). Usando que

1 xl=p
/ﬁdx:1 , se p #1,

dx =In(x), se p=1,

—
SR,

obtemos que

(1) /oo 1 dx 1 sep > 1 seja, convergente
1 = p , Ou seja, ver ;
1 xP p—1 P ] g

© 1
(ii) / 7 dx = oo, se p <1, ou seja, divergente.
1

Exemplo 1.13 Vamos determinar o valor de / e  *x" dx, para n € N, usando indugdo
0

e integracgdo por partes.
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(i) Temos paran =1,

%) t
/ xe Ydx = lim | xe Ydx
0 t—o00 JQ

= lim | —xe *—e *
t—o0

)
= lim[(—te f—e ") +1]

t—o0

= 1=1.

(ii) Para n = 2, temos

00 t
/ x2e Ydx = lim [ x%e *dx
0

t—o0 JO
t t
—1—2/ xexdx)
0 0
t
= lim (tze_t-i—Z/ xe_xdx)
t—o0 0

= 2/ xe Ydx
0

= 2=2.

= lim (xze x

t—o0

(iif) De forma analoga obtemos / x>e *¥dx =6=23l
0

(iv) Suponha que / x" e~ *dx = n!. Temos,
0

oo t
/ e %dy = 1lim [ x"tle *dx
0 t—o00 JO
t
= lim [ — x"tle™*
t—o0

For [

0

x"e dx)
0

t
= lim (—t”“e_t—l—(n-i—l)/ x”e_xdx>
t—o0 0
= (n—l—l)/ xte Y dx
0
= (n+1)n!

= (n+4+1)!

oo
Portanto, / x"e " Ydx =n! (neN).
0



© KIT Cilculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia 6

Teorema 1.14 Suponha que f1, ..., fu sejam localmente integrdveis em [a, o0) e que / fi(x)dx
a

o0
sejam convergente, j = 1,2,...,n. Se ¢y, ..., ¢, S0 constantes, entio / (c1fi + ..+ cnfn)(x)dx
a

¢ convergente e

/aoo(mfl + o Fonfu)(x)dx = ¢ /aoofl(x) dx + ... + ¢y /aoofn(x) dx.

Demonstracgiao Se a < t < oo temos
t t t
/ (c1fa+ .o+ cnfu)(x)dx =1 / fi(x)dx + ..+ cn/ fn(x)dx.
a a a

Logo, passando o limite quando ¢ — co, obtemos o resultado. O

Defini¢do 1.15 Seja f uma fun¢do ndo limitada em (a,b] e integravel em [t,b], para
todo t € (a,b). Definimos a integral imprépria de f em (a,b] por

b b
/a f(x)dx = lim [ f(x)dx.

t—at Jt

b
Se o limite existir e for finito, dizemos que a integral imprépria / f(x)dx é
a

b
convergente. Caso contrario, a integral imprépria / f(x)dx é divergente.
a

1
—, x € (0,1]. Temos

Jx

Exemplo 1.16 Considerando a fung¢do f(x) =

1

Py fim [ L dx = lim 2%
/O—X—lm/tﬁx—lm X

ﬁ t—=0+F t—=0+
= lim (2-2vt) =2,

t—0+

t

11
ou seja, a integral imprépria / —=dx é convergente.
0

VX

Exemplo 1.17 Considere a fungdo f(x) = In(x), com x € (0, 1]. Temos,

1 1 1
| dx = 1l 1 dx = li | —
/0 n(x)dx Jim, | n(x)dx tir(%(x n(x) — x) t
= lim(t—tIn(t)—1) = -1,

t—0t+
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1
(pois lir51+ tIn(t) = 0) ou seja, a integral imprépria / xIn(x) dx é convergente.
t— 0

Defini¢do 1.18 (a) Seja f uma fun¢do ndo limitada em [a,b) e integravel em [a, t| para

todo a < t < b. A integral imprépria de f em [a,b) é definido por

bf(x) dx = lim tf(x) dx.
J /

t—b—

Se o limite existire for finito, dizemos que a integral imprépria é convergente.
Caso contrério, divergente.
(b) Seja f uma funcdo ndo limitada em [a, p) e (p, b]. Se as duas integrais improprias

p b
/ f(x)dxe / f(x)dx sdo convergentes, entdo definimos a integral imprépria de f
a p

em [a,b] como

b p b
[ feax= [ fdre [ pdx

1
Ix—1

1 1 t 1 3
dx = i / dx = lim 2(x —1)%/3
/0 x—1 * t—lgl 0 vVx—1 x t_1>r1r172(x )

(3 o3 3) 3
- tl—1>rln(2(t b 2)‘ 2

3
De modo andlogo, temos que /
1

Exemplo 1.19 Considere a funcio f(x) = . Temos

dx = lim

1 3 1
R —dx
vx—1 Pl /t Ix—1

3 1 1 1 3 1 3 3
= [ x| v = (Vi)
/0\3/x—1 * 0 vx—1 * 1 Jx—1 * 2( )

3
= > V4. Portanto,

Exemplo 1.20 Considere a integral imprépria

/02/7T (zxsen(l/x) — cos(l/x)) dx.

Temos,

/02/7T <2xsen(1/x) — cos(l/x)) dx

2/m
= lim (Zx sen(1/x) — cos(l/x)) dx

=0t Jt
2/ ﬂ)
t

4 4
= lim (—2 — 12 sen(l/t)) = 5

= lim (x2 sen(1/x)

t—0t+

t—0+t \ 7T
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pois lir(?+ t?>sen(1/t) = 0. De modo analogo, obtemos que
t—

/0 <2x sen(1/x) — cos(l/x)> dx = %

-2/
Portanto,
2/
/ (Zx sen(l) — cos(1>> dx
-2/ X X
0
= / <2x sen(l) — Cos <1)) dx
-2/ X X
2/
+/ <2x sen(1> — cos(l)) dx
0 X X

4 4 8

w2 o2 2

Exemplo 1.21 A fungdo f(x) = (1 — x) 7 é localmente integrével em [0, 1).

(a) Para p #1 temos

1—1 d li PR d
/0 (1—x)P AT (1—x)P *

— lim (wt)

t—1- p—1 0

) (1_t)1—P_1 1/(1—p), se p<1,
= Ilim =

t=1" p—1 o, se p>1.

(b) Para p = 1, temos

11 toq
/ dx = lim dx
o 1—x t—1-Jo 1 —x
t

= lim —In(1—x)
t—1- 0

= lim —In(1—t) = oo.
t—1-

Portanto,

1—x

/1 1 P 1/(1—p), se p <1 ( convergente),
— dx =
0 ( ) co, se p>1 ( divergente).
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Exemplo 1.22 Vamos determinar para que valores de p a integral imprépria
2/m
/ (pxp_lcos(l/x) +xp_zsen(1/x)) dx
0
é convergente. Temos,

2/m
/0 (p xP~teos(1/x) + xp_zsen(l/x)> dx

2/

d
= 1 — | xP
lim I (x cos(l/x)) dx

t—=0t Jt
2/
= lim x” cos(1/x)

t—0+ ¢

= lim — " cos(1/t).

t—0t

Para p > 0 temos que lim t? cos(1/t) = 0. Ja para valores p <0, o limite lim #” cos(1/t)
t—0+ t—0"

nao existe. Portanto, a integral imprépria é convergente se p > 0 e divergente se p <0.

p
Observacgado 1.23 (a) Na Definicdo 1.18 (b), se as duas integrais impréprias / f(x)dx
a

b
e / f(x) dx existem, entdo definimos a integral imprépria de f sobre [a,b] como a
p
soma
b p b
| fwdx= [ fwdx+ [ fix)dx,
a a p
ou com a notacdo de limite

—€ b

/bf(x) dx = lim ’ f(x)dx+ lim f(x)dx. (1.1)
a e—=0t Ja =0t Jp+o

Se esses dois limites existem, entdo também existe o limite

lim </apgf(x) ax + ’ f(x) dx) (1.2)

e—0+ p+e

e tem o mesmo valor. Entretanto, a existéncia do limite (2) ndo implica a existéncia de

(1). Por exemplo, considerando a fungdo f(x) = 1/x3 (e 0 < & < 1), temos

. —£ 11 . 1 1 1 1
Ji%i(/_l =LAy ﬁd") = Jhm, [(i—z—sz) - (z—@ﬂ =0

01 11
mas as integrais improprias / —dxe / — dx ndo existem (sdo divergentes).
-1X 0 X
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Definimos a integral imprépria de f (também chamada integral de Cauchy)
como a integral dada por (1). O limite (2)(quando existe) é chamado valor principal

b
de Cauchy da integral e denotado por v.p.c. / f(x)dx.
a

Generalizando, uma func¢do que tenha um ndmero finito de pontos onde nao
é definida ou ndo limitada pode ser tratada subdividindo-se o intervalo em subinter-

valos com esses extremos.

(b) Considere agora a integral improépria sobre (— o0, 00),

0 0 c
— 1 I / dx. 13
| _f@dx= tim [ fx)dxt lim [ f(x)dx (1.3)
A existéncia do limite
.
rh_)r& _rf(x) dx (1.4)

ndo implica que a integral impropria / f(x)dx seja convergente. Por exemplo,

7

S 0
lim [ xdx =0, mas / xdxe / x dx sdo divergentes. O limite (4), quando existe,
r—o0 J_ ¢ 0 — 00

é chamado valor principal de Cauchy da integral improépria sobre R e denotado por

v.p.C. /_oo f(x)dx.

2 Integrais Impréprias de Fun¢des Nao

Negativas

Nesta secdo vamos estudar as integrais improprias de fungdes ndo negativas.
Apresentaremos alguns testes para garantir que uma integral imprépria é convergente

ou divergente.

Teorema 2.1 Seja f : [a,00)— R uma fungio localmente integrivel e suponha que f(x) > 0.

Entdo a integral imprdpria / f(x)dx é convergente se, e somente se, fungio F(x) =
a
X
/ f(t)dt é limitada.
a

Demonstragio Como f(x) > 0 para todo x € [4, ), temos que F é uma fun¢do monétona
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ndo decrescente em [a, o). Portanto, a existéncia do limite lim F(x) equivale ao con-
X— 00

c
junto { / f(t)ydt: c> a} ser limitado. O
a

Teorema 2.2 (Critério da Comparagdo) Sejam f e g duas funcdes localmente integriveis

em [a,o0) e satisfazendo 0 < f(x) < g(x).

(i) Se / g(x) dx é convergente, entio / f(x) dx é convergente.
a a

(ii) Se / f(x) dx é divergente, entio / g(x) dx é divergente.
a a
00 t
Demonstracio (i) Temos que / g(x)dx = lim | g(x)dx =M < oo.
a

t—o00 a

Como 0 < f(x) < g(x), obtemos que, para todo a < t < oo,

/atf(x)dxg /atg(x)dxg /Ooog(x)dx:M.

t
Como a fungéo F(t) = / f(x)dx é ndo decrescente e limitada (0 < F(t) < M), resulta
a

t
que o limite lim F(t) = lim / f(x) dx existe e é finito. Portanto, a integral imprépria
t—o0 t—oo Jg

/ f(x)dx é convergente. O
a

Observacao 2.3 O Critério da Comparacdo é valido para qualquer tipo de integral
impropria. Ele é ttil se o integrando da integral imprépria é complicado mas pode

ser comparado com uma fung¢do que é mais facil de ser integravel.

Exemplo 2.4 Considere as fungdes f(x) = e *cos?(x) e g¢(x) = e * em [0,0). Temos

que
0<e *cos?(x)<e %,
Além disso, também temos que / e “dx =1, ou seja, convergente. Portanto, pelo
0

(o]
Teorema 2.2, a integral / e “cos?(x) dx é convergente.
0

12 + cos(mx)

d—x) dx.

Exemplo 2.5 Considere a integral imprépria /
0
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(i) Para p < 1e 0<x < 1, temos

2 4 cos(7tx) 3

R S T

1
Pelo Exemplo 1.21, temos que / dx é convergente se p < 1. Portanto,

12
aplicando o Teorema 2.2, obtemos que / 2+ cos(nx) cos(rrx)

0 (A=) dx é convergente (se p < 1).

(ii) Para p > 1, temos

1 L2+ cos(7x)

R GRS T s T

1
e como / =7 dx é divergente (se p > 1), entdo a integral imprépria
o (1—

12 4 cos(mx)
/o Ao dx

é divergente se p > 1.

Observagio 2.6 Seja f : [a4,00)— R uma fun¢do localmente integavel. Entdo se a <

1 < ¢ < oo temos

/acf(x)dx:/aalf(x)dx+/u:f(x)dx.

a
Como / f(x)dx é uma integral definida, fazendo c— oo, concluimos que se uma
a

(o) (o)
das integrais improprias / f(x)dx ou / f(x)dx for convergente, entdo a outra
a a]

também serd convergente, e neste caso
o0 a o
/ Flx)dx = / Flx)dx + / F(x) dx.
a a aq

Isto significa que todo teorema envolvendo convergéncia ou divergéncia de integral
improépria / N f(x)dx no sentido da Defini¢do 1.3 continua vdlido se as hipéteses
sdo satisfeit;s em um subintervalo [a1,00) de [a,00). Por exemplo, o Teorema 2.2
continua vélido se 0 < f(x) < g(x) em a; <x < oo, onde a; é algum ponto em [a, ).
Com isso, se f(x) >0 para algum intervalo [a1,00) de [4, o), mas ndo necessariamente
para todo x € [a,00), continuaremos a usar a convengao introduzida para fungdes néo
negativas, isto €, escrevemos / ” f(x)dx < oo se a integral imprépria converge. A
a

mesma observagdo é valida para qualquer tipo de integral imprépria.
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Exemplo 2.7 Considere, para p >0, a fun¢do

~ (x=1)P(2 +sen(x))
f(x) - (X _ 1/3)2P

Para x suficientemente grande temos que

1 (x —1)P(2+sen(x)) 4
< < —.
2xP — (x —1/3)2r — xP
De fato, para x > 1 temos
—1)P(2 +sen(x)) (x —1)F
0 < xF = xF (x <3P — - = .
(@0<xff(x)=x = 1/3 <3x (x—1/3)% g(x)
Temos que lim g(x) = 3. Logo, para todo ¢ > 0 existe M; > 0 tal que se x > M;

X—00

implica |g(x) — 3| <& (ou seja, 3 —e < g(x) <3+ ¢). Em particular, para ¢ = 1 existe
4
M; > 0 tal que x7 f(x) <g(x) <4, ou seja, f(x) < Lp para x> M;.

—1)? sen —1)7
) (x (1x) _(21 /+3)2P (x)) sz% — h(x). Como

xlgn h(x) = 1, dado qualquer ¢ > 0 existe M, > 0 tal que se x > M, temos

|h(x) — 1| <e. Em particular, para ¢ = 1/2 existe M, > 0 tal que h(x) >1/2. Logo,

1
xPf(x)>h(x)>1/2, ou seja, f(x)> ey para x > M. Com isso, escolhendo M =

max{Mji, M}, temos para x > M

(b) Também temos x¥ f(x) = x

1 < (x —1)P(2+sen(x))

<
2xP — (x —1/3)%F -

4
W.
Portanto, usando o Teste da Comparacdo e o Exemplo 1.12, temos que a integral

improépria

/°° (x —1)P(2+sen(x)) i
1 (x —1/3)%F

é convergente se p > 1 e divergente se p <1.

® In(x) + sen(x)

Jx

Exemplo 2.8 Considere a integral impropria / dx. Observe que, para
1

x> e?,
In(x) + sen(x)

NZ:

>

B
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Como
/ "1 = lim Nl
e2 /x  ioeJe2 \/x
= hrnZ\/_
t—00
= 11m(2\/——2e)—oo
t—o00

]
entdo, pelo Teste da Comparacéo, / n(x) +sen(x)
e2 VX

. . . [®In(x) + sen(x) ,
teeral impré / dxéd te.
m egra lmproprla ) ﬁ X e lvergen (]

dx é divergente. Portanto, a

® 4
Exemplo 2.9 Vamos estudar a integral imprépria / Ls(x)dx. Considere as

0 (14x)vx

integrais improprias

14 + cos(x ® 4 4 cos(x)
e [ A gy [Tt
(1+x)/x 1 (1+x)vx

4 5
(i)Para0<x<1,temosO<LS(x)<

(1+x)vx

15
/ —=dx é convergente, entdo I; é convergente.
0

VX

(ii) Para x > 1, temos 0 <

e como a integral imprépria

4 4 cos(x) 5

< .
(1+x)y/x x3/2
é convergente, entdo I, é convergente.

Portanto, / M
0 (14+x)vx

(o)
Como a integral imprépria /1 372 dx

dx = I + I, é convergente.

Teorema 2.10 (Teste Limite da Comparacdo) Suponha que as fungdes f e g sdo localmente

integrdveis em [a,b) (com b < oo ou b = o0), f(x) >0, g(x) > 0eque

. fx) L fx) _
xlglr}_ g(—x) =M (ou xlgrolo g(—x) = M, hboxse b = oo). (2.5)

b b
(i) Se 0 < M < oo, entdo / f(x)dxe / g(x) dx sdo ambas convergente ou ambas diver-
a a

gentes.
b b
(ii) Se M =co e / ¢(x) dx = oo, entdo / f(x)dx =
a a

b b
(iii) Se M =0 e / g(x) dx é convergente, entio / f(x) dx é convergente.
a a
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Demonstragio (i) Por (5) (usando a defini¢do de limite) existe a; € [a,b) tal que

A~ 7 < b/
5 g(X) 5 se a1 x <

e portanto, para a; <x <, b, temos
M 3
Z8(x) < flx) < FMg(x). (2.6)

Se a integral impropria de ¢ em [a,b) é convergente e como g(x) > 0, entdo

b b
/ g(x)dx < / g(x)dx < oo.
a1 a
b
Logo, usando (6), obtemos / f(x)dx < co. Com isso, usando que f é localmente
a

integravel, obtemos

/abf(x) dx = /aalf(x) dx + /T F(x)dx < o,

b
Agora se / g(x) dx é divergente, por (6) (% g(x) < f(x))epelo Critério da Comparagéo,

a1

b b
obtemos que / f(x)dx também é divergente. Logo, / f(x)dx é divergente.
aq a

(i) Se M = oo, existe ay € [a,b) tal que f(x) > g(x) se x € [ap,b). Logo, pelo Critério
b b
da Comparacdo, se / g(x)dx = oo, entdo / f(x)dx = oo.
a a

(iii) Se M = 0, entdo existe a3 € [a,b) tal que f(x) <g(x) se x € [a3,b). Usando o
b b
Critério da Comparacao, se /

¢(x) dx é convergente, entdo / f(x) dx é convergente.
as as

Portanto,
az
a

/abf(x)dx:/ f(x)dx—i—/ajf(x)dx < oo,

Exemplo 2.11 Vamos determinar para que valores de p € R a integral imprépria

/2 sen(x)
/0 o dx

é convergente usando o Teorema 2.10. Considere as fungdes

_ sen(x) 1

flx) = € g(x):ﬁ.

xP
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f(x)

. . sen(x
Temos que lim —— = lim (x)
=0t g(x)  x—0t X

/2 /2 1 x2—p
/ g(x)dx = lim — dx = lim (
0

= 1. Além disso,

71'/2)
t

dx

t— 0+ Jt xP t—0t \2—p
1 ) ) 1 (n\*7
= lim —— | (w/2)" P —t+-"P) = —~ | = ,
H0+2—P<( /2 ) 2—P(2)
. A ... [™?sen(x)
se p < 2. Portanto, pelo Teste Limite da Comparacdo, a integral imprépria /0 o

¢ convergente se p < 2.

1
Exemplo 2.12 A funcdo f(x) = A é localmente integravel em (0,00) com
o 1
p,q € R. Considere a integral imprépria /0 A T2 dx. Para verificar para quais

valores de p e g a integral impropria é convergente, considere as seguintes integrais

improprias
J —/1 L dx e [ —/Oo L dx
Yo xp(1 ) 2T h x4y

(i) Analisando a integral imprépria J;. Considere g(x) = prl Temos,

o flx) 1
l m — 1 m = 1
xi>0+ g(x) xi>04r (1+X)q

Como,

1 1 1/(1—-p), <1
| swax=| Lgpo ] VP sy
0 o xP 0, se PZl

1 1
entdo, aplicando o Teorema 2.10, temos que J; = /0 AL dx é convergente se

p < 1 (para qualquer valor de g).

(ii) Analisando a integral imprépria J, = dx. Considerando

© 1
/1 xP(1+x)1

agora a funcdo h(x) = 7, temos

xPt
lim & = lim X =
X—00 h(x) X0 (] + x)"l

Como

/°° 1 p 1/(p+qg—1), se p+gq>1
x
1 o, se p+g<1
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< : °° 1 )
entdo, aplicando o Teorema 2.10, |, = /1 m dx é convergente se p +q > 1.
®© 1
Portanto, combinando (i) e (ii), obtemos que /0 m dx é convergente

sep<lep-+g>1. Porexemplo,

(a) /Ooomdx (com p=1/2egq=2),

© 1
(b) /o de (com p=1/3eqg=25),

S x°
(C)/O mdlf(com p:—5eq:8),
sdo integrais improprias convergentes.

[ _ 6
Exemplo 2.13 Considere a integral imprépria / (xsx%d
1

6
flx) =

X, com

(x —sen(x))

8 . Usando a fungéo g(x) = 1/x2, temos

f(x)

. 6
lim J ) _ i, (¥ —sen(x))®

xX—00 g(x) X—00 x6 =0.

o0 (o) 1
Como a integral imprépria / g(x)dx = / P dx é convergente, entdo pelo Teo-
1 1

x —sen(x))®

0]
rema 2.10(iii), temos que / ( 3 dx é convergente.
1 X

3 Func¢Oes Absolutamente Integraveis

O Critério da Comparacédo (Teorema 2.2) e o Teste Limite da Comparacao (Te-
orema 2.10) podem ser usados para o estudo da convergéncia ou divergéncia de in-
tegrais improprias de fun¢des ndo negativas. Nesta se¢cdo, vamos apresentar critérios
para o estudo de integrais impréprias de fun¢ées que mudam de sinal no intervalo

de integracao.

Defini¢do 3.1 Dizemos que uma fungdo f : [2,00)— R é absolutamente integravel em

(e 9)
[a,00) se f é localmente integravel em [0,0) e / |f(x)] dx é convergente. Neste caso,
a

(0]
também dizemos que a integral imprépria / f(x) dx é absolutamente convergente
a
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[ee)
Teorema 3.2 Se f é uma fungio absolutamente integriavel em [a, o), entio / f(x)dx é
a

convergente.

Demonstra¢ao Temos que

0<[f(x)[+ fx) <2[f(x)].

(o]
Como / |f(x)| dx é convergente, podemos usar o Critério da Comparagdo (Teorema
a

2.2), para concluir que a integral imprépria / (If(x)] + f(x)) dx é convergente. Po-
0

demos escrever, para todo a < t < o,

/atf(X)dx = /at(lf(x)y +f(x))dx—/at £ (x)] dx.

Como as integrais improprias / (If(x)] + f(x))dx e / |f(x)|dx sdo convergentes,
0 0

(o]
entao / f(x)dx também é convergente. O
0

o0

Exemplo 3.3 Considere a integral improépria / e *cos®(x) dx. Observe que
0

0<|e *cos®(x)| <e ™.

o] (o]
Como / e~ " dx é convergente, entdo / |e™*cos®(x) | dx é convergente (pelo Critério
0 0

o0
da Comparagédo). Portanto, / e~ “cos’(x) dx é (absolutamente) convergente.
0

Exemplo 3.4 A reciproca do Teorema 3.2 ndo é verdadeira. Vamos verificar que a inte-
® |sen(x) i

. .. [®sen(x) , . . .
gral impropria /1 — dx é convergente e que a integral imprépria /1 .

é divergente.

(i) Usando integragdo por partes, obtemos

/t 1sen(x) dx = — cos(t) + cos(1) — /t cos(x) dx.
1 1

X t x2

1 o ) . . A
< 2 /1 2 dx é convergente. Logo, a integral imprépria

COSX

Parax > 1, temos 0 < 7
x
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® cosx .
/ —>— dx € (absolutamente) convergente. Além disso, também temos
1 X

lim cos(t) =0.
t—o00 t
Portanto,
o) t
/ senx Jr — Lim senx gx
1 X t—oo J1 X
t t
= lim <— cos(t) + cos(1) —/ cosgx) dx)
t—00 t 1 X
= cos(1) — /oo cos(x) dx < oo
- 1 po! .

(ii) Para todo x € R temos que |sen(x)| <1. Logo, sen?(x) <|sen(x)|. Para x>1

obtemos
sen(x)
X

S senz(x).
X

Usando integracado por partes, obtemos

/1t wdx . sen(2t) n sen(2) + /1t ( 1 _ sen(Zx)) dx.

x o 4t 4 2x 4x2

o 2
Usando que a integral improépria / sel(czx) dx é (absolutamente) convergente,
1
® 1
—dx =
| =
2t
e tlim sen(2t) = 0, obtemos que
—00

t 2
lim/ sen” (x) dx = oo.
1

t—o0 X

sen(x)

Logo, pelo Critério da Comparagéo, / dx é divergente. Temos
1

) 1) 00 2
/ wdx:/ dez/ sen’(Y) 40— oo,
1 X 1 X 1 X
ou seja,/ sen(x) dx = oo.
1 X

. . . . ® e~ ¥*sen>(x)
Exemplo 3.5 Considere a integral imprépria / de. Temos que, para
1
x>1,
—x 3
o< |& Tsen (|1
- x2 x2
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(]

e~ “sen3(x)

> dx é convergente.
x

|
Como / g dx = 1 (ou seja, convergente) entdo /
1 1

~*sen’(x)

o0 e j B
Portanto, / 2 dx é absolutamente convergente (e entdo, convergente).
1

Teorema 3.6 (Teste de Dirichlet) Seja h(x) = f(x)g(x) e suponha que

(i) a fungdo f é continua e F(x / f(t)dt é limitada em [a,b) (com b < 00 ou b = o0);

(ii) a fungdo g : [a,b) — R é derivivel com g’ absolutamente integrdvel (ou seja, / 1" (x)] dx <
a

oo)exhrlr}_g( x) =0 (ou xll_r>ro10g(x) =0seb = o).

b
Entdo, a integral impropria / f(x) g(x) dx é convergente.
a
Demonstragio Como a fungdo h(x) = f(x) g(x) é continua em [g,b), entdo também

é localmente integravel em [a,b). Lembrando que se F(x / f(t)dt entdo F'(x) =

f(x). Paraa <t < b, usando integragdo por partes, obtemos

[ f@ gt ar=F(0 g0t - [ F(x)g(x)dx

a

Usando que F é limitada (ou seja, |F(x)| < C para todo x € [4,b)) e que ¢’ é absoluta-

mente integravel, pelo Critério da Comparacdo, temos que

/|F |dx_hrn/|F ¥)| dx < oo,

p01s/ |F(x |dx<C/ ¢’ (x)] dx.

Além disso, como lir;jn F(t) g(t) = 0 (pois F é limitada e 111;1 g(t) = 0), obtemos
t=b~ t—b—

t

[ F@sdx = tim [ )50

t—b—

— Jin (R0~ [ Fo)g ()

t—b~

= — /bF(x)g’(x)dx < oo.

Exemplo 3.7 Considere a integral imprépria / ser;# dx, com 0 < p<1. Usando
1
® sen(x)

dx é
xP

1
o Teste de Dirichlet com f(x) = sen(x) e g(x) = oL temos que /
1

convergente (com 0 < p <1).
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Exemplo 3.8 Considere a integral impropria / sen(x?) dx (chamada de integral de
0

1
Fresnel). Observe que / sen(x?) dx é finita (pois f(x) = sen(x?) é continua). Para
0

c > 1, aplicando o Teorema de Mudanca de Varidvel (com t = x%), obtemos

c c?
/1 sen(x?) dx = %/1 se\r;(it) dt.

® sen(t)

Vit

/100 sen(x?)dx = /1oo se\r;(;t) dt

Pelo Exemplo 3.7 (com p = 1/2) temos que / dt é convergente. Com isso,
1

é convergente. Portanto,

00 1 0o
/ sen(x?) dx = / sen(x?) dx +/ sen(x2) dx < oo,
0 0 1

ou seja, convergente.

Exemplo 3.9 O teste de Dirichlet também pode ser usado para verificar que certas inte-
grais improprias sdo divergentes. Por exemplo, a integral imprépria /1 N xP sen(x) dx
é divergente se p > 0. De fato, suponha que essa integral imprépria seja conver-
gente para algum p > 0. Entdo, a funcdo definida por F(x) = /1 ' tPsen(t) dt seria
limitada em [1,00), e usando f(x) = xFsen(x) e g(x) = 1/x? no Teorema 3.6 con-

o0 (o)
cluiriamos que / sen(x) dx também é convergente. Mas / sen(x) dx é divergente.
1 1

Portanto, / xP sen(x) dx é divergente se p > 0.
1

4 Mais alguns exemplos

o0

Exemplo 4.1 Considere a integral imprépria / e *sen(x) dx. Usando integragdo por
0

partes obtemos

/e_xsen(x) dx = —%e_x(sen(x) + cos(x)).
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Logo,

00 t
/ e *sen(x)dx = lim | e sen(x)dx
0 t—o00 J0

= lim ( - %ex(sen(x) + cos(x))

t
t—00 0)
= Jim (g (sen(t) +cos(t)) + 5
= tg?o 2e sen CcOoS 5

1
2/

pois tlim e ' =0e|sen(t) + cos(t)| <2.
— 00

o0
Portanto, a integral improépria / e “sen(x)dx é convergente.
0

Exemplo 4.2 Vamos determinar para quais valores de p € R a integral imprépria

/2: (p xplcos(§> + xpzsen<%>) dx

€ convergente.

Temos que

/2: (p xplcos<%> + xpzsen(§>> dx

— tlggo 2; % (x%os(%)) dx

-t (ro(3])
*© 27

= tlg?o <t"’cos(%) — (271)%05(%)).

Como o limite tlim tPcos(1/t) existe e é finito se p <0, obtemos que a integral imprépria
—00

o 1 1
/ (p xP~lcos (—) + x”_zsen(—)> dx é convergente se p <0 (e divergente se p > 0).
27 X X

Exemplo 4.3 Vamos determinar se a integral imprépria

sen?(x) dx

/oo (x2 +3)3/2

o (B 12

é convergente ou divergente.
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Vamos estudar as duas integrais improprias

00 x2+33/2 0 x2+33/2
/0 Wsenz(x)dx e /_WWsenz(x)dx.

Se essas duas integrais impréprias forem convergentes, entdo podemos escrever

© (x2 43)3/2 (x +33/2 5
[ i [ g
(x%+3) 3/2
—i—/ A1) sen?(x) dx.

V3 (xz + 3)3/2

AL 1p sen’(x) dx existe (é finita) pois a funcio

(a) Temos que a intergral /
0

flay = B
o (x4 +1)3/2

3<x24+x2=2x2ex*+1>x% Logo,

sen?(x) é continua em [0,1/3]. Para x>+/3 temos que x> +

(xz +3)3/2 (2x2)3/2 _ 2\/§

X Tro)" 2
0= (x* 11325 (x) =< ()32~ 3
|
Como a integral imprépria —dx é convergente, estdo aplicando o Critério da
g prop /310 g P

5 ° (x> +3)%% .
Comparagdo, temos que / sen”(x)dx é convergente. Portanto, podemos

\/g (x4 + 1)3/2
escrever

- (2432 B3R
/0 Wsen (.X') dx = /0 Wsen (.X') dx

© (x2 +3)3/2
+/\/§ —Ex4 n 1;3/2 sen?(x) dx < oo,

ou seja, é convergente

2 3 3/2
(b) Como f(x) = E;iﬁ

0 (x2—|—3)3/2 5 0 (x2+3)3/2 )
/_wmsen (X) dx :/0 Wsen (X) dx.

sen?(x) é uma fungao par (f(—x) = f(x)), entdo

Portanto, a integral imprépria

00 (X2+3)3/2 0 (x +3 3/2 )
/oo (x* +1)3/2 sent” /oo (e 1)372 S () dx
o (x +3)3/2 2
+/O msen (x) dx

€ convergente.
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Exemplo 4.4 Vamos determinar condigdes sobre p,q € R para que a integral imprépria

0 p
/0 m dx seja convergente.

v lisar as integrais i L e [Ty

t Z b - - .
amos analisar as integrais impréprias /0 A+ 27 xe /1 A+ 2)7 X
(@) Se 0 < x <1, entdo aplicando o Teste Limite da Comparacdo com

xP

f(x):m

e g(x) = x, obtemos

lim @: lim ;2:1.
x50t g(x)  x—o0t (14 x2)1

1 1
Como / g(x)dx = / xP dx é convergente se p > —1, entdo a integral imprépria
0 0

/f dx—/omd

e convergente se p > —1 (para qualquer valor de 7).

(b) Para x > 1, temos que (1 + xz)"/ > x4, Logo,

xP xP
0< — <2 —xP 2,
(1+x2)7 — x29

Como a integral imprépria / xP~21dx é convergente se p — 29+ 1 < 0 (ou seja,
1

o0 p
p < 2g9 — 1), entdo pelo Critério da Comparagdo a integral imprépria /1 (1f—xz>q dx
€ convergente se p < 29 — 1.

: : [ xP
Portanto, por (a) e (b), temos que a integral improépria / ( dx é convergente
0

14 x2)1
se —1 < p < 2g — 1 e neste caso

/owm—xz ‘/ gt [ sz)d

©

I X3
Por exemplo,/o (1—|-—xz)4dx (Comp:3eq:4)e/0 —(1+x2)3/2

q=3/2) sdo integrais impréprias convergentes.

dx (com p=1/2e

sen(x)

x(In(x))?

Exemplo 4.5 Considere a integral impropria / dx. Para x >2 temos que
2
In(x) > 0 (para x > 2). Logo,

sen(x)

x(In(x))P

_ |sen(x)] 1
= Tx(In(x)?] = x(n(x)?
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Para p > 1 temos

%) 1 ) t
/2 x(ln(x))r’dx = fim/ x(In(x))? dx

- }L%Tp(ln(X))l‘P :
— Jim [ n)' 7 - 1 @)
1

poisse p > 1 (1 —p < 0) temos hm ﬁ (In(t))'™? = 0. Portanto, a integral

impropria

®  gen(x) .
ki <tmgyr

é (absolutamente) convergente se p > 1.

Exemplo 4.6 Considere a integral impropria ﬂ dx. Usando o teste de Diri-
p g prop CERE
chlet com
cos(x 1
)= (15 = (e oo = S8l
sendo g(x) = e f(x) = cos(x). Temos,

(1+22)2 )

(i) a fungdo f(x) = cos(x) é continua em [0, c0) e também temos que a fungdo F(x) =
/ f(x)dx = / cos(x) dx = sen(t) é limitada em [0, o);

6x

(i) g'(x) = — At

0.

é absolutamente integravel ( / (x)|dx < o0) e hm g( ) =

. . . ® cos(x 3
Portanto, pelo Teste de Dirichlet, a integral imprépria / ( (x) dx é convergente.
0

14 x2)3

1
o0 x4cosz( - )

(1-|——x2;C3 dx. Temos que

Exemplo 4.7 Considere a integral imprépria /
0

1
x*cos? ( ) 1

f(x)zm 0 e g(x) = m>0.

Vamos verificar as condi¢des do Teste do Limite da Comparacao.
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(a) Temos

1
(14 x?)x* cos? <—>
lim = lim X
X—>00 g(x) X300 (1 4 x2)3

1 1
6 2
X (1 + p)cos (;)
= lim 5
X— 00 6 1
1 s (1
(1 + P) CcosS (;) -
X—$00 1 3 -
(1 + _)

(b) Além disso, temos

00 ) t 1
s = Jim |
t

= tlgglo arctg(x)

0

7T
= i tg(t) = =
fim asctg(t) = 5

Portanto, pelo Teste Limite da Comparagao (Teorema 2.10) a integral imprépria
1
) .9(«'4COS2 (;)
————a-d
b e

€ convergente.

5 A fun¢ao Gama e a funcao Beta de Euler

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados da fungdo gama de Euler (ou
simplesmente, fun¢gdo gama), que é denotada por I'(x), x € Dr CR. A fun¢do gama
pode ser utilizada na resolugdo de equacgdes diferenciais ordindrias pelo método de

expansao em séries de poténcias ou pelo método de Frobenius.

A funcdo gama foi inicialmente concebida por Euler como uma generalizagao
continua do fatorial de nimeros naturais: n!, para n € IN. A ideia de Euler era encon-

trar uma fungdo I' que satisfizesse I'(1) = 1 e também satisfizesse a equagao funcional
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I'(x+1) = xT'(x) para todo x real positivo. Depois de varias tentativas Euler concluiu

T(x) = % ﬁ [(1 + %)x <1 + %) _1} (5.7)

satisfazia as condigdes desejadas.  Euler estudou diversas propriedades da

que a fungdo

fungdo definida em (7). Uma dessas propriedades identificadas por Euler foi o fato

que I'(x) pode ser escrita na forma de uma integral

I(x) = /0 Tl tay, (5.8)

Vamos iniciar o nosso tratamento da func¢do gama definindo-a por (8).

Definic¢ao 5.1 Para a« > 1 definimos a funcdo
I'(a) = / e ¥ x* ldx
0

que é chamada de fun¢do Gama.

Vamos verificar que esta integral imprépria é convergente.

1
Considere a funcdo g(x) = — para x > 1. Temos,

=2
_ e~ xxocfl ) xchrl
lim —— = lim =0.
X—00 X x—oo eX

Logo, dado ¢ > 0 existe K = K(¢) tal que

0<e *x*1<ex™?, parax>K.

[e) [,°]

— dx é convergente, entdo / e *x* dx é conver-
X

Como a integral imprépria /
K

K
gente. Portanto, para & > 1, temos que

I'(a) = / e “x" ldx < oo
0

1
Agora, para 0 < & < 1, temos que a integral impropria / x*~1dx é convergente.
0

Como 0 < e” * <1 para todo x > 0, temos pelo Critério da Comparagdo que a integral
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1
imprépria / e  *x*ldx é convergente (com 0 < a < 1). Logo, podemos definir a
0

fungdo Gama para todo & > 0 considerando como a soma
I'(a) = /ooe_xx"‘_1 dx = /1 e “x* ldx + /Ooe_"x”‘_ldx.
0 0 1
Temos que, para todo a > 0,
I'(a+1) =al(a). (5.9)

De fato,
INa+1)= / e ¥ x( )=l gy = / e “x"dx.
0 0

Agora, usando integracdo por partes, obtemos

t t
/exx"‘dx:—t“et+zx/exx”‘1dx,
0 0

e entdo
[e) t [e)
/ e  *x%dx = lim e_xx“dxzzx/ e *x* ldx = al(a),
0 t—o0 JO 0
pois tlim t*e~! = 0 para todo a € R.
—Q

Portanto, T'(a +1) = aT'(a), se & > 0.

Com isso, temos

r)=[ e tdx=1
r(2)=T(141)=1T(1) =1
I(3)=T(2+1)=2T(Q2)=2=2!
I(4)=T(3+1)=3T(3)=6=23l
T(5)=T(4+1)=4T(4) =24 = 4

e por indugdo obtemos I'(n + 1) = n! para n € N.

Vamos verificar agora que I'(1/2) = /7.
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De fato, temos que I'(1/2) = / e *x~ /2 dx. Usando a mudanca de varidvel x = 12,

0

obtemos
r(1/2)= = Oooe_xx_l/zdx
_ o [T
/0 e " du
Com isso e usando (9) obtemos

r(3/2) = T(1/241) = %r(uz) — %7_(

I(5/2) =T(2+1/2) =T(3/2+1) = gr(3/z) — ¥
I'(7/2) =T(3+1/2)=T(5/2+1) = gF(S/Z) = 155\;/E,

1N 13..(2n—1) (2n)!
r<”+§> = VA= Vo neEN

Agora, observe que para x > 0, temos

I'(x) = / e 1 In(t) dt,
0
I (x) = / e~ ' (In(1))2 dt.
0
Logo, I'’(x) > 0 para x > 0. Portanto, I' é uma fung¢do convexa em Ry =
{xeR:x>0}.
Vamos agora fazer a extensdo da funcdo I' para x <0.

Para x > 0, usando que I'(x + 1) = xT'(x), obtemos

I(x+n)=(x+n—-1)(x+n—-2)...(x+1)xT(x),

e entdo podemos escrever

I'(x+n)

(x+n—-1)(x+n—-2)..(x+1)x (5.10)

['(x)=

Como I'(x + n) estd definida para x +n > 0, entdo (10) prolonga I'(x) na regido

x > —n, exceto nos pontos x = —k (k = 0,1,...,n — 1). Usando (10), obtemos para
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X> —n

IF(x+1+n)
(x+n)(x+n—1)..(x+1)
(x+m)'(x+n)
(x+n)(x+n—1)..(x+1)
['(x+n)
(x+n—-1)..(x+1)

= xT(x).

I'(x+1) =

Com isso, podemos calcular a funcdo gama para valores negativos ndo inteiros. Por

I(x+1)

exemplo, usando que I'(x) = , temos

[(—1/2) = —2T(1/2) = —2/7,
4y

r(—3/z):-%Ix—s/z+-1):-—ér(—1/z)::-?;ﬁ

Definic¢do 5.2 Para x > 0 e y > 0, a funcdo Beta de Euler é definida por

1

B(x,y):::jg Pl (1 — Y, (5.11)

Se x >1 ey >1, esta integral é préopria (ou uma integral definida), mas se 0 < x < 1

ou 0 <y < 1, a integral é imprépria.
E possivel provar que

B(x,y) = 1;((3;)—% (5.12)

Exemplo 5.3 Aplicando a mudanca de varidvel t = u/" meRen > 0)na integral

1 1 p
t,
b =

e usando (12), obtemos

1 1
/ 1 dt = / 1 1 uwl/n=1 gy
0 V1-—1tn 0 N \1—u

B(1/n,1/2)

(1/n)T(1/2)

I'(1/n+1/2)
I'(1/n)

I'((n+2)/2n)

!

[k, INFRPIIR,I|E

N
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Por exemplo, se n = 2/3, temos

1 1 3 r3/2) 3m
v it N TS
Agora, para n = 1/2, obtemos
1 1 r'(2) 4 8
——dx =2 —— =2ynl.— = —.
/0 Ji—vx Vrs2) =2V =

Exemplo 5.4 Para x > 0 e y > 0, fazendo a mudanca de variavel ¢t = (senu)? em (11)

obtemos

/2
B(x,y) =2 / (senu)* L(cosu)®~1du. (5.13)
0

1
Com isso, para x = n + 5 (nelN) ey =1/2, obtemos (usando (12))

n/2 1 11
2n _ = .
/0 (senu)™du = 2B(n—l—z,z)
1
1 F(n+§)F(1/2)

2T(n+1/2+1/2)

ﬁf(ﬂ + %)
2 T(n+1)
1.35.2n—-1)

246..2n) 2

189

/2
_ 10 7, _
Por exemplo, (com n = 5), /0 (sen(x))"dx = 15ag "

De forma andloga, obtemos que

/2
/ (senx)**1dx = \/2E L'(n + ;) =1 ;;6(2(2:1_)1)
0 r(n+§) e eee n

Também temos, para p e g inteiros ndo negativos (usando (13))

/OH/Z(COS(G))ZP1(Sen(9))2q1d9 - 3800

LI (p)I(g)
2T(p+q)
l(p—l)!(q_l)!
2 (prg-1t

/2
Por exemplo, com p =5 e g = 6, temos / (cos(x))?(sen(x))H dx = ——.
0
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6 Excercicios

(1) Determine se cada integral improépria é convergente ou divergente.
(a) Ln(x)
0 Vx

® x+2
(b)/1 S

() /1°° sen(1/x) i

X

(d) /01 1ln_(3;)2 dx.

dx

(2) Determine os valores de p para que a integral imprépria seja convergente.

(a) /On/z sen(x)
0

xP
/2 cos(x)
xP

(b) dx

(c)/ xPe ™" dx
0

7/2 gen(x)
b g™

(3) Determine os valores de p,q € R para que sejam convergentes as seguintes integrais

improprias.
(a) /01 xP(1—x)Tdx
co xP
() /1 A2 ™
1 (cos(mtx/2))1
(C)/_1—(1—x2)P dx
1
(d) /_1(1 ~x)P(1+ x)7 dx
Respostas

(1) (a) convergente, (b)divergente, (c) absolutamente convergente,
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(d) convergente.
@@p<2,dp<l@p>-1,Wd-1<p<2
(3) (a) convergente se p,q > —1, (b) convergente se —1 < p <2 —1,

(c) convergente se p — g < 1, (d) convergente se p,q < 1.

33
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