
Universidade Estadual de Maring�a - Departamento de Matem�atia

C�alulo Diferenial e Integral: um KIT de Sobrevivênia
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Resumo: Nestas notas apresentamos uma prova elementar do Teorema

Fundamental da

�

Algebra.

1. Introdu�~ao

O problema de enontrar ra��zes de um polinômio �e antigo. J�a por volta de

1600 AC os babilônios possu��am tabelas que permitiam resolver equa�~oes

quadr�atias. Os gregos antigos resolviam equa�~oes quadr�atias por meio de

onstru�~oes geom�etrias, n~ao existia sinal algum de formula�~ao alg�ebria at�e

100 DC. Os gregos tinham m�etodos apli�aveis a equa�~oes �ubias envolvendo

interse�~ao de ônias.

A solu�~ao alg�ebria da �ubia era desonheida e em 1494 Paioli em sua

\Summa Arithmetia" observa que a solu�~ao das equa�~oes x

3

+ mx = n e

x

3

+ n = mx eram imposs��veis. Na Renasênia os matem�atios de Bolonha

desobriram que a equa�~ao �ubia geral podia ser reduzida a três asos b�asios
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x

3

+ px = q, x

3

= px+ q e x

3

+ q = px. A separa�~ao em asos foi neess�ario

pois eles n~ao onheiam n�umeros negativos.

Sipio del Ferro resolveu todos os três asos e ertamente passou o seu

m�etodo a um estudante, Fior. Niollo Fontana (ou Tartaglia) em 1535 re-

desobriu o m�etodo. Fontana demonstrou o seu m�etodo numa ompeti�~ao

p�ublia, mas reusou-se a revelar os detalhes. Finalmente ele foi onvenido

pelo f��sio Girolano Cardano a revelar o segredo, mas om a ondi�~ao de n~ao

revelar a mais ningu�em. Quando a \Ars Magna" de Cardano apareeu em

1545 ela ontinha uma ompleta disuss~ao da solu�~ao de Fontana. Continha

tamb�em o m�etodo de Ludovio Ferrari para resolver a equa�~ao de quarto

grau por redu�~ao a uma �ubia. Girolano sentiu-se desobrigado de umprir

o trato om Tartaglia pois desobriu que o seu m�etodo de solu�~ao j�a era

onheido. A solu�~ao de Fontana para x

3

+ px = q �e

x =

3

s

q

2

+

r

p

3

27

+

q

2

4

+

3

s

q

2

�

r

p

3

27

+

q

2

4

:

A express~ao aima s�o envolve os oe�ientes da equa�~ao, adi�~ao, sub-

tra�~ao, multiplia�~ao, divis~ao e extra�~ao de raiz. Tais express~oes s~ao on-

heidas omo express~oes radiais.

Vamos apresentar nestas notas uma prova elementar do famoso teorema

fundamental da

�

Algebra.

2. Resultados Preliminares

Seja (A;+; �) um anel. Um polinômio f sobre A �e uma sequênia

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

; : : : )

de elementos de A na qual apenas um n�umero �nito de termos s~ao diferentes

de zero do anel A.

Segue que para ada polinômio f existe um natural d; que depende de f;

tal que para ada n > d tem-se a

n

= 0: Se a

d

6= 0; mas a

n

= 0 para todo

n > d; ent~ao d �e hamado o grau do polinômio f:

Polinômios da forma (a

0

; 0; : : : ; 0; : : : ) s~ao hamados de polinômios es-

alares. Se a

0

= 0 ent~ao o polinômio ser�a dito polinômio nulo. O grau do

polinômio nulo ser�a admitido omo sendo (�1); embora alguns autores n~ao

de�nem o grau para este polinômio.

Observamos que os polinômios

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

; : : : ) = (b

0

; b

1

; : : : ; b

n

; : : : )
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se e somente se a

i

= b

i

:

O onjunto de todos os polinômios sobre A munido das opera�~oes abaixo

se transformar�a em um anel:

Adi�~ao:

(a

0

; : : : ; a

n

; : : : ) + (b

0

; : : : ; b

n

; : : : ) = (a

0

+ b

0

; : : : ; a

n

+ b

n

; : : : );

Multiplia�~ao:

(a

0

; a

1

; : : : ; a

n

; : : : ) � (b

0

; b

1

; : : : ; b

n

; : : : ) = (

0

; 

1

; : : : ; 

k

; : : : );

onde



k

=

X

i+j=k

a

i

b

k�i

:

Denotaremos por (A[x℄;+; �) o anel dos polinômios sobre o anel A om

as opera�~oes de�nidas aima.

�

E f�ail mostrar que se (A;+; �) �e um anel

omutativo om identidade ent~ao (A[x℄;+; �) tamb�em �e um anel omutativo

om identidade.

Note que se f 6= 0 e g 6= 0 s~ao polinômios sobre o anel (A;+; �) ent~ao o

grau(f + g) � maxfgrau(f); grau(g)g. Vale a igualdade se f e g têm graus

diferentes. Al�em disso, f � g = 0 ou o grau(f � g) � grau(f)+ grau(g). O anel

Z

m

[x℄ fornee exemplos para estas observa�~oes.

Quando (A;+; �) �e um dom��nio de integridade, f 6= 0 e g 6= 0 s~ao

polinômios sobre A; o grau(f � g) = grau(f)+ grau(g). E onlu��mos que

f �g 6= 0: Segue que se (A;+; �) �e um dom��nio de integridade, ent~ao (A[x℄;+; �)

�e um dom��nio de integridade.

Observa�~ao 1

�

E usual representar um polinômio

f = (a

0

; a

1

; � � � ; a

n

; : : : )

sobre um anel A por

a

0

+ a

1

x + a

2

x

2

+ � � �+ a

n

x

n

:

Neste aso tamb�em esrevemos

f(x) = a

0

+ a

1

x+ a

2

x

2

+ � � �+ a

n

x

n

:

Assim o polinômio (a; 0; 0; � � � ) representa o polinômio onstante ax

0

= a:

Segue que a representa ou um elemento de A ou um elemento de A[x℄.
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De�ni�~ao 2 Uma fun�~ao ' : a ! A �e hamada uma fun�~ao polinomial se

existe um polinômio f(x) = a

0

+ a

1

x + � � �+ a

n

x

n

sobre o anel A tal que

'(b) = a

0

+ a

1

b + � � �+ a

n

b

n

; 8b 2 A:

�

E omum usar a mesma letra para representar a fun�~ao polinomial e o

polinômio que a representa.

Em Z

2

[x℄ o polinômio p(x) = x

2

�x n~ao �e o polinômio nulo, mas ' : Z

2

! Z

2

dada por '(b) = b

2

� b �e uma fun�~ao identiamente nula.

Se f(b) = 0 dizemos que b 2 A �e uma raiz da equa�~ao funional f(x) = 0:

Segue que todo elemento de A �e uma raiz do polinômio nulo.

Seja (A;+; �) um anel e suponha que para algum u 2 A tem-se a � u =

u � a; 8a 2 A: Existe uma aplia�~ao dada por

n

X

i=0

a

i

� x

i

7!

n

X

i=o

a

i

� u

i

que �e laramente um homomor�smo de A[x℄ em A.

Teorema 3 (Algoritmo da divis~ao) Seja (A;+; �) um anel omutativo

om identidade 1 2 A. Se a(x) 2 A[x℄ e b(x) 2 A[x℄ �e um polinômio mônio,

ent~ao existem polinômios q(x); r(x) 2 A[x℄ tais que

a(x) = b(x) � q(x) + r(x)

om r(x) = 0 ou grau(r(x)) < grau(g(x))

Demonstra�~ao: H�a dois asos a onsiderar:

1i) grau(b) > grau(a):

Neste aso esolhemos q = 0 e r = a.

2i) grau(b) � grau(a):

Neste aso a prova �e por indu�~ao. Fixemos b(x) polinômio de grau� 0:

Sejam

a(x) = a

n+s

x

n+s

+ � � �+ a

0

; s � 0

b(x) = 1x

n

+ � � �+ b

0

;

se s = 0 o teorema �e �obvio. Suponha que o resultado seja verdadeiro para

todo polinômio de grau menor (n + s). Provaremos que o mesmo �e verdade

para polinômios de grau (n+ s). De fato, seja

a

0

(x) = a(x)� (a

n+s

x

s

b(x):





 KIT - C�alulo Diferenial e Integral 5

Logo,

a(x) = a

n+s

x

s

b(x) + a

0

(x):

Como grau(a

0

) = (n � 1 + s) < (n + s) = grau(a), temos pela hip�otese de

indu�~ao que existem q

0

(x); r(x) 2 A[x℄ tais que

a

0

(x) = b(x)q

0

(x) + r(x)

onde r = 0 ou grau(r) < grau(b).

Segue que

a(x) = a

n+s

x

s

b(x) + b(x)q

0

(x) + r(x)

= [a

n+s

x

s

+ q

0

(x)℄b(x) + r(x);

om r = 0 ou grau(r) < grau(b).

3. Polinômios Sobre um Corpo

Nesta se�~ao veremos alguns resultados importantes da teoria dos polinômios

sobre um orpo K.

Teorema 4 Seja K um orpo, a e b 2 K[x℄: Se b 6= 0; ent~ao existem

polinômios �unios q; r 2 K[x℄ tais que

a = bq + r; r = 0 ou grau(r) < grau(b):

Demonstra�~ao: A existênia �e provado de modo an�alogo ao teorema ante-

rior. Provaremos a uniidade.

Sejam q

1

(x); q

2

(x); r

1

(x) e r

2

(x) polinômios de K[x℄ tais que

a(x) = q

1

(x)b(x) + r

1

(x)

a(x) = q

2

(x)b(x) + r

2

(x)

onde r

i

(x) = 0 ou grau((r

i

(x)) < grau(b(x)); i = 1; 2:

Logo,

(q

1

(x)� q

2

(x)) � b(x) = r

2

(x)� r

1

(x):

Ent~ao, o lado esquerdo �e zero ou �e um polinômio de grau maior ou igual ao

grau de b(x); enquanto o lado direito �e zero ou tem grau menor que o graus

de b(x): Assim a igualdade s�o pode oorrer se ambos os lados s~ao iguais a

zero. Logo, r

1

= r

2

e q

1

= q

2

:
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Corol�ario 5 (teorema do resto) Se f(x) 2 K[x℄ �e qualquer polinômio e

(x� a) 2 K[x℄, ent~ao

f(x) = (x� a) � q(x) + f(a);

para algum q(x) 2 K[x℄:

Demonstra�~ao: Do teorema aima �e imediato que

f(x) = (x� a) � q(x) + r(x);

para algum q(x) 2 K[x℄ e r(x) = 0 ou grau(r(x) < 1: Segue que r(x) = r �e

poliômio onstante. Mas f(a) = r; e assim

f(x) = (x� a) � q(x) + f(a):

Corol�ario 6 (teorema da raiz) Seja f(x) 2 K[x℄ um polinômio e a 2 K

raiz de f . Ent~ao (x� a) divide f(x):

Demonstra�~ao: Como f(x) = (x � a) � q(x) + f(a) e f(a) = 0, ent~ao

f(x) = (x� a) � q(x): Isto �e, (x� a) divide f(x).

Corol�ario 7 Seja K um orpo e f(x) = a

0

+ a

1

x+ � � �+ a

n

x

n

um polinômio

n~ao nulo em K[x℄ de grau n. Ent~ao, f tem no m�aximo n ra��zes em K:

Demonstra�~ao: A demonstra�~ao �e uma aplia�~ao do algoritmo da divis~ao.

Se f n~ao possui raiz, n~ao h�a o que provar. Se f tem grau 1, o resultado �e

verdadeiro. Suponha que o resultado seja verdadeiro para todos os polinômios

de grau menor ou igual a (n� 1). Seja f de grau n. Se f n~ao tem raiz em K

n~ao h�a nada a ser provado. Caso ontr�ario seja a 2 K uma raiz de f . Como

(x� a) divide f ent~ao podemos esrever

f(x) = (x� a)q(x)

para algum para algum q(x) 2 K[x℄ de grau (n� 1): Notemos que toda raiz

de q(x) �e tamb�em raiz de f e por outro lado se b 6= a �e raiz de f ent~ao temos

que (b � a)q(b) = 0 e portanto b �e raiz de q(x): Logo, as ra��zes de f s~ao as

ra��zes de q(x) e a. Como q(x) tem grau (n� 1) segue da hip�otese de indu�~ao

que q(x) tem no m�aximo (n� 1) ra��zes. Logo, f(x) tem no m�aximo n ra��zes.

Se L e K s~ao dois orpos tais que L � K; dizemos que L �e uma extens~ao

de K:

�

E imediato do teorema anterior que se f(x) = a

n

x

n

+ � � � + a

1

x + a

0
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�e polinômio n~ao nulo em K[x℄ de grau n, ent~ao f(x) possui no m�aximo n

ra��zes em qualquer extens~ao L de K.

Dizemos que um orpo K �e algebriamente fehado se todo polinômio

n~ao esalar de K[x℄ tem pelo menos uma raiz em K. Segue do teorema da

raiz, que se K �e um orpo algebriamente fehado ent~ao todo polinômio n~ao

esalar de K[x℄ tem todas as ra��zes em K.

Seja f(x) 2 K[x℄ om grau pelo menos 1. Dizemos que f �e polinômio

irredut��vel sobre K se toda vez que

f(x) = g(x) � h(x); g; h 2 K[x℄

impliar que g(x) = a onstante ou h(x) = b onstante.

Se f n~ao for irredut��vel, ent~ao f �e dito redut��vel sobre K.

Teorema 8 Sejam K um orpo e p(x) 2 K[x℄ polinômio. Ent~ao, p(x) �e

irredut��vel sobre K se e somente se hp(x)i �e ideal maximal.

Demonstra�~ao: Suponha p(x) irredut��vel sobre K e I = hp(x)i ideal gerado

por p(x). Como p(x) tem grau maior ou igaul a 1, ent~ao I 6= K[x℄.

Seja J = hh(x)i outro ideal de K[x℄ tal que I � J � K[x℄; om I 6= J:

Provaremos que J = K[x℄: Como p(x) 2 J segue que

p(x) = g(x) � h(x)

para algum g(x) 2 K[x℄: Mas p(x) �e irredut��vel sobre K, assim g(x) = a

onstante ou h(x) = b onstante. Se g(x) = a, ent~ao a 6= 0 e portanto

h(x) = a

�1

� p(x) 2 I e portanto J � I o que nos d�a I = J; que �e uma

ontradi�~ao . Por outro lado, se h(x) = b onstante, ent~ao b 6= 0 e portanto

J = hh(x)i = hbi = K[x℄:

Logo, hp(x)i �e ideal maximal.

Suponha I = hp(x)i ideal maximal. Ent~ao, I 6= K[x℄ e portanto p(x) tem

grau pelo menos 1. Provaremos que p(x) �e irredut��vel sobre K: Suponha que

p(x) = g(x) � h(x): Assim, I � J = hh(x)i e omo I �e maximal ent~ao I = J

ou J = K[x℄:

Se I = J ent~ao h(x) 2 I = hp(x)i; e isto diz que

h(x) = f(x) � p(x);

para algum f(x) 2 K[x℄: Segue que

p(x) = g(x) � f(x) � p(x)
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e omo K[x℄ �e dom��nio de integridade obtemos que

f(x) � g(x) = 1:

Logo, g(x) = a onstante e portanto p(x) �e polinômio irredut��vel sobre K:

Se J = K[x℄; segue que h(x) = b 6= 0 onstante e portanto p(x) �e irre-

dut��vel sobre K:

Corol�ario 9 Seja K um orpo e p(x) 2 K[x℄: S~ao equivalentes:

1i) p(x) �e irredut��vel sobre K;

2i) I = hp(x)i �e ideal maximal em K[x℄;

3i) K[x℄=I �e um orpo.

Teorema 10 R[x℄=I �e um orpo isomorfo a C , onde I = h(x

2

+ 1)i:

Demonstra�~ao: Como p(x) = x

2

+ 1 �e irredut��vel sobre R, ent~ao I =

h(x

2

+1)i�e um ideal maximal de R[x℄: Logo, R[x℄=I �e um orpo. Os elementos

R[x℄=I s~ao lasses residuais da forma

f(x) = fg(x) 2 R[x℄; f(x) � g(x) mod (x

2

+ 1)g:

Como

f(x) = q(x) � (x

2

+ 1) + r(x);

om r(x) = 0 ou grau(r(x)) � 1 ent~ao podemos assoiar a ada lasse f(x)

um �unio polinômio r(x) = a+ bx:

Observando que x

2

= �1, de�nimos

	 : C ! R[x℄=I

dada por  (a + bi) = a+ bx: Provaremos que 	 �e um homomor�smo de

orpo.

�

E laro que 	 �e sobrejetora, para provar que �e homomor�smo

	((a+ a

0

) + (b+ b

0

)i) = (a+ a

0

) + (b+ b

0

)x

= (a+ bx) + (a

0

+ b

0

x)

= 	(a+ bi) + 	(a

0

+ b

0

i)

Do mesmo modo provamos para a multiplia�~ao:

	((a+ bi) � (a

0

+ b

0

i)) = 	((aa

0

� bb

0

) + i(ab

0

+ ba

0

))

= (ab

0

+ ba

0

)x + (aa

0

� bb

0

)

= (a + bx)(a

0

+ b

0

x)

= 	(a + bi)	(a

0

+ b

0

i)
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�

E f�ail ver que o n�uleo do homomor�smo �e f0g e portanto 	 �e um isomor-

�smo.

Seja K um orpo e f(x); g(x) 2 K[x℄: Dizemos que d(x) 2 K[x℄ �e um

m�aximo divisor omum de f e g se:

1i) djf e djg;

2i) se d

0

2 K[x℄ �e tal que d

0

jf e d

0

jg, ent~ao d

0

jd:

Lema 11 Se d �e um MDC entre f e g, ent~ao d �e um MDC entre f e g, para

todo  6= 0:

Demonstra�~ao: Se d

0

= d; ent~ao omo f = dq; segue que f = (d)(

1



q): Ou

seja, d

0

jf . Analogamente, d

0

jg: Al�em disso, se pjf e pjg; ent~ao pjd e portanto

pj(d): Logo, d

0

�e um MDC entre f e g.

O lema aima diz que existem in�nitos d 2 K[x℄ que s~ao m�aximo divisor

omum para f e g.

Teorema 12 (teorema de Bezout) Dados f e g em K[x℄, existe d 2 K[x℄

um m�aximo divisor omum entre f e g: Al�em disso, existem h

1

e h

2

em K[x℄

tais que

d = f � h

1

+ g � h

2

:

Demonstra�~ao: Nesta prova usaremos que todo ideal de K[x℄ �e prinipal.

Seja

I = hf; gi = fa(x)f(x) + b(x)g(x); a(x) ; b(x) 2 K[x℄g

o ideal gerado por f e g. Como todo ideal de K[x℄ �e prinipal, ent~ao existe

d 2 K[x℄ tal que I = hdi: Provaremos que d �e um m�aximo divisor omum

entre f e g.

De fato, omo f 2 I e g 2 I, ent~ao

f(x) = a

1

(x)d(x)

g(x) = b

1

(x)d(x)

para algum a

1

(x) 2 K[x℄ e algum b

1

(x) 2 K[x℄: Logo, djf e djg: Al�em disso,

omo d 2 I segue que existem h

1

; h

2

2 K[x℄: tais que

d = h

1

f + h

2

g:

Assim, se d

0

2 K[x℄ �e tal que d

0

jf e d

0

jg ent~ao d

0

j(h

1

f) e d

0

j(h

2

g) ou seja d

0

jd;

mostrando que d �e um m�aximo divisor omum entre f e g.
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Corol�ario 13 Seja K um orpo, p; f; g 2 K[x℄: Se p �e irredut��vel sobre K e

pj(fg), ent~ao pjf ou pjg:

Demonstra�~ao: Se p n~ao divide f , ent~ao 1 �e um m�aximo divisor omum

entre f e p. Logo, pelo teorema de Bezout, existem h

1

e h

2

poliômios de

K[x℄ tais que

1 = p(x)h

1

(x) + f(x)h

2

(x):

Logo,

g(x) = [p(x)g(x)h

1

(x) + [f(x)g(x)℄h

2

(x):

Como p divide (fg) e p divide (pg), ent~ao p divide g.

Corol�ario 14 Se f = gq + r; r 6= 0 e d �e um m�aximo divisor omum entre

f e g, ent~ao d �e um m�aximo divisor omum entre g e r.

Demonstra�~ao: Seja d

0

um m�aximo divisor omum entre g e r. Como

r = f�gq; ent~ao d divide r. Logo, d divide r e d divide g e portanto d divide

d

0

: Por outro lado, omo f = gq+ r e d

0

divide g e d

0

divide r, ent~ao d

0

divide

f . Segue que d

0

divide f e d

0

divide g e portanto d

0

divide d. Logo, d =  � d

0

para alguma onstante  2 K:

Observa�~ao 15 Este orol�ario d�a origem ao algoritmo das divis~oes suessi-

vas para determinar um m�aximo divisor omum entre dois polinômios. Neste

algoritmo o �ultimo resto n~ao nulo �e um m�aximo divisor omum.

Teorema 16 Seja K um orpo. Todo polinômio f(x) 2 K[x℄ de grau � 1 �e

irredut��vel ou se deomp~oe num produto

p

1

(x) � p

2

(x) � � �p

n

(x)

de polinômios irredut��veis.

Al�em disso, os polinômios p

1

; p

2

; � � � ; p

n

s~ao determinados de modo �unio,

a menos de um rearranjo e a menos de fatores onstantes n~ao nulos.

Demonstra�~ao: Primeiro provaremos a possibilidade de fatora�~ao. A prova

�e por indu�~ao sobre o grau(f). Se o grau de f �e igual a 1, ent~ao �e laro que

f �e irredut��vel.

Suponha que todo polinômio g 2 K[x℄ de grau menor que grau(f) pode

ser esrito omo produto de irredut��veis ou �e irredut��vel. Vamos provar que o
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mesmo vale para f . Se f�e irredut��vel, n~ao h�a o que provar. Se f�e redut��vel,

ent~ao

f = gh;

onde g; h 2 K[x℄s~ao polinômios de K[x℄om

grau(g) < grau(f)

grau(h) < grau(f):

Pela hip�otese de indu�~ao ge hs~ao irredut��veis ou s~ao produto de irredut��veis:

g(x) = g

1

(x) � g

2

(x) � � � g

k

(x)

h(x) = h

1

(x) � h

2

(x) � � �h

l

(x):

Logo, f(x)�e irredut��vel ou �e um produto de irredut��veis:

f(x) = g

1

(x) � g

2

(x) � � � g

k

(x) � h

1

(x) � h

2

(x) � � �h

l

(x):

Provaremos agora a uniidade da deomposi�~ao:

suponha que

f(x) = p

1

(x) � � � p

r

(x) = q

1

(x) � � � q

s

(x)

onde p

i

e q

i

s~ao irredut��veis. Desta igualdade temos que p

1

jq

i

para algum

i = 1; 2; � � � ; s:Como q

i

�e irredut��vel, ent~ao p

1

= 

i

q

i

;para alguma onstante



i

:Rearranjando os polinômios q

i

podemos supor que q

i

= q

1

:Segue que

g(x) = g

1

(x) � g

2

(x) � � � g

k

(x)

h(x) = h

1

(x) � h

2

(x) � � �h

l

(x):

Canelando temos

f(x) = p

2

(x) � � � p

r

(x) = 

1

q

2

(x) � � � q

s

(x):

Repetindo o argumento, onlu��mos que ap�os uma poss��vel permuta�~ao dos

polinômios q

i

;existem onstantes 

i

tais que

p

i

(x) = 

i

q

i

(x); i = 1 � � � ; s:

Isto prova a uniidade.

Corol�ario 17 Seja f 2 K[x℄ polinômio de grau pelo menos 1. Ent~ao f

admite uma fatora�~ao

fx) = p

1

(x) � p

2

(x) � � � p

r

(x)

de polinômios irredut��veis mônios, determinados de modo �unio a menos de

uma permuta�~ao.



12 Doherty Andrade

Corol�ario 18 Se K �e um orpo algebriamente fehado, todo polinômio

f 2 K[x℄ de grau � 1 admite uma fatora�~ao

f(x) = (x� a

1

) � (x� a

2

) � � � (x� a

n

)

om a

i

2 K e  2 K: Os fatores (x� a

i

) s~ao determinados de modo �unio a

menos de uma permuta�~ao.

Demonstra�~ao: A prova �e imediato do teorema e do teorema da raiz.

4. O Teorema Fundamental da

�

Algebra

Nesta se�~ao provaremos que C �e algebriamente fehado, isto �e, os �unios

polinômios irredut��veis de C [x℄ s~ao os polinômios lineares a+ bx:

O orpo C foi onstru��do para onter todas as ra��zes de polinômios reais

irredut��veis, �e o que provaremos a seguir.

�

E f�ail ver que o polinômio g(x) =

x

2

+ ax + b;om a; b 2 C tem ra��zes em C ; pois

g(x) = (x +

a

2

+ d) � (x+

a

2

� d);

onde

a

2

4

� b = d

2

: Assim todo polinômio de grau 2 se fatora num produto de

dois polinômios omplexos lineares.

Para polinômios de grau 3, f(x) = x

3

+ bx

2

+ x+ d; om oe�ientes em

C ; fazendo h = �

b

3

obtemos

f(y + h) = y

3

+ py + q; p; q 2 C :

Agora usando a substitui�~ao de Vi�ete y = z �

p

3z

obtemos que

f(z �

p

3z

) = z

3

�

p

3

27z

3

+ q:

Assim,

z

3

�

p

3

27z

3

+ q = 0

�e uma equa�~ao quadrada em z

3

e portanto

z

3

1

=

�q +

q

�

D

27

2

;
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z

3

2

=

�q �

q

�

D

27

2

;

s~ao as ra��zes, onde D = �(4p

3

+ 27q

2

): Como

z

3

+ z(�3rs0 + (r

3

+ s

3

) = (z + r + s)(z + wr + w

2

s)(z + w

2

r + ws)

onde p = �3rs e q = r

3

+ s

3

, segue que as ra��zes de y

3

+ py + q = 0 s~ao

y

1

= z

1

+ z

2

y

2

= wz

1

+ w

2

z

2

y

2

= w

2

z

1

+ wz

2

;

onde w 2 C �e a raiz �ubia da unidade.

A equa�~ao polinomial geral do quarto grau pode ser reduzida, via mu-

dan�a de vari�aveis, para

y

4

+ py

2

+ qy + r = 0;

e em seguida reduzida, om u; v; w 2 C onvenientes, para a forma

(y

2

+

u

2

)

2

� (vy + w)2 = 0:

Comparando obtemos que

p = u� v

2

;

q = �2vw;

r =

u

2

4

� w

2

:

Substituindo em r =

u

2

24

� w

2

obtemos

v

6

+ 2pqv

4

+ (p

2

� 4r)v

2

� q

2

= 0;

que �e uma equa�~ao �ubia em v

2

e as ra��zes desta equa�~ao determinar ex-

pliitamente por meio de radiais.

At�e grau 4 as ra��zes s~ao obtidas por meio de radiais. N~ao �e verdade para

polinômios gerais om graus maior ou igual a 5, este �e o famoso teorema de

Abel. Apesar do teorema de abel, temos

Teorema 19 (Teorema Fundamental da

�

Algebra)Todo polinômio p(z)

em C [z℄ de grau maior ou igual a 1, tem uma raiz em C : Isto �e, C , �e algebri-

amente fehado.
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A prova elementar que apresentaremos �e basiamente a prova dada por Ar-

gand em 1814.

Observamos que um polinômio p(z) om oe�ientes omplexos pode ser

esrito da forma

p(z) = p(x+ iy) = p

1

(x; y) + ip

2

(x; y);

onde p

1

(x; y) e p

2

(x; y) s~ao polinômios reais nas vari�aveis reais x; y. Segue

que

jp(z)j =

p

p

1

(x; y) + p

2

(x; y)

2

;

que �e laramente fun�~ao ont��nua nas vari�aveis x; y: Na prova usaremos o fato

b�asio do C�alulo que uma fun�~ao ont��nua num diso fehado D do plano

tem um m��nimo em D. A prova est�a dividida em duas partes, provaremos

que:

a) existe um ponto z

0

no plano omplexo tal que

jp(z

0

) � jp(z)j; 8z 2 C ;

b) se z

0

�e o ponto de m��nimo global determinado na primeira parte, ent~ao

p(z

0

) = 0:

Primeiramente vamos provar um lema que ser�a �util na prova do teorema

fundamental.

Lema 20 Se f(z) 2 C [z℄ �e polinômio de grau maior ou igual a 1, ent~ao dado

M > 0 existe R > 0 tal que se jzj > R; ent~ao jf(z) �M:

Demonstra�~ao: A prova �e sobre indu�~ao sobre o grau de f . Se o grau de

f �e igual a 1, ent~ao f(z) = a + bz; b 6= 0: Logo,

jf(z)j = ja+ bzj � jbzj � jaj = jbj � jzj � jaj:

Dado M > 0 esolha

R =

M + jaj

jbj

e assim se jzj > R ent~ao vertf(z) > M:

Assuma que o lema �e verdade para polinômios de grau (d � 1). Ent~ao

f(z) pode ser esrito na forma f(z) = a+zf

1

(z); onde f

1

(z) tem grau (d�1).

Dado M > 0 esolha R � 1 tal que para jzj > R; jf(z)j > M + jaj; isto �e

poss��vel pela hip�otese de indu�~ao.
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Ent~ao, para jzj > R;

jf(z)j = ja+ zf

1

(z)j

� jzf

1

(z)j � jaj

= jzj � jf

1

(z)j � jaj

� jf

1

(z)j � jaj

� M + jaj � jaj =M;

provando assim o lema.

5. Prova do Teorema Fundamental

Para provar o teorema fundamental, seja

p(z) = z

m

+ a

n�1

z

n�1

+ � � �+ a

0

:

Existe R > 0 tal que se jzj > R, ent~ao jp(z)j > 1 + ja

0

j; para todo z 2 C :

Seja

D = fz 2 C ; jaj � Rg:

Como D �e fehado e limitado no plano, ent~ao do C�alulo sabemos que existe

z

0

2 D tal que

jp(z

0

)j � jp(z)j; 8z 2 D:

Pela esolha de D; temos que

jp(z

0

)j � jp(z); 8z:

Pois se z 62 D; ent~ao jzj > R e assim jp(z)j � 1 + ja

0

j > jp(0)j: Como

0 2 D; jp(0)j � jp(z

0

)j: Assim,

jp(z

0

)j � jp(z)j; 8z 2 D ou z 62 D:

Agora provaremos que p(z

0

) = 0: Fazendo a mudan�a de vari�aveis w =

z � z

0

; ent~ao

p(z) = p(w + z

0

) = q

1

(w)

�e um polinômio em w e

jq

1

(0)j = jp(z

0

)j � jp(z)j = q

1

(w)j; 8w:
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Assim q

1

tem m��nimo global em w = 0.

Provaremos que q

1

(0) = 0: Se este for o aso, n~ao h�a o que fazer. Se

q

1

(0) = a 6= 0; hegaremos a uma ontradi�~ao. Suponha a 6= 0 e seja

q

2

(w) =

1

a

q

1

(w): Ent~ao, jq

2

(w)j tem um m��nimo em w = 0 se e, somente se,

jq

1

(w)j tem um m��nimo em w = 0:

Agora q

2

(w) tem a forma

q

2

(w) = 1 + bw

m

+ b

1

w

m+1

+ � � �+ b

k

w

m+k

;

onde m+ k = n:

Seja r a m��esima raiz de (�

1

b

). Ent~ao, br

m

= �1: Seja w = ru e

q(u) = q

2

(ru) = q

2

(w): Ent~ao, jq(u)j tem um m��nimo e u = 0 se e, somente

se, jq

2

(w)j tem um m��nimo e, w = 0: Agora, q(u) tem a forma

q(u) = 1 + b(ru)

M

+ � � �+ b

k

(ru)

m+k

= 1� u

m

+ u

m+1

Q(u);

onde

Q(u) = 

1

+ 

2

u+ � � �+ 

k

u

k�1

�e um polinômio em u om 

j

= b

j

r

m+j

; 1 � j � k: Note que q(0) = 1; assim

1 �e um valor m��nimo de jq(u)j:

Seja t > 0 real. Fazendo u = t, temos

jQ(t)j = j

1

+ 

2

t+ � � �+ 

k

t

k�1

j

� j

1

j+ j

2

t + � � �+ 

k

t

k�1

:

Seja

Q

0

(t) = j

1

j+ j

2

t + � � �+ 

k

t

k�1

:

Quando t! 0; temos que tQ

0

(t)! 0: Esolha 0 < t < 1 tal que tQ

0

(t) < 1:

Vamos mostrar que esta esolha de t, fazendo u = t d�a jq(t)j < 1 = jq(0)j;

ontradizendo a hip�otese que jq(u)j tem seu m��nimo em u = 0: De fato,

jq(t)j = j1� t

m

+ t

m+1

Q(t)j

� j1� t

m

j+ jt

m+1

Q(t)j

= (1� t

m

) + t

m

tjQ(t)j

= (1� t

m

) + t

m

(tQ

0

(t)):
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Como t �e esolhido de modo que tQ

0

(t) < 1; este �ultimo n�umero �e menor do

que

(1� t

m

) + t

m

= 1 = jq(0)j:

Como t 6= 0; jq(u)j n~ao tem seu m��nimo em u = 0: Contradi�~ao. Logo, a = 0

o que implia que q

1

(0) = 0 e portanto p(z

0

) = 0:


