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Resumo: Nestas notas apresentamos uma prova elementar do Teorema
Fundamental da Algebra.

1. Introducao

O problema de encontrar raizes de um polinomio é antigo. J& por volta de
1600 AC os babilonios possuiam tabelas que permitiam resolver equagcoes
quadraticas. Os gregos antigos resolviam equagoes quadraticas por meio de
construcoes geométricas, nao existia sinal algum de formulacao algébrica até
100 DC. Os gregos tinham métodos aplicaveis a equacoes ctibicas envolvendo
intersecao de conicas.

A solucao algébrica da cubica era desconhecida e em 1494 Pacioli em sua
“Summa. Arithmetica” observa que a solucao das equacoes 23 +mz = n e
2% +n = max eram impossiveis. Na Renascéncia os matematicos de Bolonha
descobriram que a equacao cubica geral podia ser reduzida a trés casos basicos
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2> +pr=q, 25 =pr+qex’+q=pr. A separacao em casos foi necessirio
pois eles nao conheciam nimeros negativos.

Scipio del Ferro resolveu todos os trés casos e certamente passou o seu
método a um estudante, Fior. Nicollo Fontana (ou Tartaglia) em 1535 re-
descobriu o método. Fontana demonstrou o seu método numa competicao
publica, mas recusou-se a revelar os detalhes. Finalmente ele foi convencido
pelo fisico Girolano Cardano a revelar o segredo, mas com a condi¢ao de nao
revelar a mais ninguém. Quando a “Ars Magna” de Cardano apareceu em
1545 ela continha uma completa discussao da solucao de Fontana. Continha
também o método de Ludovico Ferrari para resolver a equacao de quarto
grau por reducao a uma cubica. Girolano sentiu-se desobrigado de cumprir
o trato com Tartaglia pois descobriu que o seu método de solucao ja era
conhecido. A solucdo de Fontana para 2® 4+ pr = ¢ é

_3q P @ sq A
x_\/2+\/27+4+\/2 Vor T

A expressao acima sd envolve os coeficientes da equacao, adicao, sub-
tragao, multiplicacao, divisao e extracao de raiz. Tais expressoes sao con-
hecidas como expressoes radicais.

Vamos apresentar nestas notas uma prova elementar do famoso teorema
fundamental da Algebra.

2. Resultados Preliminares
Seja (A, 4+, ) um anel. Um polinémio f sobre A é uma sequéncia

(Cl(),a,l,... ,an,...)

de elementos de A na qual apenas um numero finito de termos sao diferentes
de zero do anel A.

Segue que para cada polinomio f existe um natural d, que depende de f,
tal que para cada n > d tem-se a,, = 0. Se ay # 0, mas a, = 0 para todo
n > d, entao d é chamado o grau do polinomio f.

Polinémios da forma (ag,0,...,0,...) sdo chamados de polinémios es-
calares. Se ay = 0 entao o polinomio serd dito polinomio nulo. O grau do
polinémio nulo serd admitido como sendo (—1), embora alguns autores nao
definem o grau para este polinomio.

Observamos que os polinomios

(ag,al,... ,an,...):(bg,bl,... ;bn;---)
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se e somente se a; = b;.

O conjunto de todos os polinomios sobre A munido das operacoes abaixo
se transformard em um anel:
Adigao:

(agy... yap,...)+ (boy.o. ybpy...) = (ag+boy...,an +bpn,...),
Multiplicacgao:
(ag, @1y yapy. o) (boybryevs ybyy o) = (CoyClyene s Chyenn),
onde
Cp = Z a;bp_;.
i+j=k

Denotaremos por (A[z],+,+) o anel dos polinomios sobre o anel A com
as operacoes definidas acima. E facil mostrar que se (A,+,-) é um anel
comutativo com identidade entao (A[z],+,-) também é um anel comutativo
com identidade.

Note que se f # 0 e g # 0 sdao polinémios sobre o anel (A, +, ) entao o
grau(f + ¢g) < max{grau(f), grau(g)}. Vale a igualdade se f e g tém graus
diferentes. Além disso, f-g = 0ou o grau(f-g) < grau(f)+ grau(g). O anel
Z.,|x] fornece exemplos para estas observagoes.

Quando (A,+,-) é um dominio de integridade, f # 0 e g # 0 sao
polinémios sobre A, o grau(f - ¢g) = grau(f)+ grau(g). E concluimos que
f+g # 0. Segue que se (A, +, -) é um dominio de integridade, entao (A[z], +, )
¢ um dominio de integridade.

Observacao 1 F usual representar um polinomio
f: (a0;a17"' Jana"')
sobre um anel A por
ap + a1 + axx® + - - - + apx™.
Neste caso também escrevemos
_ 2 n
f(x) =ap+ a1z + ax” + -+ - + apz™.

Assim o polinomio (a,0,0,---) representa o polinomio constante az® = a.
Segue que a representa ou um elemento de A ou um elemento de Alx].
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Defini¢ao 2 Uma funcao ¢ : a — A é chamada uma funcao polinomial se
existe um polinémio f(z) = ag + a1x + - -+ + a,z" sobre o anel A tal que

o(b) =ag+arb+ .-+ a,b", Vbe A.

E comum usar a mesma letra para representar a funcao polinomial e o
polinébmio que a representa.

Em Zs[z] o polinémio p(z) = 2> —z nio é o polindomio nulo, mas ¢ : Zy — Zs
dada por ¢(b) = b?> — b é uma funcao identicamente nula.

Se f(b) = 0 dizemos que b € A é uma raiz da equagao funcional f(z) = 0.
Segue que todo elemento de A é uma raiz do polindmio nulo.

Seja (A, +,-) um anel e suponha que para algum u € A tem-se a - u =
u-a, Ya € A. Existe uma aplicacao dada por

n n
a; - T a; * U
i=0 =0
que é claramente um homomorfismo de A[z] em A.

Teorema 3 (Algoritmo da divisao) Seja (A, +,-) um anel comutativo
com identidade 1 € A. Se a(x) € A[z] e b(z) € A[z] é um polinémio ménico,
entao existem polindmios ¢(z),r(z) € A[z] tais que

a(z) = b(z) - q(z) + r(x)
com r(z) =0 ou grau(r(z)) < grau(g(x))

Demonstracao: Ha dois casos a considerar:
1i) grau(b) > grau(a):

Neste caso escolhemos ¢ =0 e r = a.
2i) grau(b) < grau(a):

Neste caso a prova é por indugao. Fixemos b(x) polinémio de grau> 0.
Sejam

a(z) = Gpisa" 4+ +ag,5>0

b(x) = 12"+ ---+ by,

se s = 0 o teorema é 6bvio. Suponha que o resultado seja verdadeiro para
todo polinomio de grau menor (n + s). Provaremos que o mesmo é verdade
para polinémios de grau (n + s). De fato, seja

a(x) = a(x) — (anrsx°b(x).
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Logo,
a(x) = anys2’b(z) + d'(z).

Como grau(a') = (n —1+4s) < (n+s) = grau(a), temos pela hipdtese de
indugéo que existem gqo(z),r(x) € Alz] tais que

a'(x) = b(x)qo(x) + r(x)

onde 7 = 0 ou grau(r) < grau(b).

Segue que
a(z) = apis2°b(x) + b(x)qo(2) + 7(2)
= [an4s2° + qo(2)]b(2) + 1 (2),
com 7 = 0 ou grau(r) < grau(b). i

3. Polindomios Sobre um Corpo

Nesta secao veremos alguns resultados importantes da teoria dos polinomios
sobre um corpo K.

Teorema 4 Seja K um corpo, a e b € K[z]. Se b # 0, entdo existem
polinémios tinicos ¢, r € K|[z] tais que

a=0bq+r, r=0 ou grau(r) < grau(b).

Demonstracao: A existéncia é provado de modo analogo ao teorema ante-
rior. Provaremos a unicidade.
Sejam ¢1 (), g2(z),71(x) e ro(x) polinomios de K[z] tais que

a(z) = q(z)b(z) +ri(z)
q2(2)b(x) + ro(x)

@
—
S
~
I

onde r;(z) = 0 ou grau((r;(z)) < grau(b(x)), i =1,2.
Logo,

(01(z) — q2(2)) - b(z) = r2(x) — 11(2).

Entao, o lado esquerdo é zero ou é um polinomio de grau maior ou igual ao
grau de b(z), enquanto o lado direito é zero ou tem grau menor que o graus
de b(x). Assim a igualdade sé pode ocorrer se ambos os lados sao iguais a
zero. Logo, ri =1y e q; = @o.
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Corolédrio 5 (teorema do resto) Se f(r) € K[z] é qualquer polinémio e
(x —a) € Klz], entao

f(z) = (z —a)-q(z) + f(a),
para algum ¢(z) € K|[x].

Demonstracao: Do teorema acima é imediato que

f(@) = (z —a) - q(x) +r(z),

para algum ¢(x) € Klz| e r(z) = 0 ou grau(r(z) < 1. Segue que r(z) =1 é
poliémio constante. Mas f(a) = r, e assim

f@) = (x —a)-q(x) + f(a).

Corolério 6 (teorema da raiz) Seja f(x) € K[z] um polinémio e a € K
raiz de f. Entao (z — a) divide f(z).

Demonstracao: Como f(z) = (x —a) - q(z) + f(a) e f(a) = 0, entao
f(z) = (z —a) - q(x). Isto é, (z — a) divide f(z). [

Coroldrio 7 Seja K um corpo e f(x) = ag+ a1z +-- -+ a,2" um polin6mio
nao nulo em Klz| de grau n. Entao, f tem no méximo n raizes em K.

Demonstracao: A demonstracao é uma aplicacao do algoritmo da divisao.
Se f nao possui raiz, nao ha o que provar. Se f tem grau 1, o resultado é
verdadeiro. Suponha que o resultado seja verdadeiro para todos os polinomios
de grau menor ou igual a (n —1). Seja f de grau n. Se f nao tem raiz em K
nao ha nada a ser provado. Caso contrario seja a € K uma raiz de f. Como
(x — a) divide f entdo podemos escrever

fx) = (z = a)q(2)

para algum para algum ¢(z) € K[z]| de grau (n — 1). Notemos que toda raiz
de ¢(z) é também raiz de f e por outro lado se b # a é raiz de f entao temos
que (b — a)q(b) = 0 e portanto b é raiz de ¢(z). Logo, as raizes de f sdo as
raizes de ¢(z) e a. Como ¢(z) tem grau (n — 1) segue da hipétese de inducao
que ¢(x) tem no maximo (n — 1) raizes. Logo, f(z) tem no maximo n raizes.

Se L e K sao dois corpos tais que L D K, dizemos que L é uma extensao
de K. E imediato do teorema anterior que se f(x) = a,z™ + -+ + a1x + ay
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é polinémio nao nulo em K[z] de grau n, entao f(z) possui no maximo n
raizes em qualquer extensao L de K.

Dizemos que um corpo K ¢ algebricamente fechado se todo polindmio
nao escalar de Kz| tem pelo menos uma raiz em K. Segue do teorema da
raiz, que se K é um corpo algebricamente fechado entao todo polinomio nao
escalar de K[z]| tem todas as raizes em K.

Seja f(z) € K[z] com grau pelo menos 1. Dizemos que f é polinémio
irredutivel sobre K se toda vez que

f(x) = g(z)-h(z), g,he Kz]

implicar que g(x) = a constante ou h(x) = b constante.
Se f nao for irredutivel, entao f é dito redutivel sobre K.

Teorema 8 Sejam K um corpo e p(x) € K[x] polinomio. Entao, p(z) é
irredutivel sobre K se e somente se (p(x)) é ideal maximal.

Demonstragao: Suponha p(z) irredutivel sobre K e I = (p(x)) ideal gerado
por p(x). Como p(x) tem grau maior ou igaul a 1, entdao I # K|z].

Seja J = (h(x)) outro ideal de Klz| tal que I C J C K]x], com I # J.
Provaremos que J = KJz|. Como p(z) € J segue que

para algum g(x) € Kl[z]. Mas p(x) é irredutivel sobre K, assim g(z) = a
constante ou h(z) = b constante. Se g(x) = a, entdo a # 0 e portanto
h(x) = a'-p(x) € I e portanto J C I o que nos d& I = J, que é uma
contradicao . Por outro lado, se h(x) = b constante, entao b # 0 e portanto

Logo, (p(z)) ¢é ideal maximal.

Suponha I = (p(x)) ideal maximal. Entao, I # K|x] e portanto p(x) tem
grau pelo menos 1. Provaremos que p(z) é irredutivel sobre K. Suponha que
p(x) = g(z) - h(x). Assim, I C J = (h(x)) e como I é maximal entao I = J
ou J = Klz].

Se I = J entao h(z) € I = (p(x)), e isto diz que
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e como K[x] é dominio de integridade obtemos que

f(x)-g(z) = 1.

Logo, g(z) = a constante e portanto p(x) é polinomio irredutivel sobre K.
Se J = K[z], segue que h(z) = b # 0 constante e portanto p(z) é irre-
dutivel sobre K. | |

Coroldrio 9 Seja K um corpo e p(z) € K|z]. Sdo equivalentes:
1i) p(z) é irredutivel sobre K,
21) I = (p(z)) é ideal maximal em K[x],
3i) K[x]/I é um corpo.

Teorema 10 R[z|/I é um corpo isomorfo a Cc, onde I = {(x? + 1)).

Demonstragao: Como p(r) = x> + 1 é irredutivel sobre R, entao I =
{(*+1))é um ideal maximal de R[x]. Logo, R[z|/I é um corpo. Os elementos
R[z]/T sao classes residuais da forma

f(x) ={g(z) € Rlz]; f(z) = g(z) mod (z” +1)}.
Como
f(x)=q(2) - (2*>+1) +r(2),

com r(z) = 0 ou grau(r(z)) < 1 entdo podemos associar a cada classe f(z)

um tnico polinémio r(z) = a + ba.
Observando que 22 = —1, definimos
U:C— Rz]/I

dada por Y(a + bi) = a+ bx. Provaremos que ¥ é um homomorfismo de
corpo. E claro que ¥ é sobrejetora, para provar que ¢ homomorfismo
U((a+ad)+(b+V)i) = (a+a)+(b+V)x
(a+bx) + (¢ + V)
= U(a+bi)+ ¥(a' + i)

Do mesmo modo provamos para a multiplicagao:

U((a+bi)-(a +0i) = ¥((aad —bb') +i(ab + ba'))
= (ab' +ba')x + (aa’ — bY)
= (a+bx)(a" +Vx)
= U(a+bi)¥(a + ')
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E facil ver que o niicleo do homomorfismo é {0} e portanto ¥ é um isomor-
fismo. i

Seja K um corpo e f(z),g(x) € K[z]. Dizemos que d(z) € Klz] é um
maximo divisor comum de f e g se:

1) dif e dlg,

2i) se d' € K[x] é tal que d'|f e d'|g, entao d'|d.

Lema 11 Se d é um MDC entre f e g, entao cd é um MDC entre f e g, para
todo ¢ # 0.

Demonstragao: Se d' = cd, entdo como f = dg, segue que f = (cd)(%q). Ou
seja, d'|f. Analogamente, d'|g. Além disso, se p|f e p|g, entao p|d e portanto
p|(cd). Logo, d é um MDC entre f e g. [ |

O lema acima diz que existem infinitos d € K|[z] que sdo maximo divisor
comum para f e g.

Teorema 12 (teorema de Bezout) Dados f e g em K|[z], existe d € K|x]
um méximo divisor comum entre f e ¢g. Além disso, existem h; e hy em K|z]
tais que

d:fh1+gh2

Demonstragao: Nesta prova usaremos que todo ideal de K[x] é principal.
Seja

I'=(f,9) ={a(z)f () +b(z)g(x); a(r) ,b(z) € K[z]}

o ideal gerado por f e g. Como todo ideal de K|x] é principal, entao existe
d € Klz] tal que I = (d). Provaremos que d é um maximo divisor comum
entre f e g.

De fato, como f € I e g € I, entao

flx) = a(x)d(z)
g(x) = bi(x)d(z)

para algum a(x) € K[z] e algum b, (x) € K[z]. Logo, d|f e d|g. Além disso,
como d € I segue que existem hy, hy € K[x]. tais que

d—= hlf + hgg.

Assim, se d' € K[x] é tal que d'|f e d'|g entao d'|(h1f) e d'|(hag) ou seja d'|d,

mostrando que d é um méaximo divisor comum entre f e g. W
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Corolario 13 Seja K um corpo, p, f, g € K[z]. Se p é irredutivel sobre K e
pl(fg), entdo p|f ou plg.

Demonstracao: Se p nao divide f, entao 1 é um maximo divisor comum
entre f e p. Logo, pelo teorema de Bezout, existem h; e hy poliomios de
K|[z] tais que

1= p(x)hi () + f(x)ha(2).
Logo,
9(x) = [p(x)g(x)hi (z) + [f (2)g(x)]ha(2).

Como p divide (fg) e p divide (pg), entao p divide g. [ |

Corolario 14 Se f = gq+r, r # 0 e d é um maximo divisor comum entre
f e g, entao d é um maximo divisor comum entre g e 7.

Demonstragao: Seja d’ um maximo divisor comum entre g e r. Como
r = f—gq, entao d divide r. Logo, d divide r e d divide g e portanto d divide
d'. Por outro lado, como f = gq+r e d' divide g e d’ divide r, entao d' divide
f. Segue que d’ divide f e d’ divide g e portanto d' divide d. Logo, d =c-d'
para alguma constante ¢ € K. | |

Observacao 15 FEste coroldrio dd origem ao algoritmo das divisoes sucessi-
vas para determinar um mdzrimo divisor comum entre dois polinomios. Neste
algoritmo o ultimo resto nao nulo € um mdzrimo divisor comum.

Teorema 16 Seja K um corpo. Todo polinémio f(z) € K[z]| de grau > 1 é
irredutivel ou se decompoe num produto

pi(x) - p2(x) - - pu()

de polinomios irredutiveis.
Além disso, os polinomios p1, pa, - - - , P, sa0 determinados de modo 1nico,
a menos de um rearranjo e a menos de fatores constantes nao nulos.

Demonstracao: Primeiro provaremos a possibilidade de fatoracao. A prova
é por inducgao sobre o grau(f). Se o grau de f é igual a 1, entao é claro que
f é irredutivel.

Suponha que todo polinomio g € K[z] de grau menor que grau(f) pode
ser escrito como produto de irredutiveis ou é irredutivel. Vamos provar que o
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mesmo vale para f. Se fé irredutivel, nao ha o que provar. Se fé redutivel,
entao

f=gh,

onde g, h € K[x]sao polinomios de K[z|com
grau(g) < grau(f)
grau(h) < grau(f).

Pela hipotese de inducao ge hsao irredutiveis ou sao produto de irredutiveis:

9(z) = gi(x) - ga(w) - - gi()
h(z) = hi(z)- he(z)---hy(x).
Logo, f(x)é irredutivel ou é um produto de irredutiveis:
f(@) = g1(z) - g2(@) - - - g (@) - P () - ha(2) - - - by ().

Provaremos agora a unicidade da decomposic¢ao:
suponha que

f(@) =pi(@) - pr(2) = (@) - gs(x)
onde pe ¢;sa0 irredutiveis. Desta igualdade temos que p;|¢;para algum

1 =1,2,--+,5.Como ¢;é irredutivel, entao p; = ¢;¢;,para alguma constante
ci.Rearranjando os polinomios ¢;podemos supor que ¢; = ¢;.Segue que

9(z) = g1(2) - ga(@) - - gu(2)
h(z) = hi(z)- he(z)- - hy(x).

Cancelando temos
f(z) = pa(2) - pr(2) = c102(2) - - - g5 ().

Repetindo o argumento, concluimos que apds uma possivel permutacao dos
polinomios ¢;,existem constantes c;tais que

pi(r) = cigi(x), i=1---s.

Isto prova a unicidade. |

Coroldrio 17 Seja f € K]lz| polinomio de grau pelo menos 1. Entao f
admite uma fatoracao

fr) = cpi(x) - paw) - - pr(2)

de polinomios irredutiveis monicos, determinados de modo tinico a menos de
uma permutacao.
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Corolario 18 Se K é um corpo algebricamente fechado, todo polinomio
f € K|z| de grau > 1 admite uma fatoragao

f@) =clz —a)- (& —as) (v —an)

com a; € K e ¢ € K. Os fatores (z — a;) sao determinados de modo tinico a
menos de uma permutacao.

Demonstracao: A prova é imediato do teorema e do teorema da raiz.

4. O Teorema Fundamental da Algebra

Nesta seccao provaremos que C é algebricamente fechado, isto é, os tunicos
polinoémios irredutiveis de C[z| sdo os polinomios lineares a + bx.

O corpo C foi construido para conter todas as raizes de polinomios reais
irredutiveis, é o que provaremos a seguir. E facil ver que o polinémio g(z) =
2% 4+ ax + b,com a,b € C tem raizes em C, pois

a a
g(x) = (:c+§—|—d) : (:c—|—§—d),
onde % — b = d?. Assim todo polinémio de grau 2 se fatora num produto de
dois polinomios complexos lineares.
Para polinomios de grau 3, f(z) = 2* + bx? + cx + d, com coeficientes em
C, fazendo h = —g obtemos

fly+h)=v*+py+gq, pqeC.

Agora usando a substitui¢ao de Viete y = z — 2 obtemos que

3

_pPy_3_ P
Je=g) =25 5+a

Assim,

3 p’

= 2723

+q=0

é uma equaciao quadrada em 23 e portanto

2 Y

4 =
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sdo as raizes, onde D = —(4p® + 27¢*). Como

2+ 2(=3rs0+ (r’ + 5°) = (2 + 7 + 8) (2 + wr + w?s) (2 + W*r + ws)

onde p = —3rs e ¢ = r® + 53, segue que as raizes de y* + py + ¢ = 0 sao
1= 21t 2
Yo = W2+ w222
yp = w’z 4wz,

onde w € C ¢ a raiz cibica da unidade.
A equacao polinomial geral do quarto grau pode ser reduzida, via mu-
danca de varidveis, para

y' +py’ +qy+r=0,
e em seguida reduzida, com u, v, w € C convenientes, para a forma

(3 + %)2 — (vy +w)2 = 0.

Comparando obtemos que

p = u—1v,
q = —2vw,
2
U 2
r = ——uw
4
Substituindo em r = % — w? obtemos

24
v® + 2pgv?t + (]02 — 47’)1}2 —¢> =0,

que é uma equacao ctibica em v? e as raizes desta equacdo determinar ex-
plicitamente por meio de radicais.

Até grau 4 as raizes sao obtidas por meio de radicais. Nao é verdade para
polinomios gerais com graus maior ou igual a 5, este é o famoso teorema de
Abel. Apesar do teorema de abel, temos

Teorema 19 (Teorema Fundamental da Algebra)Todo polinémio p(z)
em C[z] de grau maior ou igual a 1, tem uma raiz em C. Isto é, C, é algebri-
camente fechado.
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A prova elementar que apresentaremos é basicamente a prova dada por Ar-
gand em 1814.

Observamos que um polinémio p(z) com coeficientes complexos pode ser
escrito da forma

p(2) = p(x +iy) = pi(x, y) + ip2(z,y),

onde p;(z,y) e pa(z,y) sdo polindmios reais nas varidveis reais z,y. Segue
que

p(2)] = Vi (2, y) + pa(w, )2,

que é claramente funcao continua nas variaveis x, y. Na prova usaremos o fato
basico do Célculo que uma funcao continua num disco fechado D do plano
tem um minimo em D. A prova esta dividida em duas partes, provaremos
que:

a) existe um ponto zg no plano complexo tal que

Ip(20) < Ip(2)], Vz €C,

b) se zy é o ponto de minimo global determinado na primeira parte, entao

p(z0) = 0.
Primeiramente vamos provar um lema que sera 1til na prova do teorema
fundamental.

Lema 20 Se f(z) € C[z] é polinomio de grau maior ou igual a 1, entao dado
M > 0 existe R > 0 tal que se |z| > R, entao |f(z) > M.

Demonstracao: A prova é sobre inducao sobre o grau de f. Se o grau de
f éigual a 1, entdo f(z) = a+ bz, b # 0. Logo,

[f ()| = la+bz| > |bz| — |a| = [b] - [2] — |al.

Dado M > 0 escolha

R M + |a|
10|

e assim se |z| > R entdo vertf(z) > M.

Assuma que o lema é verdade para polinémios de grau (d — 1). Entao
f(z) pode ser escrito na forma f(z) = a+zfi(z), onde f;(z) tem grau (d—1).
Dado M > 0 escolha R > 1 tal que para |z| > R, |f(2)| > M + |a|, isto é
possivel pela hipétese de inducao.
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Entao, para |z| > R,

IF2) = la+2f1(2)]
> |zfi(2)] = lal
= [zl - 1A — lal
> |fu(2)] = al
> M+ la| —[a] = M,

provando assim o lema.

5. Prova do Teorema Fundamental
Para provar o teorema fundamental, seja
p(z) = 2"+ ap_ 2"+ -+ ag.

Existe R > 0 tal que se |z| > R, entao |p(z)| > 1 + |agl, para todo 2 € C.
Seja

D ={z € C;la|] < R}.

Como D é fechado e limitado no plano, entao do Calculo sabemos que existe
2o € D tal que

Ip(20)| < Ip(2)], Vz € D.
Pela escolha de D, temos que

Ip(20)] < |p(2), Vz.

Pois se z ¢ D, entao |z| > R e assim |p(z)| > 1+ |ag| > |p(0)]. Como
0€ D, p(0)] > p(z0)]. Assim,

ip(20)| < |p(2)|, Vz2€ D ou z¢D.

Agora provaremos que p(zg) = 0. Fazendo a mudanga de varidveis w =
zZ — %, entao

p(z) = p(w + 20) = q1 (w)
¢ um polinomio em w e

[11(0)] = [p(20)] < [p(2)| = qr(w)], Y.
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Assim ¢; tem minimo global em w = 0.

Provaremos que ¢;(0) = 0. Se este for o caso, ndo hd o que fazer. Se
¢1(0) = a # 0, chegaremos a uma contradi¢do. Suponha a # 0 e seja
¢(w) = Lqi(w). Entéo, |g2(w)| tem um minimo em w = 0 se e, somente se,
|¢1(w)| tem um minimo em w = 0.

Agora ¢o(w) tem a forma

@w) =1+ bw™ + byw™ ™ + -+ bw™",

onde m + k = n.

Seja r a m—ésima raiz de (—3). Entao, br™ = —1. Seja w = ru e
q(u) = q2(ru) = g2(w). Entao, |¢(u)| tem um minimo e u = 0 se e, somente
se, |g2(w)| tem um minimo e, w = 0. Agora, ¢(u) tem a forma

qu) = 14+b(ru)™ + -+ b(ru)™*
1 —u™ +u" M Q(u),
onde

Q(u) =c| +cou+ -+ cut?

é um polinomio em u com ¢; = bjr™*7, 1 < j < k. Note que ¢(0) =1, assim

1 é um valor minimo de |g(u)].
Seja t > 0 real. Fazendo v = ¢, temos

|Q(t)| = |Cl —|— 02t + N _|_ thk—1|
< |Cl|+|02t—|—-..+cktk71.

Seja
Qo(t) = |c1| + |eat + - -+ ept™ 1.

Quando ¢t — 0, temos que tQ(t) — 0. Escolha 0 <t < 1 tal que tQy(t) < 1.
Vamos mostrar que esta escolha de ¢, fazendo u = ¢ dd |q(¢)| < 1 = |¢(0)],
contradizendo a hipdtese que |¢(u)| tem seu minimo em u = 0. De fato,

1 —t™ + 1" FQ(t)]

1 — "]+ [ Q1))
= (1—t") +t"Q()]
= (1= ™) + Qo ().

ol

IN
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Como t é escolhido de modo que tQy(t) < 1, este tiltimo niimero é menor do
que

(1= )+ 4" = 1= [q(O).

Como t # 0, |¢(u)| ndo tem seu minimo em u = 0. Contradi¢ao. Logo, a =0
o que implica que ¢;(0) = 0 e portanto p(zy) = 0. [ |



