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Roteiro para esbocar uma curva:

@ Dominio da fung¢ao: Devemos determinar o maior subconjunto possivel, nos R, onde
a expressao dada para a fung¢ao estd bem definida (nao podemos ter zero no denominador
e a raiz de indice par sé existe para nimeros positivos).

® Intercepto(s): Onde a fungao cruza os eixos do plano cartesiano (com o eizo y € o
ponto onde a funcgdao intercepta o eizo vertical, basta calcular f(0). Com o eixo = sdo
0s pontos onde a funcdo intercepta o eizo horizontal, para descobrir-los, basta calcular
flz) =0).

© Simetria (e quando a funcgao for trigonométrica, também analisamos a periodicidade):
A fungao € par se f(x) = f(—x), € impar se f(—x) = —f(x) e ndo tem simetria se nao
se encaizar em nenhum dos dois. A periodicidade € o intervalo apds o qual a funcao se
repete.

@ Assintotas: Sao retas que a fung¢do se aproxima, mas nunca toca (verticais: valores de
x que fazem a funcao ir para o infinito; e horizontais: valores que a fung¢do se aproxima
quando x vai para o infinito positivo ou negativo).

(e Intervalos de crescimento e decrescimento: Diz onde a fungao sobre ou desce no grdfico
(a fungao € crescente onde a derivada primeira € positiva e € decrescente onde a deirivada
primeira é negativa).

® Maximos e minimos locais: Sao os pontos mais altos ou mais baizos em trechos do



grdfico (se a fun¢ao muda de crescente para decrescente, temos um mdximo local; se ela
muda de decrescente para crescente, temos um minimo local. Isso € verificado analisando
a mudanga de sinal da primeira derivada).

Concavidade e pontos de inflexao: A primeira nos informa se a fungio € curvada
para cima ou para baizo (se a sequnda derivada € positiva a concavidade € para cima,
se ela € negativa, a concavidade é para baizo). Os pontos de inflexao nos indica onde a

concavidade muda de sentido, eles ocorrem onde a sequnda derivada € igual a zero.

1. Esboce o gréfico das seguintes curvas seguindo o roteiro acima:

1+ 22
1 — 22

a) y=
(@)

Dominio: {r e R /z#1ex # —1}

®

Interceptos: Quando x = 0:

o 1+0 1 _1
YTioo 1
Quando y =0
1+ 22 9 . ~
0= 2 = 14+22=0, # 2 € R que satisfaca essa equacio.

.". 0 Gnico intercepto é (0, 1).

©
Simetria: Seja y = f(x), f(—x) = 11_5:32 = 11_':; = f(z) = y. Logo, a

funcao é par.

@



Assintotas:

. 142? 00 .
lim = —— usando L’Hopital, temos:
z—o0 1 — 22 —00
2x 00
lim —— = ——, usando L’Hopital novamente:
T—00 — 2T —00
2x 2
lim — = lim — = —1
T—00 — 2L T—00 —2
1+ 22
lim i = —— usando L’Hopital, temos:
z——00 1 — 2 —00
2x —00
lim —— = ——, usando L’Hopital novamente
r——00 —2% o0
2
lim il lim — =-1
r——00 —2L  T——00 —

y = 1 é assintota horizontal da fung¢ao e y = 0 também, ja que a fungao
nunca cruxa o €ixo .
Como y nao esta definida para x = 1 e z = —1, verificaremos se essas retas sao

assintotas verticais:

. 1+:102_
xi{{l*l—la -
r 1+ 22
xg{l—l—:ﬁ = oo
I 1+x2_
x—ir—rhl—x? = oo

. 1+ 22
lim
z——1—- 1 — .’L'2

. x =1ex = —1 sao assintotas verticais de y.

®

Crescimento e decrescimento:

)= 1+ 22 ;o 2x(1 —2?) — (14 2)(—22)

-2z Y7 (1— a2)2
2z —22° — (—2z — 22°)
B (1 —22)?
20 — 22°% + 2z + 22°
(1 — 22)?
4z




Para analisarmos onde y é crescente, basta calcularmos onde 3’ > 0. E basta

que 4z > 0, ja que (1 — 22)2 > 0V z € Dom(y).
dr>0=2>0

.y € crescente em (0, +00)
e ¢ decrescente em (—o0,0).
Méaximos e minimos: Através da deirivada primeira, temos que em = = 0,

temos um ponto de minimo:

.. 0 ponto minimo é 1 em x = 0 e nao ha ponto de maximo.

Concavidade e pontos de inflexao:

, dx s A1 —2%)? —4z-2(1 — 2?)(—272)
YoM 7Y T (1 —a2)t
_A4(1— %) — 8a(—2x)
B (1—22)3
4 — 42* 4 1622
(1 —22)3
122244
(1 —a?2)3

Para analisarmos onde y é concava para cima, basta calcularmos y” > 0, e

como 1222 +4 > 0V x € R, basta que (1 — 2%)? > 0, entao:
1-2?)P>0=1-2">0=2"-1<0=-1<r<1

..y é concava para cima em (—1,1)
e é concava para baixo em (—oo, —1) U (1, +00).
Além disso, y tem pontos de inflexdo em x = —1 e = 1 e, como ja sabemos,

nesses pontos tém-se assintotas verticais.
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Dominio: {z e R/ z# 1,z # —1ex #0}

®

Interceptos:
Como z #0 e 3 nunca é igual a zero, a fun¢ao nao tem interceptos.
x3—
. . . 1 1
Simetria: Seja y = f(z), f(—x) = = = —f(z) = —v.

Logo, a fungao é impar.

@

Assintotas:
1
lim =0
00 T3 — 1
. 1
lim =0

..y =0 é assintota horizontal de y.

Como y nao esta definida para z = 0, x = 1 e x = —1, verificaremos se essas



retas sao assintotas verticais:

. 1
lim 3 = 400
z—1t 2 — T
. 1
lim 3 = —00
r—1—- T° — X
. 1
lim 3 = 400
-1+ 13 —
. 1
lim 3 = —00
r——17T° — T
. 1
lim 3 = —0
z—0t ° — X
1
lim = 400

z—0— T3 — T

Entao, as retas = 0, x = —1 e x = 1 sao assintotas verticais.

®

Crescimento e decrescimento:

R (Gt )
Bz 77 (x3 — x)?
_ —3at 41

pEEE

y:

Para analisarmos onde y é crescente, basta calcularmos onde 3y’ > 0. E basta

que =322 +1 >0, ja que V& € Dom(y) (z* — z)? > 0.

3 3
—3:E2+1>O:>3902—1<0:>—§<x<§

V3 V3

Logo, y é crescente em | ———

e é decrescente em (—oo, _Lﬁ) U (ﬁ,—i-oo)
®

. . 3 N V3
Méaximos e minimos: Em z = ——— temos ponto de minimo e em v = —



temos ponto de méximo.

/ A 1 B 1 129
3) /3 V3 33 9V3 6/3 6/3 23
(—7) +5 2w T o7
9v3 33
6 2

f @ B 1 B 1 129
3 (\/g>3 \/§_3\/§_9\/§__6\/§_ 6v3 23

5] T3 27 27 27
93 33
6 2
. 3V3 V3 . 3V3 V3
.. 0 maximo é — em r = — e 0 minimo ¢é em x = ———.
2 3 2 3
Concavidade e pontos de inflexao:
, 3?41 , (=62)(2® —x)? — (=322 +1)2(2® — z) (32 — 1)
T T @ =)
~ —6x(z® — x) — (—62% 4 2)(32* — 1)
N (2% —x)?
_ —6x" + 62 — (—18z" + 62* + 62* — 2)
N (2?2 —2)?
_ —6at + 62 + 182% — 1222 + 2
N (2% —z)?
12z — 62° + 2

(7 =2
Para analisarmos onde y é concava para cima, basta calcularmos y” > 0:

122% — 622 + 2

e >0= 122" =62 +2>0e (2° —2) >0

Analisaremos primeiro a primeira inequagao:

122 — 62° + 2 > 0 seja 2 = 2, entdo:
122 =622 +2>0=62"—322+1>0=1222-62+2>0=

622 —32+1>0.

Igualando a zero para descobrir as raizes temos:

3+ -24

622—324+41=0= 2=
z z+ z o



Como o numero que esta dentro da raiz é negativo, significa que essa equacao
nao tem raizes, entdao V z € R 622 — 3z +1 > 0 e consequantemente: 6z* —
322 +1 >0V z € R. Entao, basta garantirmos que:

(2P >0=1"-2>0=2(E"-1)>0=>2>0ex<—louxr>0

u
Gx -3\ |4+ et
-' b
W l-—F = = =¥+ g+
a il P '
I Bt I e U R
=0 o
}
e R A Y et B T K K o
—3 ® | <« [ cB <

Entéo, y é concava para cima em (—1,0) U (1, +00)
e ¢ concava para baixo em (—oo, —1) U (0, 1).
E também, y tem pontos de inflexdo em =z = 0, z = —1 e x = 1 e, como ja

sabemos, nesses pontos tém-se assintotas verticais.
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