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Capitulo 1
NUMEROS NATURAIS

Neste Capftulo, propomo-nos a desenvolver o estudo do conjunto dos niimeros
naturais. A idéia de nimero natural estd ligada ao problema de contar ou
enumerar objetos de um conjunto dado. Nosso primeiro objetivo sera entao o
de caracterizar os nimeros naturais. Uma das maneiras de fazé-lo é elaborar
um conjunto de axiomas e defini¢oes e dal desenvolver as propriedades do
conjunto em forma de teoremas. Estes axiomas, conhecidos como Axiomas
de Peano, em homenagem ao matematico italiano que, em 1899, inaugurou
este processo, podem ser enuciada como segue.

1.1 OS AXIOMAS DE PEANO

AXIOMAS DE PEANO: Existe um conjunto N tal que os seguintes ax-
iomas sao verificados:

Axiomal 1N

Axioma 2 Para qualquer n € N existe um unico n* € N, denominado o
sucessor de n

Axioma 3 Para cadan € N temos n* # 1
Axioma 4 Sem,n € N em*=n", entao m = n.

Axioma 5 Se M ¢é um subconjunto de N talque 1 € M e n* € M sempre
que n € M, entao necessariamente M = N.

Observacao 1.1.1 O azioma 1 nos mostra que o conjunto N ndao é vazio,
pois pelo menos o numero 1 pertence a N . O azioma 2 estabelece que para
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qualquer que seja, n € N existe um unico n* € N. O azxioma 3 diz que existe
um elemento de N que nao € sucessor de nenhum outro elemento de N, ou
seja, estabelece que existe um primeiro numero natural 1. O azxioma 4 diz
que se dois elementos possuem o mesmo sucessor, entao esses elementos sao
iguais. O axioma 5 conhecido como axioma de indugcao completa, estabelece
essencialmente que qualquer niumero natural pode ser atingido comegando
com 1 e contando os sucessores consecutivos. Adotamos o simbolo 2 (dois)
para indicar o sucessor de 1 (um), o simbolo 3 (trés) para indicar o sucessor
de 2 (dois) e assim por diante. Adotaremos também, indiferentemente, os
simbolos n* e n + 1 para indicar o sucessor de n (adogao justificada pela
definicao de soma de dois nimeros naturais).

Definicao 1.1.2 O conjunto N € chamado de o conjunto dos niumeros
naturais e seus elementos de numeros naturais.

Vamos agora deduzir dos Axiomas de Peano as primeiras propriedades
dos numeros naturais. A primeira delas diz que dados ntmeros naturais
diferentes entao seus sucessores também sao diferentes; a segunda afirma que
nenhum nimero natural é sucessor dele mesmo; a terceira garante que todo
nimero natural, diferente de 1, é sucessor de algum outro niimero natural.

Teorema 1.1.3 Para quaisquer numeros naturais m e n temos:
(1) m#n=m"*#n"
(2) n#n*
(3) n#1=3p,pe N, tal que p* =n

Demonstragao. Parte (1). Se tivermos m* = n*, pelo Axioma 4, tere-
mos m = n,contrariando a hipotese.

Parte (2). Seja
M={meN|m#m"}
Entao, pelo axioma 3 temos que 1 € M e se n € M, pela defini¢ao de M,
temos n* # n e consequentemente por (1), segue (n*)" # n*, logo n* € M e

pelo axioma 5 vamos ter M = N
Parte (3). Seja

M={1}U{neN /3 m,meN tal que n =m"}
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Pela definicao de M, temos 1 € M.Agora, se n € M, com n # 1, vamos
ter n = m*, para algum m. Donde n* = (m*)* e n* é o sucessor de m*. Logo
n* € M e pelo axioma 5 segue que M =N =

Do axioma 5 deduzimos imediatamente, o Primeiro Princfpio de
Inducao Completa:

“Associemos a cada nimero natural n uma propriedade P (n) (que
pode ser verdadeira ou falsa). Suponhamos que

a) P (1) é verdadeira;

b) para todo nimero natural k tal que P (k) seja verdadeira, P (k + 1)
também ¢ verdadeira. Entao, P (n) é verdadeira para todo nimero natural
n.”

Com efeito, seja S = {n € N| P(n) é verdadeira}. Conforme as
hipéteses a) e b) acima temos 1 € S e se k € S, entdo, k+ 1 € S, ou
seja, as condicoes do axioma de inducao completa estao satisfeitas, portanto,
S coincide com o conjunto de todos os nimeros naturais, isto é, P (n) é
verdadeira para todo nimero natural n.

1.2 ADICAO DE NUMEROS NATURAIS

Definigao 1.2.1 A adi¢ao em N ¢ definida por:
(1) n+1=n* paratodon € N
(2) n+m* = (n+m)* sempre que n + m estd definido

A titulo de ilustracao daremos um exemplo de como determinar a
soma de 2 e 3.

2+1)=2"=3
2+2)=02+1)"=3"=4
2+3)=(02+2)"=4"=5

Teorema 1.2.2 Para quaisquer m,n e p pertencentes N , tem-se:
(1) n+meN (N é fechado em relagao a adigao)
(2) m+(n+p) =(m+n)+p (associatividade)

Demonstracao. Parte (1): Suponhamos que n é um nimero natural
fixo mas arbitrario e consideremos a proposi¢ao

P(m):n+m €N, para todo m € N.
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Assim
P(l):n+1€eN
¢ verdadeira, pois

L 02

e n* € N (pelo axioma 2). Suponhamos agora, que para algum k € N
P(k):n+keN

seja verdadeira. Entao, segue que
P(k*):n+k"eN

é verdadeira, pois:

n+ ke PR (4 gy
e (n+ k)" € N sempre que n + k € N (pelo axioma 2). Portanto, por
indugao, P (m) é verdadeira para todo m € N e, como n era um nimero
natural qualquer, fica demonstrado que N é fechado em relacao a adicao.
Parte (2): Vamos mostrar que m + (n+p) = (m+n) + p para todo
m,n,p € N. Sejam m, n nimeros naturais fixos e consideremos a proposicao

P(p):m+ (n+p) =(m+n)+p, paratodopeN
Vamos mostrar que P (p) é vélido para p = 1, ou seja,
P(l):m+(n+1)=(m+n)+1
Temos:
(12.1.(1))
) =

(1.2.1.(2)) ( 121.(1)) (

m+ (n+1 m+n m—l—n)*( m+n)+1

logo P (1) é verdadeira. Suponhamos que para p =k € N
P(k):m+(n+k)=m+n)+k
seja verdadeira. Vamos mostrar que
Pk*):m+n+k")=(m+n)+k"

¢é verdadeira.Temos:

. (12.1.(2))
)=

mt (n+ k) )

(hipiese) ((

m+n)+k m+n) + k*

Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (p) estéd demonstrada
Vm,n,p e N. m
Na demonstracao do proxima Teorema serd necessario o seguinte lema.
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Lema 1.2.3 Para todon € N, tem-sen+1=1+n

Demonstragao. Vamos mostrar que n +1 = 1 + n para todo n € N.
Considere a proposigao:

P(n):n+1=1+n, paratodon € N
Claramente
P(ly:1+41=1+1
¢é verdadeira. Suponhamos que paran =k € N
Pk):k+1=1+k
seja verdadeira. Vamos mostrar que
PE):E"+1=1+k"
¢é verdadeira. Temos:

(1.2.:1.(1)) ( (hipﬂese) (

k*+1

(1.22.(2)

k+1)+1
(1.2.1.(1)

1+ k) +1
1+ (k+1) "1k

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (n) esté demonstrada.
|

Teorema 1.2.4 Se m,n e p sao numeros naturais, temos as sequintes pro-
priedades:

(1) n+m=m+n (comutatividade)
(2) m+r=n+r=m=n (lei do corte)

Demonstragao. Parte (1): Suponhamos que n seja um nimero natural
fixo mas arbitrario e consideremos a proposi¢ao

Pm):n+m=m+nVYmeN
Pelo Lema(1.2.3), sabemos que P (1) é verdadeira ¥V n € N, ou seja,

P(l):n+1=14nVneN
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Suponhamos que para m = k € N,
Pk):n+k=k+n
seja verdadeira. Devemos mostrar que a proposicao,
Pk*):n+k =k"+n
é verdadeira. Temos:

1212) (L2,

n 4+ k*
(1.2.1.(1))

n+ k)* (hipgtese) (k+n)”*

é "kt
kt+ (n+1) "2V k4 (14 n) @222

(k+1)+ (121(1

AL ey gy

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (m) estd demonstrada.
Parte (2): Suponhamos m,n nimeros naturais fixos e consideremos a
proposicao

P(ry:m+r=n4+r=m=n
Claramente P (1) é verdadeira, pois.

m+1:n—|—1( 2¢(1))m =n* (aXiO:>ma4)m:n

Suponhamos, que parar =k € N
Pk)-m+k=n+k=>m=n
seja verdadeira. Devemos mostrar que a proposi¢ao
Py :m+Ek =n+k"=m=n
é verdadeira. Se

m+k* = n+k”

m+ (k+1)=n+(k+1) (Por (1.2.1.(1)))
(m+k)+1=Mn+k)+1 (Por (1.2.2.(2)))
(m+k)=(n+k) (Por (P(1))

= m = n (Pela hipétese )

LUl

Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (r) estd demonstrada.
]

Teorema 1.2.5 Dados m,n € N tais que m = n, entao m+r =n—+r, para
todor € N .
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Demonstragao. Suponhamos que m,n sejam numeros naturais fixo e
consideremos a proposicao
P(ry:m=n=m+r=n+r
Para r = 1, observamos claramente que
P(l):m=n=m+1=n+1

é verdadeira (axioma 2).
Suponhamos que para r =k € N,

Pk)y:m=n=m+k=n+k
seja verdadeira. Vamos mostrar que P (k*),
Py :m=n=m+k"=n+k"
é verdadeira. De fato, temos que:

m = n=>m+k=n+k (Por P(k))
= (m+k)+1=n+k)+1 (PorP(1))
= m+((k+1)=n+(k+1) (Por1.22.(2))
= m+k"=n+k" (Por1.2.1.(1)))

Logo P (k*) é verdadeira, e pelo Principio de Inducdao P (r) é vélida para
todo m,n,r € N. m

Teorema 1.2.6 Para todo m,n € N, tem-se n +m # m

Demonstragao. Suponhamos que n seja nimero natural fixo e consid-
eremos a proposicao

P(m):n+m+#m,¥meN
Observamos facilmente que
P(l):n+1#1

¢ verdadeira (axioma 3).
Suponhamos que P (m) seja verdadeira para m = k € N,

P(k):n+k+#k
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e vamos mostrar que P (k*) é vélida, ou seja:
PE"):n+k*#k"
Observe que (n + k)" # k*, pois pelo (axioma(4)) se (n + k)" = k* entao
n+ k =k , o que contraria a hipotese. Como

(k) # (k) B b £
logo P (k*) é verdadeira
Portanto pelo Principio de Inducao P (m) é vélidaV m,n € N. =

1.3 RELACAO DE ORDEM EM N

Agora que as propriedades usuais da adicao estao disponiveis podemos in-
troduzir uma relacao de ordem entre os niimeros naturais.

Definicao 1.3.1 Dados os niimeros naturais m en, diremos que m € menor
que n, e escrevemos m < n, se existir p € N tal que n = m + p. Diremos
que m € mator que n, e escrevemos m > n, sen < m.

Teorema 1.3.2 Sejam m,n e p numeros naturais. Entao:
(1) m<nen<p=m<p (transitividade)
(2) m<nem+p<n+p (monotonicidade)

Demonstracao. Parte (1).Existem nimeros naturais r e ¢, tais que
n=m+r e p=mn-+t. Logo:

(hipétese) (hipétese) (1.2.2.(2))
= = = m

+t m+r)+t + (r+1t)

e, portanto m < p.
Parte (2).
(=) Se m < n , entao existe r € N, tal que n = m +r , logo

hipotese 1.2.2.(2 1.2.4.(1 1.2.2.(2
n 4 (hipdt )(m+7")+p( :())m+(7"+p)( :())m+(p+7‘)( :())(m+p)+r
e, portantom—+p<n-+p.
(<)Se m+p <n+p,entdo existe t € N, tal que
1.2.2.(2 1.2.4.(1 1.2.2.(2
ntp=(m+p)+t ZP mtp+0) P2 4+ p) D ) +p

logo por (1.2.4.(2)) n =m+t, donde segue m <n . ®
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Observacao 1.3.3 A relagcao < € transitiva, porém nao € reflexiva e nem
simétrica. Pois, dados m,n € N, com m <n en < m, pela transitividade
m < m, o que € absurdo. Assim a relacio < nao € simétrica. Além disso,
n € N comn < n € falsa, pois se fosse verdadeira, haveria algum k € N,
tal que n + k = n, contrariando o teorema(1.2.6), logo a relagcao < ndao €
reflexiva.

Teorema 1.3.4 (Lei Da Tricotomia). Se m e n sio nimeros naturais uma
e apenas uma das sequintes alternativas é verdadeira:

(1) m=n
(2) m<n
(3) m>n

Demonstragao. E claro que apenas uma das alternativas pode ser
valida, pois:

Parte (2) : Se m < n , entdo existe r € N, tal que n = m+r, logo n # m
(1.2.6). Suponhamos que n < m, logo existe t € N, tal que:

m=mn-+t (hipdtese) (m+r)+t (122, + (r+1t)

e portanto m > m, o que é absurdo.
Parte (3): Se n < m , entdo existe r € N, tal que m = n+r, logo m # n
(1.2.6).Suponhamos que m < n, logo existe t € N, tal que:

(1.2.2.(2))

(hipStese) n+r)+t =" n+(r+t)

n=m-+t

e portanto n > n, o que é absurdo.
Parte (1): Se m = n, é ébvio que nao ¢ vélida as outras duas alternativas.
Devemos entao demonstrar que uma delas é valida. Fixemos n em N e
facamos

M={meN|m=noum<noun<m}

Vamos provar a proposicao acima por inducao.
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Temos que 1 € M; de fato, se n = 1 nao ha o que demonstrar e se n # 1,

existe p € N tal que
L (12101
n=p (12.1.(1) P41

e portanto 1 < n e pela definicao de M , temos 1 € M. Agora, suponhamos
que m € M e vamos mostrar que m* € M, temos trés casos a considerar:

Parte (2) : m < n. Neste caso, existe p € N tal que n = m+p . Se
p =1, entao

(121.(1)

n=m-+1 m

e m* € M; por outro lado se p # 1 existe r € N tal que

(1.1.3.(3)) &
p =T
e entao
1.2.1.(1 1.2.2.(2
= (m+1)—|—7’( 2 ))m+(1+r)
(1.2.1.(1)) « (1.1.3.(3)) (hipdtese)
= m-+r = m-—+p = n

logo m* < n e portanto m* € M.
Parte (1) : m = n. Neste caso temos
e @oma ) (21 m)
ou seja, n < m*em* € M.
Parte (3) : n < m. Neste caso temos m = n + p e portanto

(12.1.(2))

*

m* = (n+p)” n+p

ou seja, n < m*em* e M.
Portanto nos trés casos m* € M e consequentemente pelo Principio de
Inducago M =N . =m

Definicao 1.3.5 Dados m e n em N, diremos que m € menor que ou
tgual a n e escrevemosm < n sem <n oum = n. Analogamente, definimos
a relacao m > n.

Vamos agora estabelecer o Princfpio de Inducao Generalizada.

Teorema 1.3.6 Seja M um subconjunto de numeros naturais tal que k € M
em* € M, para todo m > k em M. FEntao, M contém todos os nimeros
naturais n > k.
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Demonstracao. Seja N = {1;2;3;---;1} UM, onde [ é tal que [* = k.
Temos que 1 € N, suponhamos que n € N, entao n* € N; logo pelo Principio
de Indugao, temos N =N. m

Definicao 1.3.7 Seja A um subconjunto de N. Diremos que m € N € o
menor elemento de A, se:

(1) me A

(2) m < n, para todo n em A

O teorema seguinte, conhecido como o Principio do Menor Elemento, ¢é
um dos resultados mais importantes envolvendo a relagao de ordem.

Teorema 1.3.8 Todo subconjunto nao vazio de N tem um menor elemento.

Demonstragao. Seja A C N, A # (. Se 1 € A entao 1 é o menor
elemento de A. Suponhamos entdao que 1 ¢ A e que A nao tenha menor
elemento; isto vai levar & uma contradigao. Seja

B={neN|m<n=m¢A}

E claro que ANB = (), poisse n € Bentdon < n e n ¢ A. Agora,
temos que 1 € B, pois 1 < 1e 1 ¢ A. Suponhamos entdo que n € B. Como
m & A, se m < nentdao n* ¢ A, pois sendo n* seria um menor elemento para
A. Logo se m < n*, vamos ter m ¢ A e entao n* € B .

Pelo Principio de Inducdo vamos ter B = N. Mas AN B = () e como
B = N segue que A = (), contrariando a hipdtese, logo todo subconjunto nao
vazio de N tem um menor elemento. m

Observacao 1.3.9 O Principio do Menor Elemento é num certo sentido
equivalente ao Principio de Inducdo. De fato assumindo o Principio do
Menor Elemento como azxioma, seja N um subconjunto de N tal que 1 € N
e sen € N entaon+ 1€ N; suponhamos que N # N. Entao N # () (com-
plementar de N) e portanto tem um menor elemento k (Teorema(1.3.8)).
Como k # 1 (pois 1 € N, logo 1 ¢ N°¢), existe h € N tal que k = h*. Logo
h <k e portanto h ¢ N¢ e entao h € N. Mas pela defini¢ao de N seque que
k=h*€ N, o que é absurdo. Logo N = N.
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1.4 MULTIPLICACAO DE NUMEROS NA-
TURAIS

Definicao 1.4.1 A multiplicacao em N € definida por:
(1) n-1=n,¥YyneN
(2) n-m* =n-m+n, sempre que n - m esta definido
Lema 1.4.2 Para todon € N, tem-sen-1=1-n.
Demonstracao. Consideremos a proposi¢ao

P(n):n-1=1-n, paratodon € N

Claramente
P(l):1-1=1-1
é verdadeira. Suponhamos que paran =k € N
P(k):k-1=1-k
seja verdadeira. Vamos mostrar que
PE*): k- 1=1-k"

¢é verdadeira. Temos:

1o U ey 1 PR 1) g

(1.4;(1)) (k: n 1) 1 (1‘2.:1.(1)) 1

(LaL0)

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (n) est4 demonstrada.
u

Teorema 1.4.3 Para todo m,n e p € N | temos as sequintes propriedades:
(1) n-meN (N é fechado em relagao a multiplicacao)
(2) m-(n+p)=m-n+m-p (distributiva a esquerda)

(3) m-(n-p)=(m-n)p (associatividade)
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(4) (n+p)-m=n-m+p-m (distributiva a direita)
(5) 1-n=n
(6) m-n=n-m (comutatividade)

Demonstracao. Parte (1): Suponhamos que n seja um nimero natural
fixo mas arbitrario e consideremos a proposicao

P(m):n-m €N, para todo m € N.
Assim
P(l):n-1eN
¢é verdadeira, pois

o oq AL

e n € N. Suponhamos agora, que para algum k € N
P(k):n-keN

seja verdadeira. Entao, segue que
P(k*):n-k*€N

¢é verdadeira, pois

n-k* (141:2) n-k+n
en-k e N (hipdtese), logo (n-k+mn) € N (Por (1.2.2.(1))). Portanto, por
inducao, P (m) é verdadeira para todo m € N e, como n era um nimero nat-
ural qualquer, fica demonstrado que N é fechado em relacao a multiplicacao.
Parte (2): Sejam m, n niimeros naturais fixos e consideremos a proposigao

P(p):m-(n+p)=m-n+m-p,VpeN
Vamos mostrar que P (p) é valido para p = 1, ou seja,
P(l):m-(n+1)=m-n+m-1
Temos:

m-(n+1) (-2L()) m-n* (1412 m-n—+m (1-4L0)) m-n+m-1
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logo P (1) é verdadeira. Suponhamos que para p =k € N
Pk):m-(n+k)=m-n+m-k
seja verdadeira. Vamos mostrar que
PE):m-(n+k)=m-n+m-k"
¢ verdadeira. Temos:

(1.2.1.(1))

m - (n+ k")

(1.22.2)

m-[n+ (k+1)]

m-[(n+k)+1]

(Pg))m-(n—i-k)—i-m-l

(hipgese)m'n—irm%—l—m&

(Pg))TTL-n+m~(k—|—1)

(1-2.L(1) m-n+m-k*

Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducio P (p) esté demonstrada.
Parte (3): Sejam m, n nimeros naturais fixos e consideremos a proposigao

P(p):m-(n-p)=(m-n)-pVpeN
Vamos mostrar que P (p) é valido para p = 1, ou seja,
P(l):m-(n-1)=(m-n)-1

Temos:

m-(n-1) LaL) A2 (m-n)-1

logo P (1) é verdadeira. Suponhamos que para p =k € N
Pk):m-(n-k)y=(m-n)-k
seja verdadeira. Vamos mostrar que
P*)y:m-(n-k*)=(m-n)-k*

¢é verdadeira. Temos:

m - (n-k") AL (n-k+n)

(1.4i(2)) (hipﬁese) (

m-(n-k)+m-n
(m-n)-k*

m-n)-k+m-n
(1.4.1.(2))
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Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducio P (p) estd demonstrada.
Parte (4): Sejam n, p nimeros naturais fixos e consideremos a proposigao

P(m):(n+p)-m=n-m+p-mVmeN
Vamos mostrar que P (m) é valido para m = 1, ou seja,
P1):(n+p)-1=n-1+4+p-1
Temos:

L) o G4y

(n+p)-1
logo P (1) é verdadeira. Suponhamos, em seguida, que para m = k € N
Pk):(n+p)-k=n-k+p-k
seja verdadeira. Vamos mostrar que

Pk*):(n+p)-k"=n-k"+p-k*

é verdadeira. Temos:

(nt+p) -k TED o p) k4 (ntp)
hipdtese

BPES) ket p-k 4 (n+p)

(1.2.2.(2) (1.2.4.(1)

)n.k+(n+p'k)+p
(1.4i(2))n_(k+1)+p~(k+1)

= )n-k:+(p-k+n)+p
220D 1 krn)+ (p-k+p)
(2L e e
Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (m) est4 demonstrada.
Parte (5):Consideremos a proposicao
Pn):1-n=n,¥YyneN

Vamos mostrar que P (n) é valido paran =1 .
Claramente P (1) : 1-1 =1 é verdadeira. Suponhamos que paran =k €
N

P(k):1-kE=k
seja verdadeira. Devemos mostrar que

P 1k =k
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é verdadeira. Temos:

hipétese) (1.2.1.(1

g Mg fg1 ) g

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (n) estd demonstrada.
Parte (6): Suponhamos que n é um ndimero natural fixo mas arbitrario
e consideremos a proposicao

Pm):n-m=m-n¥YmeN

Segue do Lema(1.4.2) que P (m) é vélida para m = 1, ou seja
P(l):n-1=1-n,YneN
Suponhamos agora que P (m) é valido para m = k € N, ou seja,
Pk):n-k=k-n
Vamos mostrar que P (m) é valido para m = k*, ou seja,
P(k*):n-k*=k""-n
Temos:
n-k* (141) n-k+n (hipStese) k-n+n (1.43.5) k-n+1-n
QAW g gy, 02O e

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (m) esté demonstrada.
u

Teorema 1.4.4 Sejam m,n,p e q numeros naturais quaisquer. Entdo, as
sequintes propriedades sao validas:

(1) m<n+l=m<n

(2) m+p<n+pem<n (monotonicidade da adigao)

B)m<nep<qg=m+p<n+gq (principio da soma de
igualdade)

Ay m<n=m-p<n-p (monotonicidade da multipli-

cagao)
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B)m-p=n-p=m=n (lei do
corte)

(6) 1<n
() m<n=m+1<n

B m<nen<m=m=mn (anti-
simétrica)

Demonstracao. Parte (1): Se m < n+ 1, resulta que existe p € N, tal
que n+1=m+p.
Se p = 1, significa que

n—i—lzm—i-l(l'zé}(z))n:m

logo, a igualdade ocorre.
Se p # 1, existe ¢ € N tal que p = ¢*, logo

(1.2.1.(1)) (1.2.2.(2)

N+l = m+q mt (g +1) E () +1

1.2.4.(2
( :>())n = m+q

portanto n = m + ¢, donde segue m < n e a desigualdade ocorre.
Parte (2):
(:) Sem+p<n+pentaom+p=n+poum-+p<n+p.
Se

(1.2.4.(2))
m+p=n+p = m=n

logo, a igualdade ocorre.

Se
m+p<n+p
existe r € N, tal que
hipétese 1.2.2.(2 1.2.4.(1 1.2.2.(2
n—l—p( pdt )(m+p)+r( :())m—l—(p—i—r)( :())m+(r+p)( z())(m—l—r)—i—p

portanto n = m + r, donde segue m < n e a desigualdade ocorre.
(<) Se m < n, entdo m =n ou m < n.
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Se
m=n=m-+p=n-+2p

logo, a igualdade ocorre.
Se m < n existe r € N tal que n = m + p, logo:

hipétese 1.3.1
ntp 2 g p) e B g p<ntp

logo, a desigualdade ocorre.
Parte (3):Temos que:
Se m < n, entao existe t € N, tal que n =m +1 .
Se p < q, entao existe r € N, tal que g =p+1r .
Logo
mat)+p+r) CED )

1.2.2.(2
m+p+t)+r ED mp)+t4r

hipétese

(12.4.(1))

logom+p<n+gq
Parte (4): Suponhamos que m,n sd@o nimeros naturais fixos mas arbi-
trarios e consideremos a proposicao

P(p):m<n=m-p<n-p,VpeN

Por (1.4.1. (1)) segue que P (p) é vélida para p = 1, ou seja,
P(l): m<n=m-1<n-1
Suponhamos agora que P (p) é valida para p = k € N, ou seja,
Pk)y:m<n=m-k<n-k
devemos mostrar que
PE)Y m<n=m-k"<n-k

é verdadeira. Temos que

m < n(hipzégese)m-k;<n-k
(1'4;—4}(3))m-k+m < n-k+n
(1.4.1.(2))

="m-kK < n-k*
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logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (p) é verdadeira para
todo n,m,p € N.

Parte (5): Vamos mostrar que m - p =n-p = m = n para todo n,m e
p € N. Suponhamos por absurdo que m # n. Entao pela Lei da Tricotomia,
m<noun<m. Por (1.4.4.(4)),se m <ntemosm-p<n-pe sen<m
temos n-p < m-p. Consequentemente, em ambos 0s casos temos m-p # n-p,
0 que contraria a hipotese.

Parte (6): Vamos mostrar que 1 < n, ¥V n € N.

Se n = 1, a igualdade ocorre, pois 1 = 1.

Sen # 1, temos por (1.1.3.(3)) que existe m € N, tal que n = m* = m+1,
logo n > 1 e a desigualdade ocorre.

Parte (7): Vamos mostrar que se m < n, entao, m+1<n,¥ m,n € N,

Se m < n, resulta que existe ¢ € N tal que n = m + q.

Se ¢ = 1, ocorre a igualdade, pois m + 1 =n

Se q # 1, existe r € N tal que ¢ = r*, logo

(hipiese) m+q (hipgese) % (12;(1))

m-+r

(1.2.4.(1)) (1.2.2.(2))
="m ) =T (m

+(1+r +1)+r

logo, a desigualdade ocorre.
Parte (8): Vamos mostrar que,

m<nen<m=m=n
Suponhamos por absurdo que m # n. Por hipdtese, temos
m<nen<m=m<m
absurdo. Portanto, se
m<<nen<m=m=n
|
Teorema 1.4.5 Mostre que o conjunto N é bem ordenado.

Consideremos qualquer subconjunto S # () de N. Devemos mostrar que
S tem um minimo. Isto certamente é verdade se 1 € S (Por (1.4.4.(6))).
Suponhamos 1 ¢ S, entdo,1 < s para todo s € S. Denotemos por K o
conjunto

K ={k e N,k < s para todo s € S}
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Como 1 € K, temos que K # (). Além disso K # N; portanto, deve existir
um r € K tal que r* ¢ K. Este r € S, pois, caso contrério, r < s e, assim
r* < s, Vs €S (Por (1.4.4.7)) . Mas, entdo, r* € K, uma contradigao.
Portanto r é o elemento minimo de S. Como S é qualquer subconjunto
nao vazio de N, cada conjunto nao vazio de N tem um minimo e N é bem
ordenado.

1.5 POTENCIAS DE NUMEROS NATURAIS

Definicao 1.5.1 Seja a € N, onde operagoes bindrias + e - estao definidas,
e defina

(1) a' =a
(2) a" =a"-a

sempre que a”, para n € N, esta definido.

1

Exemplo 1.5.2 Como a' = a, temos:
2 = gl (1.5.1.(2)) aa (15.1.(1) 0-a
@ = g2+t (15.1.(2)) Coa=a-a-a

Teorema 1.5.3 Para todo n em N temos, 1" =1

Demonstracao. Consideremos a proposi¢ao
P(n):1"=1,VneN

Por (1.5.1.(1)), P (n) é verdadeira para n = 1.
Suponhamos que paran = k € N

P(k): 1% =1
seja verdadeira. Devemos mostrar que

P(k*): 1" =1
é verdadeira. Temos que

(121(1) g1 (5L(2) (hipstese) (143.(5))

1 1% .1 1-1 1

logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (n) estd demonstrada.
|
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Teorema 1.5.4 Quaisquer que sejam os numeros naturais m,n,a e b € N,
tem-se:

(3) (a-b)" =a™-b"

Demonstracao. Parte (1): Vamos mostrar que a™™™ = a™ - a” para
todo m,n e a € N. Seja m um nimero natural fixo mas arbitrario e consid-
€eremos a proposicao

P(n):a™™=a"-a",VneN
Para n =1, temos:
P():a™ =am a
a qual é verdadeira, pois:

mi1 (15.L2)

a a -a

Suponhamos que paran =k € N

P(k):a™* =a™.d"

seja verdadeira. Devemos mostrar que

*

P (k) :a™™ =a™ . a
¢é verdadeira. Temos que

gk 12LW) mi ey 122:02) k)41 05L@)(mrk) |,

(hipdtese) (am ) ak) a (1.4.3.(3)) a™ - (ak . a) )

k1 L2L) g

(151.(2)
= a a - a

- a
Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (n) estd demon-
strada.
Parte (2):Vamos mostrar que a™™ = (a™)" para todo m,n e a € N. Seja
m um numero natural fixo porém arbitrario e consideremos a proposicao

P(n):a™=@™)" ,YneN
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Para n = 1, temos:

a qual é verdadeira, pois:

am-l (14é(1)) am (15é(1)) (am)l

Suponhamos que paran =k € N

é verdadeira. Temos que
gkt G222 W) gty (LA32) g 54 ke m
(hipétese) mak m (1.5.1.(1)) mak mal
= (@) -a (@™)" - (a™)

(154.(1)) , kel (L21.(D) |, ook
=7 (o™ =T (™)
Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducao P (n) estd demonstrada.
Observamos que a segunda parte de (1.5.4.(2)) é uma consequéncia ime-
diata do fato que a multiplicacao sobre N é comutativa, logo:

é verdadeiraV.a,men € N
Parte (3): Vamos mostrar que (a - b)
Consideremos a proposicao

n_

a™ - b" para todo a,b e n € N.

Pn):(a-0)"=a"-b",VneN
P (1) é verdadeira, pois:

(a- byt 3Ly 51D 1y

Suponhamos que paran =k € N

P(k):(a-b)" =d" b
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seja verdadeira. Devemos mostrar que

P (k) : (a-b)* =d - 0"

¢é verdadeira. Temos que

(a- b)k* (12.1.(1) (a- b)k+1 (1.5.1.(2)) (a- b)k (a-b)
(hipiese) (ak ) bk) ) (CL ) b) (142(3)) CLk . (bk . CL) b
(1.4.3.(6)) a (a . b’“) b (1.4.3.(3)) (ak ) a) ) (bk ) b)

(1.5.1.(2)) s (1.2.1.(1)) S

Logo P (k*) é verdadeira e pelo Principio de Inducéo P (n) estéd demon-

strada. =



Capitulo 2

NUMEROS INTEIROS

Como motivacao deste capftulo consideremos o seguinte problema, analogo a
outros que surgirao em capftulos posteriores: dados dois niimeros naturais a
e b, determinar um ntumero natural x tal que a+x = b. Com o conhecimento
que j& possuimos do conjunto dos nimeros naturais (N) é possivel afirmar que
tal problema nem sempre tem solugao (mais precisamente, sé6 admite solugao
quando a < b). Entretanto (usando uma linguagem nao rigorosa) é possivel
“ampliar” o conjunto N, introduzindo novos elementos, de modo a se obter
um conjunto onde o problema acima tenha sempre solu¢cao. Realmente, o que
faremos é determinar um certo conjunto Z (conjunto dos niimero inteiros) e ai
definir uma operacao de adicao e outra de multiplicacao e identificar depois,
num certo sentido, o conjunto N como um subconjunto de Z e, finalmente,
mostrar que no conjunto Z o problema acima tem sempre solugao.

2.1 RELACOES DE EQUIVALENCIA E CON-
JUNTOS QUOCIENTE.

Para conveniencia do leitor vamos lembrar aqui as nocoes de relacao de equiv-
aléncia e de conjunto quociente.

Definicao 2.1.1 Uma relagao R num conjunto A € qualquer subconjunto
do produto cartesiano A X A: R C A x A.

Se R é uma relagao em A, e se (z,y) € R, escrevemos também xRy :
(x,y) € R< xRy

Definigao 2.1.2 Uma relagao de equivalénica num conjunto A é uma
relacdo tal que, para a,b,c € A, as sequintes propriedades sao verificadas:

27
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(1) aRa,Va,a € A (refleziva)
(2) aRb= bRa (simétrica)
(3) aRbebRc = aRc (transitiva)

Definicao 2.1.3 Seja R uma relagao de equivaléncia num conjunto A e a €
A um elemento fixado. O conjunto

a={xr € A|zRa}
denomina-se a classe de equivaléncia de a pela relagao R.

Teorema 2.1.4 Seja R uma relagao de equivaléncia. Entao, se a e b sao
elementos de A, temos:

(1) a € a,Va,a € A
(2) @=b< aRb
Bya#£b=anb=10

Demonstracao. Parte (1): Como R é uma relagdo de equivaléncia
segue que alRa, para todo a € A. Logo, pela definicao de @, a € a.

Parte (2): Como @ = b segue, pela Parte (1), que b € @. Pela definicio
de @, segue entao que aRb. Recfprocamente, se aRb e x € @ entao, por
transitividade, Rb e portanto x € b; ou seja @ C b. Trocando-se os papéis
de a por b tem-se b C @, logo @ =b

Parte (3): Suponhamos que anb # () e seja ¢ € aNb. Entdo, aRc e cRb.
Logo, aRb e consequentemente, pela Parte (2), segue que @ = b, contrariando

a hipotese. m

Definicao 2.1.5 Seja R uma relagao de equivaléncia num conjunto A. A
familia das classes de equivaléncia em A, pela relacdo R, denotada por A/ R,
denomina-se o conjunto quociente de A por R:

A/R={alac A}

Definicdo 2.1.6 Seja A um conjunto e P uma familia de subconjuntos de
A. Dizemos que P € uma particao de A se:

(1) os elementos de P forem disjuntos dois a dois;

(2) a uniao dos elementos de P for igual a A.
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Teorema 2.1.7 Seja R uma relagdo de equivaléncia num conjunto A. Entdo,
o conjunto quociente A/ R € uma particao de A.

Demonstracao. Como as classes de equivaléncia de A /R sao disjuntas,
resta demonstrar que sua uniao contém A. Mas, se a € A segue que a € @ C
U{a|ac A}.

A reciproca deste teorema é também verdadeira. m

Teorema 2.1.8 Seja P uma parti¢cao de um conjunto A. Entao, existe uma
relacdo de equivaléncia R tal que A/R = P.

Demonstracao. Vamos definir uma relacao R em A da seguinte maneira:
aRb< dP, P € P,talqueace Pebe P

A relacdo R é uma relacao de equivaléncia. De fato, como P é uma particao
de A, dado a € A, existe P € P tal que a € P. Obviamente a € P e
a € P, e pela definicao de R temos a reflexividade: aRa. A simetria da
relacao R é clara, agora, se aRRb e bRc é porque existem conjuntos P e P, da
particao tais que a,b € P, e b,c € P,. Mas como os elementos da particao
sao disjuntos e no caso P, N P, # (), segue necessariamente que P, = Ps.
Portanto a,c € P, = P, e aRc.

Por outro lado, é facil ver que se a € P entao a = P. Portanto, A/R = P
[ ]

2.2 CONSTRUCAO DO CONJUNTO Z DOS
NUMEROS INTEIROS

Teorema 2.2.1 A relagao R no conjunto N x N definida por
(a,b) R(c,d) < a+d=b+c

é uma relagao de equivaléncia

Demonstracao. Parte (1): V (a,b) € N x N, tem-se (a,b) R (a,b), pois
a+b=>b+a

Parte (2): Quaisquer que sejam (a,b) e (¢,d) em Nx N, se (a,b) R (¢, d),
entdo, (¢,d) R (a,b). Pois, se

(a,b) R(c,d) CZV41d = btesbte=a+d

A vy = 4403V (¢,d) R (a,b)
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Parte(3): Quaisquer que sejam (a,b) , (¢, d) e (e, f) em NxN; se (a,b) R (¢, d)
ese( d) R (e, f), entao, (a,b) R (e, f)
Se (a,b) R(c,d) e (c,d) R (e, f) segue que a+d=b+c,c+ f=d+e, e

a+d+c+f = b+c+d+e

(1'2é(2))a+(d+c)+f = b+ (c+d)+e
(1'2':4}(1))a+f+(d+c) = b+e+ (c+d)
(1'2':4}(1))@+f—|—(d+c) = bt+e+(d+0)

(124 221

a+ f = b+e (a,b)R(e,f)
n

Notagao 2.2.2 Se (a,b) € um elemento qualquer de N x N, denotaremos por
(a,b) a classe de equivaléncia de (a,b) pela relagao R, isto é,

(a,b) ={(z,y) e NxN: (z,y) R(a,b)}

O conjunto quociente de N x N por R, constituido pela familia
das classes de equivaléncia em N x N, pela relacao R, serd denotado por
(N x N) /R, ou seja,

(NXM/R:{@E:@MGNXN}

Definicao 2.2.3 O conjunto quociente (N x N) /R determinado acima é
chamado de o conjunto dos nimeros inteiros e serd denotado por Z.

Observacao 2.2.4 Representaremos os numeros inteiros pelas letras gregas
minusculas:

057ﬁ7’7757"' 797"'
Exemplo 2.2.5 O conjunto
0 ={(n,n)|neN}

€ um numero inteiro. De fato,

y) ENxN:z =y}

{(z,y) e NxN:z+n=y+n}
P2 {(2,9) EN XN (2,9) R (n,n)}

= (n,n) € (NxN) /R) =
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Exemplo 2.2.6 O conjunto
e={(n+1,n)|neN}

também € um niumero inteiro, pois

e = {(z,y) eNxN:z=y+1}

(x,y) ENxN:zx4+n=y+1+n}
U220 (@) eNxNiz+n=y+n+1)

{(z,y) e NxN: (z,y) R(n+1,n)}
= (n+1,n)e((NxN)/R)=27Z

2.3 OPERACOES COM NUMEROS INTEIROS

Pretendemos agora definir duas operacoes no conjunto Z: uma que chamare-
mos adigao e outra multiplicagao, indicadas, respectivamente, com os simbolos
+ e - (quando nao houver divida omitiremos o simbolo da multiplicagao, co-
mo no caso dos niumeros naturais).

Definigao 2.3.1 Dados os nimeros inteiros « e 3, se (a,b) € o e (¢,d) € 5
definimos a soma

(1) a+p=(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)

e o produto

(2) a- 0= (a,b)-(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)

Observacao 2.3.2 A soma e o produto dos niumeros inteiros o e 3 foram

definidas utilizando-se representantes (a,b) e (¢, d) das classes de equivaléncias
a e 3, respectivamente. Devemos entao nos assequrar que se escolhermos out-

ros representantes (a',b') e (¢, d’), respectivamente, as defini¢oes (2.3.1. (1))

e (2.3.1.(2)) nao mudam, ou seja, se

(a,b) R(a', V) € (c,d)R(,d)
entao

(1) (a+ec,b+d)R(d+ 0 +d)
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e
(2) (ac+bd,ad+bc) R (a'd +b'd d'd + V)
Demonstracao. Parte (1): Obsersando as hipdteses, temos

(@b R@, V) E et v =b+d
(e, R(,d)E cvd =d+¢

= (a+V)+(c+d)=0b+d)+ ([d+7)
(122(2))a+(b’+c)+d' = b+ (d+d) +c
(124())a+(c+b’)+d’ = b+ (d+a)+d

(1.22.2)) (a+c)+ @ +d) = (b+d)+(d+C)

= (a+c,b+d)R(d + b +d)

Parte (2):Ainda, conforme as hipdteses, temos:
(@, b) R(@,0) E a1t =b+d }

(c,d)R(d,d) =" c+d=d+ ¢
(a+0) - (c+d)+(d+b)-(d+d)+

(221)

(221)

Y

(c+d) (a+d)+

(d+c) - (b+b)

= (d+0b)- (c+c)+(a+b’)-(d+d’)+(d+c’)-(a+a’)+(c+d’)-(b+b’)
= ac+acd +bc+bd+dd+add +bd+bd +ca+ca +da+da +db+dV + b+ IV
= de+dd +bc+bd+ad+ad +0d+bd +da+dd +ca+ca +cb+cb +db+db

= 2(ac+bd+dd +bd)+ad +Vc+dd+bd +cd +da+db + b
= 2(ad+bc+add +0d)+dc+bd +ad +Vd+dd +a+cb +db
e, usando as leis do corte, temos:
ac+bd+dd +Vd =ad+bc+add +bd
assim, por (1.2.4. (1))
(ac+bd) + (d'd + V') = (a'd +b'd") + (ad + be)
e portanto
(ac+ bd,ad + bc) R (a'd + b'c,a'd +V'd)
n

Definicao 2.3.3 Asaplicacoes A : Z X Z.—— Z e M : 7 X 7. — 7 definidas
por A(a,B) =a+ 0 e M (a,3) = - [ sao chamadas de adi¢ao e multipli-
cacao de numeros inteiros, respectivamente.
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2.4 PROPRIEDADES DAS OPERACOES

As operagoes de adicao e de multiplicagao, definidas sobre o conjunto Z dos
numeros inteiros, gozam das seguintes propriedades.

Teorema 2.4.1 Sejam «, 3 e v numeros inteiros quaisquer, entao:

(1) a+(B+7)=(a+8)+y (associatividade)

(2) a+p8=pF+a (comutatividade)

Demonstracao. Parte (1): Consideremos o = (a,b), § = (¢, d) e
v = (e, f), com a,b,c,d,e e f €N; temos:

a+(B+7) = ( b) (c,d) + (e, f)
(a,b) (c+e,d+ f)
( +(c+e),b+(d+ f))
R

(

2 T re,0rd) + /)
m’é a+cb+d)+(ef)
P (@h) + () + (e /)
= (a+p)+y

Parte (2): Consideremos a = (a,b) e f = (¢,d), com a,b,c e d € N;
temos:

a+B = @+ d 2V atebtd)
PO T Ty C G + )

]

O préximo teorema mostra que o nimero inteiro zero, que corresponde
ao elemento neutro da adigao, é dada pela classe de equivaléncia (n,n), com
neN

Teorema 2.4.2 FExiste um e apenas um elemento 0 em 7 tal que
a+6=a«a

para qualquer que seja o em 7.
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Demonstracao. Existéncia: Consideremos o elemento

e seja a = (a,b),com a e b € N. Como (a +n,b+n) R (a,b), entao

a+0 " @) + (o) = (a1 b+ ) = (a,0)

Unicidade: Suponhamos que #; e #, sao elementos de Z que satisfazem
(2.4.2). Entao

(2.4.1.(2))

0, %22 9, 4 6, 0y + 0, P27 g,

Teorema 2.4.3 Para cada o € 7 existe um e apenas um elemento o tal
que

a+a” =46

Demonstragao. Existéncia: Sejam a = (a,b) e o = (b,a), temos

atat "G T P2 a0 )

N PR D)

(2:2.5)

6

Unicidade: Sejam o e a## elementos que verificam (2.4.3). Logo

a+a” = 6
(2.2)
a+ o™ = 6i

(2.4)
vamos ter:
e (24.2) ot g @) ot 1 (a + a#) (2:4.1.(1)) (a## 4 a) + ot

AL (4 o #9) o D gy o HL o g B9 o
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Notagao 2.4.4 O elemento o que aparece em (2.4.3) é chamado simétrico
ou oposto de «, e serd denotado por —«. Assim, a soma a + (—f3) serd
indicada por o — 3.

Teorema 2.4.5 Para cada o e 3 em Z, existe um unico elemento p em 7
tal que

atp=p

Demonstragao. Se (2.4.5) é verificada, seja a € Z tal que a+a# = 0.
Entao

atp = B=a’ +(atp)=a’+7

2.4.1.(1 2.4.1.(2

2.4.3 2.4.1.(2
(:>)0+p = a#+ﬁ( :>())p+9:04#+5
W, g

Inserindo p = a* + 3 em (2.4.5), verificamos que a identidade é mantida. m

Teorema 2.4.6 (Lei do Corte). Sejam «, B e vy nimeros inteiros quaisquer.
Entao

at+y=pF+y=>a=0

Demonstracao. Consideremos «, 3 e vy nimeros inteiros quaisquer.
Entao

aty = B+y=(at+y)+9" =B+ +9"
SV a v (yr#) = B (v )
Late = pr0Da—p
|

Teorema 2.4.7 Sejam «, 3,7 e 0 numeros inteiros. Entdo

(1) (a-B)-y=a-(8-7) (associatividade)
(2) a- =0« (comutatividade)
3) (a+p0) - y=a-v+0-7 (distributividade a direita)
4) v-(a+8)=v-a+~v-8  (distributividade a esquerda)
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Demonstracao. Parte (1): Consideremos o = (a,b),5 = (¢,d) e v =
(e, f) com a,b,c,d,ee f €N;

= (a -ﬁ)-vz((a,b%(c,d))-(e,f)

231

(ac—|— bd, ad + bc) - (e, f)

G3LE) Wac T bd) e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be) €)

20 ey e + (0d) e + (ad) f + (be) £, (ac) f + (bd) f + (ad) e + (bc) €)
(420D (0 (ce) + b (de) + a(df) + b(cf),alcf) + b(df) +a(de) + b(ce))
220 o) + a (df) + b (de) + b(cf),alcf) + a(de) +b(df) +b(ce))
”i ' Ta(ce + df) + b(de +cf),alcf +de) +b(df + ce))

t220) (a(ce+df)+b(de+cf) a(de+cf)+b(ce+df))

2L 10 8) - (ce + df, de + cf)

P2 D) - (e + df, of + de)

PG (d)- )

= a-(8-7)

Parte (2): Consideremos a = (a,b) e § = (¢,d), com a,b,c e d € N;

a,0) - (e, d) “" =

4
| |

¢+ bd,ad + be)

ca + db,da + cb)
ca+dbcb+da) e (¢,d) - (a,b) =0«

(1.24.(1)
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Parte (3): Consideremos a = (a,b), 3 = (¢,d) ey = (e, f) com a, b, ¢, d, e
e feN;

> (a+8)-7=(@h+©d) eh
)

GO T e b+ d) - (e, f)

L) e+ b+d) fi(ato) f+(b+de)
(S (ae +ce+bf +df,af +cf + be + de)
(1.24(1) (ae +bf + ce+df,af +be + cf + de)
(23.1.(1)) (ae + bf,af + be) + (ce + df, cf + de)
@312 ¢

V-GN +ed eN=a-q+08:9
Parte (4): Temos

(2.4.7.(2)) (2.4.7.(3)) (2.4.7.(2))
Y(a+pB) =" (a+pB) -y T =T ay+ By T ="y aty 8

= v (a+B8)=v-a+vy-8

Parte (5): Sejam a = (a,b) e = (n,n). Devemos mostrar que

(a,b) - (n,n) = (n,n)
e isto é equivalente a verificar que
(an + bn,an +bn) R (n,n)
o que é verdade, pois
(an 4 bn,an 4+ bn) R (n,n) CEY an+bn+n=an+bn+n
Portanto, -0 =6 m

Teorema 2.4.8 Sejam «, 3 e v niumeros inteiros e suponhamos que v # 0.
Entao

(1)

2) ay=0-v=a=p (lei do corte)
(3) a-(=f)=(-a) - B=—(a" ) (regra de sinais)
(4)

4) —(—a) =« (regra de sinais)
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) (=) (=B)=a-p (regra de sinais)

Demonstracao. Parte (1): Se o # 0 e § # 6 entdo o - 3 # 6. Para
verificar isso, consideremos o = (a, b) e = (¢,d), com a,b,ced € Nea # b
e ¢ # d. Vamos examinar os casos ¢ > d e d > c.

No primeiro caso, existe p € N, tal que

c=d+p (1)
Como
a#b=a-p#b-p (17)
Portanto

@ c)+0-d)Za-(d+p) +b-d

(id)

2O dva-prb-dEa-d+b-prb-d

43.(2)) (1.2.4.(1)) Q)
="7a-d+b(p+d) # a-d+b(d+p)=a-d+b-c

= (a-c)+(b-d)#(a-d)+(b-c)

Agora, como

a3 = (ac+ bd,bc+ ad)

segue por (2.2.5.(1)) que a- B # 6.
No segundo caso, existe ¢ € N, tal que

d=c+q (171)
Como
aZb=a-q#0b-q (1v)
Portanto
(a-c)+(b-d) (@a-c+b-(c—|—q) (1'4i(2))a-c~l—b-c+b-q

(iv)
=+ a'c—l—b~c—|—a-q(l'24:'(l))

(1.43.(2)

a-c+a-q+b-c
a'(c—irq)—l—b-c(@ (a-d)+(b-c) (220 (b-c)+ (a-d)
= (a-c)+(b-d)# (b -c)+ (a-d)
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Agora, como

a- = (ac+ bd,bc+ ad)

segue por (2.2.5. (1)) que o+ 3 # 6.
Parte (2): Consideremos a = (a,b),3 = (¢,d) ey = (e, f) com a, b, c,d, e
e feN;

Suponhamos por absurdo que « # 3, ou seja, (a,b) # (¢, d), portanto,

a+d#£b+c

Logo

(a+d)-e#(b+c)-e AW e 4 de # be + ce
( 1.4.3.(

atd)-fAbre) FUEY ar Ldf £bf v ef
ae +de + (bf + cf) # (be + ce) + af + df
(1.2.4.(1

=
AW (ge 1 bf) + (cf +de) £ (af +be) + (ce + df)
=< (ae +bf,af +be) # (ce+df, cf + de)
R CORCHEE N CURCE)
B 0 g e
absurdo. Logosea-y=0-vy=a =7
Parte (3):Primeiro caso: Vamos mostrar que

Temos

a-Bra- (=8 "EV a8+ (-0) "= a0 T g

Mas, pelo teorema (2.4.3) existe um tnico v € Z tal que v+ a - 3 = 0,
que é o elemento denotado por — (a - 3). Como « - (—/f) também tem essa
propriedade, segue que a - (=) = — (- ().

Segundo caso: Vamos mostrar que

(—a)-f=—(a-3).
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Temos

(24.7.(3)

a-f+(-a)- 7 =" (a+(-a)-f7="0-07="03-0"="0

Mas, pelo teorema (2.4.3) existe um tnico v € Z tal que v+ a - 3 = 6,
que é o elemento denotado por — (a - 3). Como (—«) - § também tem essa
propriedade, segue que (—a) - =—(a- ).

Parte (4): Por (2.4.3), temos

a+at =0

e aplicando (2.4.1. (2)), resulta
a +a=10

o que implica
—

e portanto
a=—(—a)

Parte (5): Sabemos que,
(—a) - (=3) " EY — (0 (=) WY — (= (- 8) P2V 0

2.5 RELACAO DE ORDEM EM Z

Definigao 2.5.1 Sejam o = (a,b) e B = (¢,d) niumeros inteiros. Diremos
que o« € menor que (3 se a+d < b+ c; isto é

a<f&a+d<b+c
Diremos que o € maior que (3, e escrevemos « > [3, se § < a.

Definicao 2.5.2 Dados a e 3 em Z, diremos que o € menor que ou igual
a [ e escrevemos a < 3 se a < B ou o = (. Analogamente, definimos a
relacdo o > [3.
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Teorema 2.5.3 A relacao < em Z nao depende dos representantes usados
na defini¢do.

Demonstragao. Sejam a = (a,b) e § = (¢, d) nimeros inteiros com o <
B esejama’, b, ¢ e d nimeros naturais tais que (a’,b') R (a,b) e (¢, d) R (c,d).
Se a+d < b+ ¢, como

a+b=b+a (2)

d+d=d+c (i)
vamos ter,
2.(2)) (1.2.4.(1)) (

(a +d)+ (b+o) ED d s (d )+ MR

@;@(U+ay+@“+®(migny+«a+d)+d
hipétese

O @) (@ d) T W ) ()

(1.3.2.(2))
= d+d < V4

a +0b)+ (d +c)

Teorema 2.5.4 A relacio < em Z € uma relacao de ordem total, isto €, se
a, B e~y sao numeros inteiros, temos

(1) a<a (refleziva)
2) a<fBefl<y=>a<n (transitiva)
3) a<fef<a=a=4p (anti — simétrica)
4 a<Bouf<a (ordem total)

Demonstragio. Parte (1): Obvia
Parte (2): Sejam a = (a,b),5 = (¢,d) e v = (e, f) com a,b,c,d,e e f
€ N. Como, por hipétese,

a<Bef<a @™ id<bicectf<d+te

= a+d+c+f<b+c+d+e
EFALOL2ALE) (B L e) < (b4 e) + (c+d)
= at+f<bte=>a<y
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Parte (3): Sejam o = (a,b) e 8 = (¢,d) com a, b, c e d € N. Observando
a hipdtese, temos

4.4.(8)

a<fBef<a=a+d<btcectb<d+a 3P otd=b+ec

Parte (4): Sejam a = (a,b) e 8 = (¢,d) com a,b,c e d € N. Pela lei da
tricotomia, temos a +d < b+couc+b < d+aoua+d=>b+c, ou seja,
a<fouf<a m

Teorema 2.5.5 Sejam «, (3,7 e 0 numeros inteiros. Entdo

)a>0ef>0=a-0>0

2) a<fef<bl=0<a-p

4

(1)
(2)
B) a<feld<f=a-<0
4) a<bs —a>0

Demonstracao. Parte (1): Consideremos a = (a,b), 5 = (¢,d) e 0 =
(n,n) com a,b,c,d en € N. Como o > 6 e 3 > 0 temos,

(2:5.1) (1.3.2.(2))

(a,b) > (n,n) 2 tn>b+n 2P 0>
(¢,d) > (n,n) 2V > den "B sy

Como,

—— (23.1.(2))

Q'B:m'(cad)

Para mostrarmos que

(ac + bd, ad + bc)

a-(6>0
basta mostrarmos que
ac + bd > ad + be
Como o > 6 e § > 6 temos a > b e ¢ > d. Entao, existe p tal que
c=d+p (1)
e como

a>b (1'4é$(4)) ap > bp (74)
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vamos ter
i 4.3. (@)
ac+bd 2 a(d+p)+bd " E? ad v ap+bd S ad+ bp + bd
(1.4.3.(2)

Yad +b(p+ d) € ad + be

Parte (2) Consideremos o = (a,b), 8 = (¢,d) e 6 = (n,n) com a,b,c,d e
n € N. Como a < 6 e 8 <6 temos,

—~
N
at
—

(132(2)
(133(2)

a<b

(2.5.1)

(a,b) < (n,n) D atn<bin
(c,d) < (n,n) =" c+n<d+n

c<d

Como,

a-f=(a,b)- (¢,d) = (ac+ bd,ad + bec)
Para mostrarmos que
0<a-p
basta mostrarmos que
ad + be < ac+ bd
Como aa < f e <6 temos a <bec<d Entao, existe ¢ tal que
d=c+q (2)

€ como

a<b AW aq < bq (17)

vamos ter

i (42)
ad+bcga(c—|—q)+bc(14i(2)) ac + aq + bc < ac+ bq + be

(1.4.3.(2)) ac+b(qg+c) 0 ac + bd

Parte (3): Consideremos o = (a,b), 5 = (¢,d) e § = (n,n) com a, b, c,d
en €N. Como a < fef<jtemos,

) (1.3.2.(2))

a+n<b+n = "a<b
(1'3'——2}(2))d<c

a,b) < (n,n) G4
(2.5.1)
(n,n) < (¢,d) = n+d<n+c

—~
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Como,

(hipdtese) (2.3.1.(2

a-f3 (a,b) - (c,d) ™ L) (ac + bd, ad + be)

Para mostrarmos que
a-<0
basta mostrarmos que
ac + bd < ad + bc
Como o < 6 e 0 < 3 temos a < bed< c. Entao, existe r tal que
c=d+r (1)
e como

4.(4)

a<b"EY o <o )

vamos ter

ac+bd L a(d+r)+bd 2D wd 4 ar+0d 2 ad+ br + bd

(1.4&(2)) ad + b (7" + d) g ad + be

Parte (4): Consideremos a = (a,b) e § = (n,n) com a,b e n € N. Como
a < 0 temos,

(a,b) < (n,n) %V atn<bin

a3z

55

(1'3(&)(2)) b+n>a+n

5V (b,a) > (n,n)

(hipg;ese) —a>0

Observagao 2.5.6 O teorema (2.5.5) também € vdlido se as desigualdades
maior e menor forem substituidas por maior que ou igual e menor que ou
1gual respectivamente.

Teorema 2.5.7 Sejam «, (3,7 e 0 numeros inteiros. Entdao
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(1) a< & aty < f+y (monotonicidade da adigao)

2) a<fEea—-p<0

(B) a<feld <vy=avy<fy (monotonicidade da multiplicagao)

4) —a>—-0=a<f

b)) a<pf+y=>a-0F<y

Demonstracao. Parte (1): Consideremos o = (a,b)
(e, f) com a,b,c,d,ee f €N;

@
|
=
=
@
)
|

(=) Se
a < g G < (6d)
CEVo1d < bt
CED Gt d)t(e+f) < 0+0)+(e+ f)
D G dte)+f < (bt +(e+f)
A e d)+f < bret(fte)
(I‘Qé&(Q))(a+e)+(d+f) < b+(c+f)+e
(1‘2é(1))(a+e)+(d+f) < b+ (f+c)+e
(12242 (a+e)+(d+f) < (b+f)+(c+e)
(2é1)(a+e,b+f) < (c+ed+f)
CRD T L) < e d+ )
(hilgese)wrv < B+7

Parte (2): Consideremos a = (a,b) e 8 = (¢,d) com a,b,ce d € N;
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46
Temos que
a < 0
(251) a+d < b+c
(32 (a+d)+n <
CEV ardbro < (mn)
G @ +@d) < (mn)
2 @+ ed) < 0
Bede) 0+ (=) < 0
CEVa-p < 0

Parte (3):Por hipdtese, temos que

o < § 25T

e 0 < ~, logo por (2.5.5.(3))

(a=p3) -~

(247)

ay — [y
(ay = Bv) + By
ay + (=B + B7)

(2 4% ay+ 0

2.4.2
(:>)

(25,7,1)

(2:4.4,(1)

ary

Parte (4):Por hipétese, temos que

)3 —(~a)
(248(4 “B+a
VB84 (-B+a)
V(B4 (=B) +a

(243

(257

257

241

0+ «
(2é2)

NN N N NNV
sy
_l’_
SS

Adilandri Mércio Lobeiro

(a,0) < (c,d)

(b+c¢)+n

a—p<6

0+ By
0+ By
0+ By
By

NN CN NN A
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Parte (5):Por hipdtese, temos que

< B+77 3 at (=8) < (B+) +(-H)
PSP < (=B +(B+)
PV < (-84 8+
U0 p < 941
(2':452)04—6 < v

Vamos introduzir a noc¢ao de médulo ou valor absoluto de nimeros
inteiros.

Definicao 2.5.8 O moddulo ou valor absoluto de um nimero inteiro o é
definido por

« se o >0
o = —a se a<éb

Teorema 2.5.9 Sejam «, 3,7 e 6 niumeros inteiros, onde v > 6. Vamos ter
(1) laf =0
(2) |—al = |af
(3) —lal < a <o
4) laf <7v& —y<a<y
(5) la+ 8] <ol + 3]
(6) la =Bl <ol + ]3]
(7) laf = 18] < e+ 3]
(8) laf — 18] < la =]
(9) llal = I8]] < |a = B3]
(10) |a- B = [ - |B]
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Demonstracao. Parte (1): Vamos mostrar que

o] >0
Se
a29(2;—5$8) la| =a >0
Se
o< 02 la| = —«
Mas
a <2 45y
Logo

la] > 0
Parte (2): Vamos mostrar que

|—a| = |a],Ya € Z

Se
a>0"3" 1o = a
Como
L QI

entao
—a (25.8) —(~a) (248.(4)) (258) ]

Se
o< g B |—a| = — (—a) (24.8.(4)

Por outro lado

5:(4))

—a<0(2'5:> a>0
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Logo

Parte (3): Vamos mostrar que

—lal <a<|al

Se
a>0 (25'——55(4)) —a<4d
e pela transitividade, temos

—a< o
Por outro lado, temos

la] = «
Portanto, as relagoes

—a<a<a

podem ser escritas da seguinte forma,
—laf < <|af

Suponhamos agora que o < . Logo, por (2.5.5. (4))

—a >0
e pela transitividade, temos
a< —«
Por outro lado, temos
ol *27 —a

€ como

49
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as relagoes
a<a< —«a
podem ser escritas da seguinte forma,
—lal <a <ol
Parte (4): Vamos mostrar que
ol <y —v<a<y
(=) Se a > 6, temos pela definicao (2.5.8)
la| =«
Logo
a <y

desta tultima desigualdade resulta, em virtude de (2.5.7.(4))

-7 < —«
e como
—a<f<q
teremos
—ySasy
Analogamente, se
a< (2'5':}(4)) —a >0
e
la| = —«a
Logo

de onde vem
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€ como

teremos
—y<a<y
(<) Reciprocamente, suponhamos que
—ySasy

Se a > 6, temos pela defini¢ao (2.5.8)

o] = a
Portanto

ol <7
Se a < 6, temos

la] = —a
de onde resulta

ol <7

Parte (5): Vamos mostrar que
o+ 6] < laf + (6|
Temos por (2.5.9.(3)) que, — |a| < a <|a|le —|B| < B < |F], logo

—lal+ (=18]) < a+ 5 <ol + 7]

= —la|— |8l <a+B<lal+8]
GO _ (ol +18) < a+ 8 < (Ja] +13))

(2.5.9.(4))
= o+ gl <lal+ 7]
Parte (6): Vamos mostrar que

la =B8] < |af + (B
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Temos que,

(24.4)

(2
o= 812 a1 (=8)) "€ ol + 181 22D o) 1+ 15

Parte (7): Vamos mostrar que

ol = 18] < |+ 3]

Temos que,

(2.4.2) (24.3) (2.5.9.(5))

ol = | +0| o+ B+ (=B < |a+Bl+[-0|
(2.5.9.(2) (257 5))
= ol < !a+ﬁ\+\ | o =18l < |+ 5
Parte (8): Vamos mostrar que
o] = 18] < o = B
Temos que,
(2.
o] =7 Ja + 0] *2Y o+ (-5) + 6 Ioz—ﬁHlﬁl Vol — 18] < o~ B

Parte (9): Por (2.5.9.(4)), demonstrar
laf =8Il < |a =]
¢é equivalente a mostrar que
—lo=fl <fa] =] < o = F]
Temos por (2.5.9.(8)), que

o] = 18] < Ja — 8]
Por outro lado,
8122 15401 2 54 (o) +al < 15— al +a
@EZD 16— Jal <18 - al *5 ~|a] + 18] < |-a + |
E (ol - 18]) < |- (@ - B)
a1 >~ (-9 *2? —la- g <ol - |5
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o que completa a demonstracao.
Parte (10): Vamos mostrar que

|- B = |e] - 18]

Temos quatro casos a considerar:
Caso (i):Se a > 6 e f > 0 entao por (2.5.5.(1)) a- 3 > 6, logo

.5.8

2 2.5.8
-8 "2V - 527 o] - |8
Caso (ii): Se o > 6 e < 6 entdo por (2.5.5.(3)) a- 3 < 6, e portanto
(2.5.8) (2.5.8)
- B "=" = (- 5) a-(=8) "="laf-[g]
Caso (iii): Se o < 0 e 3 <0 entdo por (2.5.5.(2)) a- 3 > 0, e assim
(2.5.8) ( (2.5.
- B "="a- 8 (=) - (=0) o - 18]
Caso (iv): Se a <0 e > 6 entdo por (2.5.5.(3)) a- 5 <6, logo

(2.5.8)

a3 *2Y — (0 5) V2D (—a)- 5 "2V )|

(2.4.8.(3))

2.4.8.(3)) 2.5.8)

|
Teorema 2.5.10 Nao existe o € Z tal que 0 < a < 1.

Demonstracao. Suponha-se o contrario e seja [ € Z o menor niimero
inteiro com tal propriedade. Como,

O<ﬁ<1(2'5':7>(3))0<ﬁ-6<ﬁ<1

agora 0 < B-3 < 1le -3 < f3, contradizendo a hipétese de que 3 é o menor
inteiro com tal propriedade e o teorema fica demonstrado. =

Teorema 2.5.11 Se « e  sdo numeros inteiros tais que
a-f=1
entio o e 3 sao ambos iguais a 1 ou a —1.

Demonstragao. Primeiro, observamos que nem « nem 3 podem ser
igual a 6. Agora,

(2.5.9.(10)) (hipétese)
- B =" el -6 =01
e, pelo teorema anterior, || > 1 e |B| > 1. Se || > 1 ou || > 1, entao
ol - 8] > 1

o que é uma contradigao.
Logo, |a| = |f] =1, donde a = £1 e = £1. Portanto, de (2.4.8.(5)) o
resultado segue m
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2.6 NUMEROS INTEIROS POSITIVOS E
NUMEROS NATURAIS

Definicao 2.6.1 Um numero inteiro o € positivo se a > 6. O conjunto
dos numeros inteiros positivos serd denotado por Z. .

Observe que
Z+:{m|a,beNea>b}
Vamos agora identificar os conjuntos N e Z .
Teorema 2.6.2 Os conjuntos N e Z, sao isomorfos, isto €, a aplica¢dao
o:N+—Z,

dada por tal que ¢ (n) = (n+1,1) é bijetora e tem as seguintes pro-
priedades:

L @ (ni +n2) = ¢ (n1) + ¢ (n2)
2. ¢ (1 X ng) =@ (n1) - v (n2)

3. 1 < ng <= p(n) < png)
Demonstracao. Consideremos a aplicacao
p:neNr—pn)=(Mm+11)€Z,

E claro que ¢ estd bem definida. Agora, se ¢ (ny) = ¢ (ny) vamos ter que

(n1 + 1, 1) = (Tlg + 1, 1)
Portanto,

(n1 + 1,1)R(n2 + 1,1)

Vb 141 = mt 141
(2.4.6)
=

(
ny = ng

Logo, ¢ é biunivoca.
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A aplicacao @ é sobrejetora. De fato, se & = (a,b) é um elemento de Z,
com a > b, entao, existe n € N tal que a = b+ n. Logo

a=(a,b)=0b+nb=0b+n+1,b+1)=(n+1,1)=¢(n)

Parte (1): A aplicacdo ¢ preserva a soma. De fato, se n; e ny sdo
ndmeros naturais, entao

(ng +1,1) 4+ (ng + 1,1)
= (m414+n+1,1+1)
(ni+n2+1+1,141)
= (m+n.+1,1)
= p(n +ng)

@ (n1) + ¢ (n2)

Parte (2): A aplicacao ¢ preserva o produto. De fato, se n; e ny sdo
nimeros naturais, entao

¢ (n1) - ¢ (n2)

(m+1,1) (na+1,1)

(ni+1)(ne+1)+1,n +1+ny+1)

(ng Xng4+ny+ne+1+1,n+ny+1+1)
= (ny xng+1,1)

= @ (ny X ngy)

Parte (3): A aplicacdo ¢ preserva a ordem. De fato, se ny > nq, entao
existe n € N tal que no =nq +1re

p(n2) = (m+r)=p(u)+er)>e(n)
pois ¢ (m) > 0, para todo m € N. m

Observagao 2.6.3 Como N e Z, sao isomorfos seque que podemos iden-
tificar o conjunto dos niumeros naturais como um subconjunto dos nimeros
inteiros. Ou seja, podemos identificar cada elemento n € N com o elemento
(a,b) € Z, sea=b+n comn €N, isto €, se

(a,b) R(b+n,b) R(n+1,1)

Portanto, se Z_ € o conjunto dos niumeros inteiros (a,b) com a < b, vamos
ter

7Z=7_U{0}UZ,
Como Zy“ ="N, vamos escrever Z_ = —N e § = 0. Desta forma

Z“="{.  —n,-,—1,0,1,--- ,n,---}

Observe, entao, que —n € uma notagdo para o numero inteiro (1,n + 1).
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A identificacao dos niimeros naturais como um subconjunto dos niimeros
inteiros permite estabelecer o Principio do Menor Elemento para os
nimeros inteiros.

Definicao 2.6.4 Um subconjunto A de 7Z ¢ limitado inferiormente se
existe um elemento k em 7, chamado de um limitante inferior para A, tal
que

k<«
para todo o em A.

Um elemento ag em A é um menor elemento ou elemento minimo de
A, se for um limitante inferior para A.

Teorema 2.6.5 Seja A um subconjunto nao vazio e limitado inferiormente
de 7Z.. Entao, A tem um menor elemento.

Demonstracao. Seja ¢ a bijecao que identifica N com Z, e seja K um
limitante inferior para A. A funcio ¥ (n) = ¢ (n) + K — 1 é biunivoca de
N em Z, preserva a ordem e A C ¢ (N). O conjunto ¢)' (4) € N tem um
menor elemento ng € 1! (A). Entdao ag = 1 (ng) é o menor elemento de A.
[

Observagao 2.6.6 A secio de Poténcia no capitulo 1 pode ser repetida aqui
apos a substituicao de N por Z. .

2.7 DIVISIBILIDADE

Definicao 2.7.1 Sejam « e 8 numeros inteiros. Diremos que 8 divide «,
e escrevemos (la, se « = (-~ para algum vy em Z. Neste caso, diremos
também que o € divisivel por (3, que o € um maltiplo de 3 e que (3
€ um divisor de a. A negacao de Bla serd indicada por 5t o (leia-se:
B nao divide o). A relagao “B € divisor de a” , que estd sendo indicada
com o simbolo |, é denominada relagio de divisibilidade (sobre Z.). Notemos,
a|0 para todo inteiro « e que Ol se, e somentese, a = 0; por causa desta
ultima propriedade costuma-se excluir o caso em que o divisor € nulo, isto €,

considera-se a restricao da relacao de divisibilidade ao subconjunto Z' x 7,
onde Z' =7 — {0}.

Teorema 2.7.2 Se a e 3 sao nimeros inteiros positivos e la entao § < .
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Demonstracao. Como f|a, existe 7 em Z tal que « = 3 -v. Como
a>0e >0 entao também v > 0. Portanto

y2lea=p-v20-1=0
|

Teorema 2.7.3 Sejam «, 3 e v numeros inteiros. Entdo

(1) alo

(2) alB e Bly = aly

(3) alBealy=al(B£7)
(4) |8 = ay|By

(5) alfealy=af(8-7)
(6) a8 e Bla=a==xp
(7) alB = alpy

Demonstragao. Parte (1): Basta notar que
a=ao-1

Parte (2): Por hipdtese existem ntimeros inteiros ¢ e §, tal que § = - ¢
ey= ("0, logo

(hipétese)
=

N=03-6 a-e)-0 TED e 8
portanto «|y.

Parte (3): Por hipdtese existem nimeros inteiros ¢ e §, tal que f =« -¢
ey=a-d, logo

J6 2= =R (hipdtese) ae £ ad @47 (e £0)

portanto «| (6 £ 7).
Parte (4): Por hipdtese existe um numero inteiro ¢, tal que § = «a - ¢,
logo por (2.4.8.(2))

(2.4.7.(2) e 2.4.7.(1))

Boy=(a-¢e)~v (-v)-¢

portanto ay|37y.
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Parte (5):Por hipdtese existem nimeros inteiros ¢ e ¢, tal que =« - ¢
ey=a-d, logo

(hipdtese) (2.4.7.(2) e 2.4.7.(1))

By a0
portanto «|37.

Parte (6):Por hipétese existem nimeros inteiros ¢ e §, tal que f =« - ¢
ea=[-9,logo

ala-e-0)

hlpotese)

55
€0 - Pa

ERYY
= Ba 241(1)e241
1(248()) o5

pelo teorema (2.5.11), temos § = loud =—-lea=03-d=0-1= [ ou

Parte (7): Por hipdtese existe um numero inteiro ¢, tal que 8 = « - ¢,
logo por (2.4.8.(2))

(2.4.7.(1))
/8.’}/:(&.6).’}/ — a-(e-’y)

portanto o|Gy. m

O teorema acima nos mostra que a relacao de divisibilidade é reflexiva e
transitiva ( partes 2.7.3. (1) e 2.7.3. (2)) e é, compativel com a multiplicacio
(2.7.3.(4)); notemos que nao vale a proposigao simétrica, pois, por exemplo
2| (—2) e (—2) |2, com 2 # —2. A parte (2.7.3.(4)) do teorema anterior pode
se completada pelo seguinte

Corolario 2.7.4 Se a, 3 e v sdo numeros naturais e se v # 0, entdo «o|f
se, e somente se, ay|fBy

Demonstracao. Com efeito, de

ay| By

vem

Oy =(a)e
com ¢ € Z, logo por (2.4.7.(2) e 2.4.7.(1))

Oy = (ag)y
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entao
0= ac

portanto, o|3. m

E imediato que qualquer numero inteiro a é divisivel por o, —a, 1, —1.
Estes ntimeros sao denominados divisores impréprios de o e qualquer outro
divisor de a é denominado divisor proprio. Portanto, # é divisor proprio de
ase flaese f# +lef# +a.

Afirmamos que o numero 1 sé admite divisores impréprios. Com efeito,
se B\1, temos

l=a-p

entdo, pelo teorema (2.5.11), f = +1
O algoritmo da divisao ou algoritmo de Euclides ¢ dado no seguinte
teorema

Teorema 2.7.5 Sejam « e 3 numeros inteiros com (3 # 0. Entdo, existe
um unico par (q,r) de nimeros inteiros tal que

a=0-q+r
com 0 <r < |0].

Demonstracao. Existéncia: Suponhamos inicialmente que 5 > 0 e
seja

A={y€eZ|y20ey=a—Px;x €Z}
O conjunto A é nao vazio, pois, se x = — |a| € Z, temos
y=a—-0Fx=a—-0F(—la))=a+fla]>a+|al >0

Entao, como A é limitado inferiormente por zero e é nao vazio, pelo
principio do menor elemento dos numeros inteiros, segue que A tem um
menor elemento r. Logo, se r > 0

r=a—[0q=a=r+[fq paraq € Z
Se por absurdo § < r, temos

r—f=a—-pg-F=a-pF(+1)
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e portanto r — 3 € A com r — # < r, uma contradicao.
No caso em que 3 < 0, existem inteiros ¢’ e r, tais que

a=(=0)q+r=F-q)+r

onde
0<r<—0=|g
portanto basta escolher ¢ = —¢' e r = rpara que (2.7.5) seja verificada.
Unicidade: Seja (¢;,71) um outro par de nimeros inteiros tal que
a=Pq+n
com
0<r <|g
Como
a=0q+r
com
0<r<|B
Temos

Bqg+r = Pg+nr
=pq—0Bp = ri—r

2.4.7.(4))
CED B g—q) = r—r
= |lg—q)| = |ri—7]

(2.5.9.(10))
= " 6lla—a] = |r—mr|

Agora, se 11 # r segue do teorema (2.5.10) que |¢ — ¢1| > 1, logo
Bllg—a| 2= |r—m|>p
Mas por outro lado, temos
O0<ri<roul<r<n
digamos que
r<nr
portanto
O<ri—r<r <|g

e temos uma contradicao. Logo r; = r e consequentemente ¢ = ¢;. ®
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2.8 MAXIMO DIVISOR COMUM

Vamos agora estudar o Méaximo Divisor Comum de nimeros inteiros.

Definicao 2.8.1 Um numero inteiro d é um mdximo divisor comum
de dois numeros inteiros a e (3 se, e somente se, sao validas as sequintes
condicoes:

(1) dla e d|j;
(2) se d'|a e d'| entao d'|d.
O méximo divisor comum dos nimeros « e 3 é denotado por mde («, [3).

Teorema 2.8.2 Sejam « e 3 dois numeros inteiros, nao nulos simultaneamente
e seja d = mdc (o, 3), nestas condigoes existem nimeros inteiros v e s, tais
que

d=r-a+s-p3
Demonstracao. Consideremos o conjunto
A={z-at+y-fe€Zi|ve€Zeycl}

Observando-se que os numeros —a,a, —b e b pertence a A e que pelo
menos um deles é estritamente positivo, resulta que A é nao vazio, portanto,
existe d; = min A > 0. Ora d;é um elemento de A. Logo existem nimeros
inteiros r e s tais que

di=r-a+s-f (7)

e observando que d|« e d|f resulta d|d; portanto d < d;.

Afirmamos que d;|a. Com efeito, se d; 1 a existiriam, conforme o teorema
(2.7.5), niimeros inteiros ¢ e t tais que « = ¢ - dy +t, onde 0 < t < dy; desta
igualdade e de (i) viria

t=a—qdi=a—q(ra+sp)=(1—-qg)a+(-gs)p

e como t > 0, teriamos t € A, contra o fato que 0 < t < d; = min A.
Demonstra-se, analogamente, que d; |3 e portanto, d; é um divisor comum
positivo de av e 3, logo d; deentaod, =d. m

Definicao 2.8.3 Dizemos que dois niumeros inteiros o e [3 s@Go primos
entre si se mde (o, 3) = 1.
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Teorema 2.8.4 Sejam « e 3 numeros inteiros, com o # 0 ou 3 # 0 e seja
d=mdc(a,3). Se o e sio tais que a =o' -d e 3= ["-d, entio

mdc(a/,3") =1
ou seja, o e 3’ sdo primos entre si.

Demonstracao. Sejam s e t tais que

d mdc(a,ﬁ)@ims-a—i—t-ﬁ
(hipdtese)

d 6t 3-(Ozl'd)+t'<6,'d)
d® I (5o dr@t-8)-d

A (s o/t 3) - d
(245.2)

(hipétese)

R

= 1 s-a +t-73

Agora, se d'|a’ e d'|3 vamos ter d'|1. Portanto mdc (o/,3) =1. =

Teorema 2.8.5 Se a, 3 e vy sao nimeros inteiros tais que o\, B\ e se «
e B sao primos entre si, entao (af) \7y

Demonstracao. Em virtude do teorema(2.8.2) existem inteiros r e s
tais que

ra+sf=1
donde segue

r(ay) +s(8y) =7

Assim,
(2.7.3.(4)) (2.7.3.(7))
aly =" ab|py afltfy (2.7.3.3)
{ | (2.7.3.(4)) | (2.7.3.(7)) | =" af|(saf +tBv) = afl|y
By =" ablay T =" afblsay

Observacao 2.8.6 Terminaremos esta secao dando o processo das divisoes
sucessivas para a determinacao do maximo divisor comum positivo de dois
mteiros a e .
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Suponhamos, sem perda de generalidade, que a; > 0. De acordo, com o
algoritmo da divisao, temos

a=qo;+ oy, com0 < ay <o

Supondo-se que ay # 0 e aplicando-se novamente o algoritmo da divisao
teremos

a1 = @09 + a3, com 0 < asg < ag

Supondo-se que a3 # 0 e repetindo-se o mesmo processo chegaremos,
certamente, a uma divisao que é exata e teremos as relagoes

(
a=qiag + ag, com 0 < ay < ag

1 = @209 + vz, COM 0< a3 <a
(1) ) Qo = qzasz + ay, com 0 < ay < ag

An—1 = @nn + Qpg1, cOM 0 < ppy <

\ Ap = nt10n41

Nestas condigoes, afirmamos que 1 = mdc (a, op). Com efeito, temos
Qpitl|ay, € dai resulta, conforme a penultima relagdo, ay,i1|a,—1, levando-
se em conta que &y, = @10, + @, tem-se anﬂ\&n,g. Repetindo-se este
raciocinio chegaremos as relacoes oy 41|oy € anit|a, o que verifica (2.8.1. (1)).
Analogamente, se d'|« e d’|aq, temos, em virtude da primeira relagao (2.8.2),
d|p e, portanto, de acordo com a segunda relagao de (2.8.2), d’|ag; repetindo-
se este raciocinio teremos d|ay,11, 0 que verifica (2.8.1.(2)) .

E usual dispor os célculos, dados pelas relagoes (2.8.6.(1)), do seguinte
modo

G | 492 | 43 | - An | Gn+1
a | Qp | Qg | Qg | - | Qp_1 | Oy | Qpyl
Qg | Qi3 | Qy | Qg1 | 0

Exemplo 2.8.7 Determinar o maximo divisor comum dos nimeros 12740 e

7260.

12740 | 7260 | 5480 | 1780 | 140 | 100 | 40 | 20
5480 | 1780 | 140 | 100 |40 |20 |0
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Portanto, mdc (12740, 7260) = 20

O processo das divisoes sucessivas para determinar o mdc de dois inteiros
também nos da um processo para determinar dois inteiros [ e 7y tais que Sa+
ya; = mde (o, aq). Com efeito, da primeira relagao (2.8.6. (1)) tiramos ag =
a+(—q1) ag, isto é, as é “uma combinagcao linear com coeficientes inteiros de
a e a”; analogamente, temos az = a1+ (—q2) as = (—q2) a1 + (1 + q1q2) a1,
isto é, az também é uma combinacao linear de a e a;. Repetindo-se este
processo chegaremos a relagao ay, 1 = fa + yaq, com 3 e v inteiros.

Exemplo 2.8.8 Determinar dois inteiros 3 e vy tais que 3-12740+~-7260 =
20.

De acordo com os célculos feitos acima, temos

20 = 100—-2-40

40 = 140100
100 = 1780 —12-140
140 = 5480 —3-1780
1780 = 7260 — 5480

0480 = 12740 — 7260
logo,

20 = 100 —2-40 =100 — 2 (140 — 100) = 3 - 100 — 2 - 140
= 3-(1780 — 12-140) —2- 140 = 3- 1780 — 38 - 140
— 3.1780 — 38 - (5480 — 3 - 1780) = 117 - 1780 — 38 - 5480
= 117- (7260 — 5480) — 38 - 5480 = 117 - 7260 — 155 - 5480
= 1177260 — 155 - (12740 — 7260) = 272 - 7260 — 155 - 12740
= (—155) - 12740 4 272 - 7260

Portanto, f = —155 e v = 272.

2.9 MINIMO MULTIPLO COMUM

Para todo inteiro « indicaremos por M («) (resp., M, («)) o conjunto de
todos os nimeros inteiros (resp., inteiros positivos) que sao miiltiplos de .
Por exemplo, temos M (0) = {0} e M (—1) = M (1) =Z . Se a e [ s@do
dois numeros inteiros, entao todo elemento v de M () N M () satisfaz as
condigbes aly e f|y; diz-se, neste caso, que v é um multiplo comum de « e
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B. O conjunto M, («) N M, (B) é nao vazio e minorado, portanto, existe o
minimo deste conjunto, que passa a ser denominado minimo multiplo comum
de a e [ e serd indicado por mmc (a, 3) ; é imediato que se v é um multiplo
comum de « e (3, entao mme (o, B) < |7/

Teorema 2.9.1 Quaisquer que sejam 0s numeros inteiros o e (3, tem-se
mdc(a,ﬂ) ’ mmc(a,ﬁ) - |Oéﬂ|

Demonstracao. E evidente que basta verificar a igualdade acima para
a > 0 e 3 > 0 e neste caso precisamos demonstrar que dm = «f onde
d = mdc (o, ) e m = mme(a, 3). Notemos que o produto af é multiplo
de d, logo, a8 = dm,, onde m; é um inteiro positivo. Pondo-se @ = a1d e
B = 3,d teremos ay3,d = mq, ou seja, af; = m; = a1 3, de onde resulta que
my é um multiplo comum de « e §; portanto, m < my. Por outro lado, temos
m = md e como a|m e F|m teremos (a1d) | (md) e (6,d) | (mvd), logo, ay|my
e (,|m, de onde vem pelo teorema (2.8.5), (a13,) |m e entdo (ay3,d) |md,
ou seja, mi|m e, portanto, m; < m. Fica assim demonstrado que m; = m e,
portanto, af =dm. =

Definicao 2.9.2 Diz-se que um numero natural m € wm mainimo maltiplo
comum de dois numeros inteiros o e [3 se, e somente se, sao vdlidas
as sequintes condigoes:

(1) alm e Glm;
(2) para todo nimero inteiro m/, se a|m’ e se 3|m/, entdao m|m’.

Observacao 2.9.3 Se a =0 ou =0, entao m =0 € o unico numero que
satisfaz as condigées acima. Se o # 0 e B # 0 e se m e my sGo minimos
maltiplos comuns de a e 3, sequndo a definicao acima, entao mlmy e my|m,
logo, my = +m (2.7.3.(6)); isto nos mostra que se impuzermos, na defini¢do
acima, a condi¢ao m > 0, entdo o unica numero inteiro m que satisfaz as
condigées (2.9.2. (1)) € (2.9.2.(2)) € o minimo mailtiplo comum de o e 3 como

7

foi definido no inicio da secgao.

Exemplo 2.9.4 Determinar o minimo miltiplo comum positivo dos niimeros
inteiros 486 e 288.

Temos

486 | 288 | 198 | 90 | 18
198 {90 |18 |0
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logo, mdc (486,288) = 18 e pela aplicagao do teorema (2.9.1), temos
18m = 486 - 288
logo,

m = 7488

2.10 NUMEROS PRIMOS

Definigao 2.10.1 Um nimero inteiro positivo o # 1 € primo se d|a im-
plicar que d = +a ou d = £1.

Teorema 2.10.2 Se p € um nimero primo e p|(« - [3) entdo pla ou p|S3.

Demonstragao. Suponhamos que p nao divide «, entdao mdc (o, p) = 1
. Logo, existem inteiros s e t tais que

l=s-p+t-«
e tem-se por (2.4.8.(2)) que

Mas
pla-B)=IveZla-B=p-v
Assim,
B = BsptBat=p=0sptp-y-t
CEW s~ p(B-sty-t) = p\B
| |

A seguir demonstraremos o Teorema Fundamental Da Aritmética

Teorema 2.10.3 Todo numero inteiro positivo o, o # 0,1, pode ser decom-
posto num produto de fatores primos, e a decomposicao € unica.

Demonstracao. Existéncia: Como 2 é um nimero primo segue que
a = 2 é uma decomposicao. Suponhamos entao que a decomposicao existe
para todo 8 € Z, tal que 2 < 3 < a. Se « for primo nao ha o que demonstrar.
Se a nao é um numero primo entao existem inteiros positivos p e ¢ tais que
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a=p-qel < pq< a Pelahipotese de inducao p e g sao produtos de
fatores primos. Consequentemente, o = p - ¢ também o é.
Unicidade:Sejam o =p; -po- - ppea=q1 Qo qn. Sem =1
entao p1 =qp - -+ - - ¢n € necessariamente n = 1. Logo, p; = ¢ neste caso.
Suponhamos agora que se o admite uma decomposicao num produto de
m — 1 fatores primos entao a decomposicao é inica. Vamos demonstrar que
se a admite uma decomposicao em m fatores primos, esta decomposicao
também é tnica. Seja o =p;-pg----- Pm =q1-qQ2" """ Gn- Entdo p|qp----- Gn
e portanto p;|g;, para algum j. Como ¢, é primo segue que p; = ¢;, Facamos

o = a’pl Entao 1ok 7é 07 o’ 7£ :tl EQ =pPg----- Pm =qr """ q] ..... qn (aqui

¢; denota a auséncia do termo g¢;). Pela hipdtese de inducgo m —1=n—1
( o que implica m = n) e cada p; é igual a ¢ , para algum k. Logo, a
decomposicao em m fatores também ¢é tnica. Mais ainda, se a admite uma
decomposicao em m fatores nao admite uma decomposicao em n fatores, com
m#n. &

Teorema 2.10.4 Sejam py,--- ,p, numeros primos que dividem «. Entao,
o produto py - - - - - pn também divide .

Demonstracao. Vamos provar por inducao
De fato n = 2, p1|a e pa|a, temos por (2.7.1) que

a = pidy e a = padsy, para dy,dy € Z
logo
pidy = pads
donde

b1 |p2d2

e como ps é primo, p1|ds. Logo dy = d3p e a = d3pips; ou seja

p1p2\06
Suponhamos que pi, p2, 3, « -+ + , Pr. SA0 nimeros primos onde
P1-pP2-pP3----- pk|04

com

pila, pala, psla, - - prla
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Vamos mostrar que

Pr-Pp2-p3g----- Pk 'pk+1|a
sendo py, P2, P3, -+, Pk, Pk+1 NUMeEros primos, com
pl’aa pQ‘Oéap?)laa e 7pk’a7pk+1’a

Temos por hipotese que

pP1-pP2-pP3----- pk|04 € pk+1|0é
logo por (2.7.1), temos que
Q=py-p2-pP3----- P dy € = Py - dip

para di e dpyq € Z. Mas

Dist disr =p1-P2-D3- - p - di
donde
Pr+1|pr- p2-p3----- Dk - di
e como pi, P2, P3,*** , Pk SA0 Primos,
Pr1|di
Logo
dy = dipq2pk+1, para dyio € Z
e
Q=p1-pa-py----- D - D1 - Qoo
Portanto
PLo D2 D3 Di o Prylo
]

Observacao 2.10.5 Como consequéncia do teorema acima, para verificar-
mos se um inteiro o € divisivel por um numero d basta decompor o inteiro d
em fatores primos e verificar se a € divisivel por esses fatores.



(© KIT - Calculo Diferencial e Integral 69

2.11 CONGRUENCIA MODULO m

Seja m um numero inteiro maior do que 1.

Definicao 2.11.1 Sejam «, B, m € Z. Dizemos que o € congruente a [3,
modulo m, se o — 3 € divisivel por m. Neste caso, escrevemos

a = [ (modm) < mla—f

A notagao o #  (modm) significa que o nao é congruente a § médulo
m.

Notemos que se m = 0, entao, a = ( (mod 0) se, e somente se, « = 3; por
causa disso costuma-se excluir o caso em que o modulo m é nulo. Observemos
que [|a se, e somente se, @ = 0 (mod [3)

A relacao “a congruente a # médulo m”, entre elementos de Z, é denomi-
nada congruéncia modulo m, ou, simplesmente, congruéncia.Um outro mode
de dar a defini¢do acima é o seguinte: o = [ (modm) se, e somente se, existe
q € 7Z tal que a — 3 = qm.

Exemplo 2.11.2 Temos 16 = —4 (mod 10), pois, 16 — (—4) = 20 € um

maliplo de 10; por outro lado, 16 Z 1 (mod 10), pois, 16 — 1 = 15 ndo é um
maultiplo de 10.

O teorema seguinte, garante que a congruéncia moédulo m é uma relacao
de equivaléncia.

Teorema 2.11.3 A congruéncia modulo m € uma relagdo de equivaléncia
em Z, ou seja

(1) o = a(modm) (reflexiva)

(2) o= pf(modm) = = a(modm) (simétrica)

(3) a=pF(modm) e f=~(modm)=a=~vy(modm) (transitiva)
e compativel com as operacoes de adicao e multiplicacao.

(4) o= p(modm) = a+vy=p5+y(modm)

(5) = (modm) = ay = By (modm)
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Demonstracao. Parte (1): « —a=0=10-m, logo o = a (modm)
Parte (2):De fato,

a = [(modm) (2’%1) a—[F=qgm,comqé€Z

= f—a=(—q¢)m,com —q€EZ
8 = a(modm)

(2110

Parte (3):Com efeito,

a = [ (modm) (257(3) & - B =qm,comq€Z
B =~ (modm) B —~=q¢m,comq €7Z
e51@) a=0+qm }
v=0+qm
= a—7y=(B+qm)—(B+qm)
CLV 0y = gm—gm+8-8
(2.4.1.(1))
= -7 = gqn—gqgm+p—-p
(2.4.7.(3))
="a—7 = (¢—q)m
S v (mod m)

Como a relacio ¢ reflexiva, simétrica e transitiva concluimos que é uma
relagcao de equivaléncia.

Parte ((4) e (5)):Temos que o — = gm, com ¢ € Z, logo (o + ) —
(B+7) = gm e ay — fy = gm, donde vem o + v = [+ y(modm) e
ay = By (modm) m

E imediato que a« = (B (modm) se, e somente se, « = Fmod(—m);
portanto, basta considerar as congruéncias de médulo positivo.

Teorema 2.11.4 Se o = 3 (modm) e se v = ¢ (modm), entao,

(1) a4+~ =p+0(modm)

(2) ay = 36 (modm)

Demonstracao. Parte (1): Por hipdtese, temos

(2.11.3.(4)) _
a = 3 (modm) o) a+vy =06+ (modm) 21.36) v =B+ 6 (modm)
y=d(modm) =" 3+v=p+3(modm)
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Parte (2): Por hipétese, temos

B (211.3.(5)  _
a = 3 (modm) (2.11—2(5)) ay = [y (modm) (211.3.3) ay = 46 (mod m)
y=d(modm) =" By = [ (modm)

Corolario 2.11.5 Se ()< ;< ,, € (Bi)1< j<,, SG0 duas familias quaisquer de
nimeros inteiros e se a; = (3; (modm) parai=1,2,--- ,n, entao

n n

Zai = Zﬁi (modm) e Hai Hﬁi (modm)

Em particular, tem-se o

Corolario 2.11.6 Se a = (modm), entdo o" = (" (modm), para todo
numero natural n.

Demonstracao. Basta tomar no colorario anterior o; = a e 3, = 3 com
1<i:<n. nm

Teorema 2.11.7 Sejam «, 3,m € Z. Entao o = f(modm) se, e somente
se, a e 3 tem o mesmo resto na divisao por m.

Demonstragao. (=) Se a =  (modm), existem p € Z, tal que o — 3 =
pm. Pelo algoritmo de Euclides, existem py, 71, p2, 1o € Z, tais que

a=pm-+ry e f=pm-+ry

donde,
(hipétese)
pm = a—pf = (p1m +r1) — (pam + 1)
(2.4.7.(4)) (2.4.1.(2))
= pim+ry—psm—ry = T PiM—pom 41y — 7T
(2.4.7.(3))

=" (pr —p2)m~+r —19
= pm=(p1—p2)m+7r —19

A unicidade do Algoritmo de Euclides implica que 7 — 75 = 0, donde segue
que

" = T9
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(<)Sea=pm+r e [§=pym+r, vamos ter

2.4.7.(4))
a=f = (pmtr) = am+r) LY pim v = pom 1
(2.4.1.(2)) (2.4.7.(3))
= "pm—pm+r—r =

= m|(a—p) - G (modm)

(pr —p2)m

Corolario 2.11.8 Todo inteiro o € congruente modulo m a um e somente
um dos inteiros 0,1,2,--- ,m — 1.

Exemplo 2.11.9 Determinar o resto da divisio de 37'3 por 17.

Temos 37 = 3 (mod 17), 37> = 32 (mod 17), 37* = 3 = 13 (mod 17) e
378 = 13% = 16 (mod 17), logo,

378 =37'37"37=3-13-16 =516 = 80 = 12 (mod 17)
portanto, o resto da divisdo 372 por 17 ¢ igual a 12.

Exemplo 2.11.10 Mostrar que o nimero Fermat F5 = 2(2%) + 1 ¢ divisivel
por 641. (FEuler)

Com efeito, temos 22 = 4, 2* = 16, 28 = 256, 2! = 65536 = 154 (mod 641),
logo,

2(2) = 9% = (21)° = 1542 = 23716 = 640 (mod 641)
logo,
232 11 =641 = 0 (mod 641)

isto é, 641|F5.
Para todo numero inteiro «, colocaremos

a={z€Zl|r=a(modm)}

logo, @ é a classe de equivaléncia determinada por « segundo a relagao de
congruéncia moédulo m; diremos, neste caso, que @ ¢ a classe equivaléncia
modulo m determinada pelo inteiro «, ou, que @ é a classe de restos médulo
m determinada pelo inteiro . O conjunto quociente de Z pela relagao de
congruéncia moédulo m serd indicado por Z,,; portanto,Z,, é o conjunto de
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todas as classes de equivaléncia modulo m. O corolario acima nos mostra
que as classes de restos 0,1,2, -+, (m — 1) sdo distintas duas a duas e, além
disso, se @ é uma classe de restos modulo m, entao existe um inteiro r, com
0 <r<m-—1, tal que @ =7; portanto temos

Zn={0.7+ (m -1}

Exemplo 2.11.11 Para m = 2 s6 temos duas classes de restos modulo 2, 0
e 1; a primeira € formada por todos os inteiros pares e a sequnda por todos
0S inteiros impares:

= {,-6,-4,-2,0,2,4,6,---}
= {- ~1,0,1,3,5,---}

=l al

Temos 0N1=92,0U1=7Z e Zy ={0,1}

Exemplo 2.11.12 Para m = 5 s6 temos cinco classes de restos modulo 5,
0,1,2,3 e 4, onde

0 = {-,-10,-5,0,5,10,---}
T:{ ,—9,—4,1,6,11,---}
2 = {-,-8,-3,27,12,---}
3 = {,-7,-2,3,813,---}
1= {- ~1,4,9,14,---}

estas classes nao tem nenhum elemento em comum e, além disso, sua reuniao
€ o conjunto Z. dos niumeros inteiros.



Capitulo 3

NUMEROS RACIONAIS

Vamos tratar agora do conjunto dos niimeros racionais. Se « e (3 sao nimeros
inteiros, a equagao « - 3 = 3, com « e (§ em Z, somente tem solu¢ao (em
Z) quando «|f. Para que esta equagao tenha sempre solugdo precisaremos
ampliar o conjunto dos nimeros inteiros definindo um novo conjunto - o
conjunto dos ntimeros racionais. Este novo conjunto numérico devera conter
um subconjunto que possa ser identificado de maneira natural com o conjunto
dos nuimeros inteiros.

3.1 OS NUMEROS RACIONAIS

Teorema 3.1.1 A relacdo R no conjunto Z x 7! definida por
(Oj,ﬁ)R(’Y,(S) *:’045:57

¢ uma relagao de equivaléncia

Demonstragao. Parte (1): V (a,3) € Z x Z', tem-se (o, 3) R (a, 3),
poisa-fB =0«

Parte (2) Quaisquer que sejam (v, 3) e (7,0) em Z x Z/, se (o, 3) R (7, ),
entdo, (v,0) R («, ), pois

3.1.1.(1
2.4.7.(2 3.1.1.(1
( :>())’7'5 _ 5-Oz( :>())(’7,5)R(Oz,ﬁ)

Parte (3) Quaisquer que sejam (a, 3), (7,9) e (6,{) em Z x Z', se (o, ) R (7, 9)
e se (7,0) (e, (), entao, (a, B) R (e, ()

74
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Se (o, B) R(v,9) e (7,0) R(e,(), entao a-d =fF-vyey-(=0-e. Assim

(2,4_:7}(1))04 6-7)-C = B-(y-0)-¢
(2.4.:7}(2))&(,(5 7)) = B-e-(v-9)
(2'4':7;(2))04(-(5'7) = [-e-(6-7)

(2.4.__8>.(2))a_<: _ 5,5(3%.(1)) (o, B) R (g,Q)

Definigao 3.1.2 O conjunto quociente Q = (Z x Z') /R ¢é chamado de o
conjunto dos nimeros racionais e seus elementos de numeros racionais.

Observacao 3.1.3 Representaremos 0s numeros racionais pelos simbolos
0,1 e pelas letras latinas minisculas;

T,S,t,"'

Exemplo 3.1.4 O conjunto dos nimeros racionais € formado por classes de
equivaléncia de pares de niumeros inteiros, isto €

Q:{M|aez,ﬁez’}
Exemplo 3.1.5 O conjunto
0={(6.8) 8}
é um elemento de Q, pois,

0 —
B)ELXTZ :a=0}
VELXZ :a-B=03-0,3€Z}
B)ELXZ :(a, B)R(0,3)}
€

Exemplo 3.1.6 Também, o conjunto
1={(o,0) | € Z}

¢ um elemento de Q.
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De fato,

8) EZXZ :~v=74}

7,0) ELXT :ya=da,a €Z'}
) €EZXTZ :(v,0) R(av,)}

= (,a) € (ZxZ),/R=Q

3.2 ADICAO DE NUMEROS RACIONAIS

Definigao 3.2.1 Dados os nimeros racionais v e s, se («, ) € r e (vy,0) €
s, definimos a soma de r e s por

s =@+ (0 = (@ 0+77,5-0)

Observacao 3.2.2 A definicao de soma de nimeros racionais nao depende
dos representantes (o, B) e (y,0) utilizados.

De fato, se (¢/,3") R(a,8) e (7/,0") R(v,d) vamos ter o - 3 = -« e
7'+ § =4 -~ e consequentemente

(@ 0+p8-7)-(F-0) = a-d-5-+p8-7-0¢
= - 5-B-8+B-~-8"6
= (&' ++"-§)-(8-9)

ou seja

(@64 8-74,0-0)R(-8+05-+,0-6)

Teorema 3.2.3 Para quaisquer que sejam oS numeros racionais v, s e i,
temos

(1) r+s=s+r (comutatividade)

2) r+(s+t)=(r+s)+t (associatividade)

Demonstracao. Parte (1): Consideremos r = (o, 3) e s = (7, ), com
aey€E€ZefedeZ; temos:

3

(hipdtese)

Il

(@,8) +(1,0) "2V (@ -5+ 8-7,5-9)
B-r+a-6,8-0) (855 a,6-8)

(hipdtese)
= S+

r+s
(2.4.1.(2))

-

(3.2.1)

= (775)—{_@
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Parte (2): Consideremos r = («, 3),s = (7,0) e t = (&,(), com o,y e €
€Zef,0e €, temos:

rt (s +1) PP @ B+ [(7,0) + (5,0

PV B + (7 (1620

(@ 6-¢C+B-(y-(+d-¢),8-5-()
(2'4i(4)) (a(SC_‘_ﬁrYC_*_ﬁ(Sg’ﬁ&C)
(@ d+B-7)-C+B-6-68:0-C)
(@-0+B-7.8-0) + (&)

(@.8) +(7,0)] + =0

(hipiese) (

(3.2.1)

(24.7.(3))

(3:2.1)

(3:2.1)

r4s)+t
|

Teorema 3.2.4 Para todo r € Q, existe um unico elemento 0 € Q e um
unico elemento r° € Q, tais que

(1) r+0=r
e
(2) r+1° =0
Demonstracao. Parte (1). Existéncia: Considerando o elemento

0=1{(0,0)]| acZ}

(2.4.7.(5

r+0=(a,0)+ (0,«a) 21 (a-a+3-6,8-«) 25 (a-a,8-a)=(a,8)=r

portanto r + 0 = r.
Unicidade: Suponhamos que 0; e 0y sao elementos de Q que satisfazem
(3.2.4.(1)). Entao

o, B2LW) | o G2BW) o o G240) o
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Parte (2). Existéncia: Consideremos o elemento 0 = (0, ), r = («, 3)
er® = (—a, ), temos:

r+r° "0 B) + (—a, B)
VB .58 P EV @ -5 ap )
AL 5 =50, 8- 5) “2V 6,5 9)

(3.1.5.(1) 0
portanto r +r° = 0.

Unicidade: Suponhamos que 7] e r5 sao elementos de Q que satisfazem
(3.2.4.(2)). Entao

3.2.4.(1 3.2.4.(2 3.2.3.(2
pp G2 o 4 G22E) o g ()] G222 (2 ey 4 (1)
(3.2.3.(1)) o on (3.2.4.(2)) o (3:23.(1) , o

= [T + (7’1)] + (7’2> = 0+ (7’2> = (7’2) +0
(324.(1)

o __ o
portanto r; =r,. ®H

Notagao 3.2.5 O elemento r° que aparece em (3.2.4.(2)) é chamado simétrico
ou oposto de r, e serd denotado por —r. Assim, a somar—+(—s) serd indicada
porr — s.

3.3 MULTIPLICACAO DE NUMEROS RACIONAIS

Definic¢ao 3.3.1 Dados os nimeros racionais r e s, se («,3) € r e (vy,0) €
s, defintimos o produto de r e s por

rxs:(a7ﬁ) X(’%é):(a/%ﬁé)

Observacao 3.3.2 A definicao de produto de numeros racionais nao de-
pende dos representantes («, ) e (7,9), usados na defini¢ao.

De fato, se (o/,3") R(a,8) e (7/,0') R(v,d) vamos ter o - 3 = 3 -« e

7' -8 =4 -~ e consequentemente
oy B8 = (o F) () = (o B) (D)= beal
ou seja

(-7, 8-6)R(a" -+, 5" )
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Teorema 3.3.3 Para quaisquer que sejam r,s et em Q, temos

(1) rxs=sxr (comutatividade)
(2) rx(sxt)=(rxs)xt (associatividade)
B) rx(s+t)=rxs+rxt (distributividade)
(4) rx0=0

Demonstracao. Parte (1):Consideremos r = (o, 3) e s = (7, ), com «
ey EZefedeZ,; temos:

rxs = f) x 0.0) 2 (@50 “ 2V e B)

(33.1) ——=

(7,0) x (@ B) = s x 7

Parte (2): Consideremos r = («, 3),s = (7,0) e t = (&,(), com o,y e €
€ZefB,de( €, temos:

P (s x 8) "2 (0 B) x |(19) x (&0

(3:3.1)

2@ B) % (7-6,6-0)
CEa(-9).6-(-0)
“EV ) e 9)-0
(@-7.5-3) % (=)
(@,8) x (3,0)] x (,0)

(hipiese) (

(3:3.1)

(3:3.1)

rXSs) Xt

Parte (3): Consideremos r = («a, )
€Zef,0e €, temos:

rx (s 1) " (0 ) x [ (1,0) + (&, )]
CEV B x (- C+6-2,6-C)
O (7 (¥5-9),8-0-0)
(ZﬁlM”(a.y.c_%a.5.57g.5.c)
=(a-y-B-C+p-0-a-g,(-0-6-C)
P2V B )+ (e 0)

(@, ) X (7,0) + (a, B) x (¢, €)

(hipdtese)

s=(30) et =(50), coma,yec

(3:3.1)

rXs+rxt
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Parte (4):Consideremos r = (a, ) e 0 = (0, ), devemos mostrar que

(O‘vﬁ) X (9,0{) = (9,0&)

basta mostrarmos que,
(Oé eaﬁ Q)R(eﬂ)
o que ¢é verdade, pois se:

(@-0,8-0)R0,0) "2V q.0.a=8-a-0% LV 99

portanto, (a, 5) X (0, ) = (6,), ouseja, r x 0 =0 =
Teorema 3.3.4 FExiste um unico elemento 1 em Q, tal que
(1) Ixr=r
para todo 7 em Q, e se 7 # 0, existe um tnico elemento r2em Q tal que
(2) rxrli=1
Demonstracao. Parte (1). Existéncia: Consideremos o elemento

1={(v,a)|aeZ}

Se r = («, 3),temos

Loer M2 (ala) x (o) 2 o aca 5] = (o 5)

portanto 1 X r =r.
Unicidade: Suponhamos que 17 e 17~ sao elementos de Q que satis-
fazem (3.3.4.(1)). Entao

1> (hipiese) 1. 17> (332(1)) > .1 (hipiese) 1>>

Parte (2). Existéncia: Consideremos o elemento r = (o, ) # 0 e
rl = (B, ), temos:

(3.3.1) (2.4.7.(2)) (3.1.6)

TXT‘Q:(Oz,ﬁ)X(ﬁ,Oz) (- B,0-«) (- B,a-8)=(a,a) =

portanto r X rd =1.
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Unicidade: Suponhamos que r? e rg sao elementos de Q que satisfazem
(3.3.4.(2)). Entao

r? 334(D) T% x 1

8520 1 (7 ) U2 (19 x7)

(3.33:.(1)) <7“ % T%) g tho_tese) 1 % g
= ’]"g

Notacao 3.3.5 O elemento r? que aparece em (3.3.4.(2)) ¢ chamado inverso
de r, e serd denotado por r=1.

Teorema 3.3.6 (Regra de Sinais). Para todo r e s em Q, temos

(1) (=r)xs=rx(=s)=—(rxs)

(3) (—=r)x (=s)=7rxs
Demonstracao. Parte (1):Primeiro caso: Vamos mostrar que

(—r)xs=—(rxs).

(rxs)+((—r) xs) B2 oo + s x (—r) B3200) ¢ o (r4(-r)) =

Mas, por (3.2.4.(2)) existe um tnico ¢t € Q tal que (r x s) +t = 0, que
¢ o elemento denotado por — (r x s). Como (—r) X s também tem essa
propriedade, segue que (—7) x s = —(r X ).

Segundo caso: Vamos mostrar que

rx(—s)=—(rxs).

(324.(2) rx 0 (3:33.(4) 0
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Mas, por (3.2.4.(2)) existe um tnico ¢t € Q tal que r x s +¢ = 0, que
¢ o elemento denotado por —(r x s). Como r X (—s) também tem essa
propriedade, segue que 7 X (—s) = — (r X s).

Parte (2): Temos,

pois,

r+(-=r)=0"="(=r)+r=0"="r=—(-r)
Parte (3): Com efeito,

336.1)) _ s

(=) x (=)
]
Teorema 3.3.7 Para todo r em Q, com r # 0, temos
(r_l)fl =r
Demonstracao. Se r # 0 é um elemento qualquer de Q, temos:

(334(2) (T_l)il

3.4 RELACAO DE ORDEM EM Q

Definicao 3.4.1 Sejar € Q. Diremos que r € mator que 0, e escrevemos
r >0, se existir (o, ) € r tal que

a-06>0

Diremos que r é menor que 0, e escrevemos r < 0, se existir (a, 3) € r
tal que a- 3 < 6.

Observacao 3.4.2 A relagao < ou > em Q nao depende dos representantes
usados na definicao.

Definicao 3.4.3 Dadosr e s em Q, diremos que r € menor que ou igual
a s e escrevemostT < s ser < s our = s. Analogamente, definimos a rela¢ao
r > s.
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Teorema 3.4.4 (Lei da Tricotomia). Se r € Q, uma e apenas uma das
sequintes afirmacoes € verdadeiras:

(1) r>0

(2) r=0
(3) r<0

Demonstracao. Se r = (a, ) entdo a - 3 € Z e pela Lei da tricotomia
para os numeros inteiros temos a - >0 oua-f=0oua-5<60. =

Notagao 3.4.5 Denotaremos por Q. o conjunto dos elementos r € Q tais
que r > 0.

Estes elementos serdao chamados de positivos. Se r ¢ Q, e r # 0,
diremos que r é negativo.

Teorema 3.4.6 Ser e s sao elementos de Q. , entao:

(1) r+s€Qy
(2) rxseQy
3) e,

Demonstracao. Parte (1): Consideremos r = (o, 3) e s = (7, ), com
aey€ZefedeZ .Como,ressao elementos de Q, temos:

GAD . 3>

(3$1)7-6>9
5-6>10
p-5>0

(551) E’o;..(g)..((ﬁ(s:g%iz} = (a-8)-(6-0)+(v-0)-(5-58) >0

G 58048786 > 0% EV (a548.9)-80>0

L@t 5 .80 > 0B
(definigao)
= r

r>0
s>0

(o, B) + (7,6) > 0

+s5s > 0
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Parte (2): Consideremos r = (a,3) e s = (7,0), coma ey € Z e (e
0 € Z'.Como, r e s sdo elementos de Q. , temos:

(34.1)

3.4.1
r>0 =

(341)a‘ﬂ>0 (2.5.—_5}(1))04'5'7'5 > 0
s>0 " ="~v-0>10

(2.4

L) 86 > 8

AT, 50) > 0

BV A x (,0) > 0
(}ig)rxs > 0

Parte (3):Consideremos r = (o, ) e r™' = (8,a), com a € Z e 3 €
7Z!.Como, r é elemento de Q, temos:

r>0"AY . 8>6 (24%(2) B-a>40 (41 (B,a) >0 @150

Definicao 3.4.7 Dados r e¢ s em Q, diremos que v é mator que s, e
escrevemos r > S , ou que S € Menor que r, e escrevemos s < T, se
r—s>0.

Teorema 3.4.8 Sejam r, s e t numeros racionais. Entdo:

(1) r<sour=sour>s
2) r<0< —r>0

B) r<0es<0=rxs>0
4)r>0es<0=rxs<0
B)r<les<0=r+s<0
6) r<ses<t=r<t

(M r<ser+t<s+t

) r<set<0=rxt>sxt
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Demonstracao. Parte (1): Se r e s sdo nimeros racionais, temos
s+(-r)eQ

Logo, pela Lei da Tricotomia

s+(-r) > 0=s—r>0=s>r

s+(-r) = 0=s—r=0=>s=r

s+(-r) < 0=s—r<0=s<r

Parte (2): Seja r = (a, ) um numero racional, com o € Z e § € Z'.
Observemos que

ro< (M) (a,8) <0 GAY . g<6

(2-5é(4)) —(a-B) > 0 (2-4é(3)) (—a)-B>0

N <—Oé,ﬁ) <0 (hipét}ese) >0
Parte (3): Sejam r e s ntimeros racionais, onde
(3.4.8.(2))
r<0 5 4?(2)) r >0 } (3.4.:6}(2)) (=) X (=) > 0 (3'3‘_—6;(3)) x5S0
s<0 =" -5>0

Parte (4): Sejam r e s niimeros racionais. Temos

r >0 (3.4.6.(2))
= ""rx(-s) > 0
s<0 (3'4':8}(2)) —s>0 } (=)

(3'3g(1)) —(rxs) > 0

(3'4(%(2)) rxs < 0

Parte (5): Consideremos r = (o, ) e s = (7,0), coma ey € Ze e
0 € Z'.Por hipétese, temos:

r<0(3':4>1)0z-ﬂ<9
s<0(3':4}1)'y-5<l9 (2.5g(3)) (-B)-(6-9) <0
5-6>0 (v-0)-(8-8) <0
g-B>0
—a-0-5-6+08-v-0-6 < 05 ED (0. 548.9)-(8-6) <0
A 553750 < 03 @3+ (,0) <0 s <0
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Parte (6): Sejam r, s e t nimeros racionais, onde

r<3(3'——4}7)s—7’>0 3.4.6.(1
e G s+ s—r) > 0
s<t ="t—s5>0

G2y st (=) —r > 0% 4 0)—r >0

2.4, d ao
G2y s o, oy
Parte (7):(=)Sejam 7, s e t nimeros racionais, onde

r<s=r4+t<s+t

(«<)Sejam r, s e t nimeros racionais, onde

rit < s+t s D@t >0

A s~ ) > 0B st (1) + (1) >0

(3.2.__4>.(2)) 4.(1)) (341)

s+04+(-r) > 0@2EW g5 0PAY ) <

Parte (8):Sejam r, s e t niimeros racionais, onde
(

3.4.7)
r<s ='r—s<290 (3.4.——85(3))(7“—S)><t > 0
t<0

(3.3.3.(3))

= T rxt—sxt > 0(

)rxt>s><t

3.4.7
=
n

Teorema 3.4.9 Ser,s € Q, onde (o, 3) €1 e (v,d) € s entdo

r<s&ea-d< -y

Demonstracao. Consideremos r = (a,3) e s = (7,0),com a ey € Z e
(e d € Z'Por hipdtese, temos:

ro < s(3é7)s—7">0(3<%>5)5+(—7’)>0
W5 + (. 8) > 08 45 (—a),5-8) >0
(3.4.1) (2.4.7.(3))
L (v B+5-(=a)) - (5-8) > 8 EY (1.8).(5-8)+ (5 (=a))- (5-8) > 6
CED ()68 =(-a)- (-8 > 6PEV(5.a) (58 <(v-8)- (-8
PEVGa) < (129 EY (@) < (809)
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Teorema 3.4.10 Ser e s sdo racionais com 0 < r < s entdo 0 < s~! < 1.

Demonstragao. Consideremos r = (a, ) e s = (y,0),com ey € Z e
(G e d € Z'.Por hipétese, temos:

. (hip:c');ese) <—

Além disso,

Demonstracgao. Consideremos r = (a, ) e s = (y,0),com ey € Z e
GedeZ. Temos:

r' = (B.a)
571 - (677)
Assim,
rxs S 0 B) x (3,0) P2 (0 7. 0)
e portanto,
_1 (hipétese) ——=—— (2.4.7.(2)) V4V/—— (3.3.1) V—74/—— —— (hipdtese
(rx s) ™ "R s 0 ) HE G 8y a) P2V (6,9) x (Bra) ME

(hipétese) _
= S

1

>0
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3.5 OSINTEIROS COMO SUBCONJUNTO
DOS RACIONAIS

Teorema 3.5.1 A aplicacdo
®:Z+—Q
dada por ® (o) = (o, 1) € injetora e tem as sequintes propriedades
1. ?(a+p5)=2(a)+ P (H)
2. D(axf)=2(a) x P(F)
J.a<fe d(a)<P(f)

Demonstracao. A aplicagao ® estd bem definida e

<I>(a1):<I>(a2):>(041,1):(042,1):>041'1:1-042:>a1:a2

ou seja, ¢ é injetora.
Parte (1): Temos,

O(a)+P(6)=(a, )+ (B, 1)=(a-1+8-1,1-1)=(a+[,1) =P (a+ )

Parte (2):Temos,

®(a) @ (0) = (1) x (6,1) = (a-5,1-1) = (a- 5,1) = & (o x )
Parte (3): Observemos que,

a<fea-l<pf-le(al)<(8,1)ed(a)<d(P)
|
Observagao 3.5.2 A aplicagcao ® permite identificar o conjunto dos niimeros

inteiros como uma parte dos numeros racionais: o subconjunto ® (7). Desta
forma, podemos abusar da notacdao e escrever

Z:{(a,l) e@MeZ}
ainda que a e (o, 1) sejam objetos distintos.

Esta identificacao fica mais clara utilizando-se a seguinte notacao.



(© KIT - Calculo Diferencial e Integral 89

(1) r-st=Lt=r/s.

s_

(

. 1
Com esta notagao, se r = (a, ), teremos r = =2

/1371

—

—~
—

Agora, como os nimeros racionais (a, 1) e (3,1) podem ser identificados
com os numeros inteiros « e 3, respectivamente, vamos escrever

(2) r=5=a/p

Isto é, o nimero racional r estd sendo identificado com uma fracao de
numeros inteiros.
O seguinte teorema sumariza as propriedades essenciais das fragoes.

Teorema 3.5.3 Sejam «, (3,7 e § numeros inteiros com 3 # 0 e § # 0.
Entao

(1) §=3< ad=05;
(2) 5=1

(8) §+3 =5
4) 5-3=3%

(5) §==5:

e se a, (3,7 e 0 forem positivos, temos também

(7) §<3ead<py

Demonstracao. Parte (1): Sejam «, 3,7 e § numeros inteiros com
B #0ed #0. Temos que

« 3.5.2.(2 2.1.4.(2 3.1.1
5=5 BV n=00"8" (@RS ad=51

Parte (2): De fato,
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Parte (3): Com efeito,

Q 3.5.2.(2 —— (3.21) ——————= (3.5.2.(2)) @0 +
QTR ) 1 (7,0 2 e+, ) O O
g9 B0
Parte (4): Temos que
a Y (352.2) . (33.1) (352.2) QY
/6 5 - (Oé,ﬁ) (77 6) (Ofy:ﬁé) ﬁ(s
Parte (5): Observe que
a (35.2.(2) (35.2.(2) —Q
— — a) — _@7 — — -
3 (@, 8) = ( B) e
Parte (6): Sabemos que
— (35.2.(2)) (352.(2) «
a0 = —Q, = —\q, = -5
3 (—a, ) = = (o, §) 3
e
-1
O (353.2) ——ay _ [ 63 (352(2)
__ﬁ - (OZ, ﬁ) - ( <<Q{, ﬁ)) ) - (Oé, B) - ﬁ
logo,
e *_ @
g -6 B
Parte (7): Temos por hipdtese, que
G<5=@P) <td=as<p

|

E claro que trabalhar com os numeros racionais em forma de fragoes
¢ muito mais comodo. Mas deve-se ter sempre presente que um nimero
racional ndo é uma fragao, ainda que habitualmente se escreva “seja m/n um
nimero racional”.

Teorema 3.5.4 (Densidade de Q) Ser e s, com r < s, sio dois nimeros
racionais, existe um numero racional t tal que r <t < s
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Demonstracao. Como r < s, temos

2Zr=r+r<r+s

e
r+s<s+s=2s
Logo,
2T<T+s<28:r<%(r—|—s)<s
Portanto, % (r 4+ s) satisfaz a condigao para ser t. m

Exemplo 3.5.5 Cada decimal periodico representa um nimero racional.
Considere-se o decimal periédico
r,stdefdef --- =r, st +0,00def + 0,00000def + - - -
Agora,
r, st
¢ uma fracao racional, pois é um decimal que termina, enquanto que
0,00def + 0,00000def + - - -

é uma progressao geométrica infinita cujo primeiro termo é a = 0, 00de f, de
razao r = 0,001, e cuja soma é
a  0,00def  def

S=1,~ 0,999 99900

uma fracao decimal. Logo, o decimal peridédico, sendo a soma de dois niimeros
racionais, é um niumero racional.

Vamos utilizar esta identificacdo para demonstrar a Propriedade Ar-
quimediana dos ntmeros racionais.

Teorema 3.5.6 Sejam p e g numeros racionais positivos. Entdao, existe um
numero natural m tal que

q <mp
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Demonstracao. Se p > ¢ basta tomar m = 2. Agora, se p < ¢, vamos
supor por absurdo que mp < g para todo m,m € N. Sejam entao p = % e
q = %. A hipétese de absurdo diz entao que

mad < f3 (4)

para todo m,m € N. Agora, se (i) vale para todo nimero natural m, vale
me particular para m = 3 + 1; entao, de (i) obtemos

ad + adyB < B3
mas como ad > 1, segue que
a0y <~p

e consequentemente ad < 1, o que é absurdo. m



Capitulo 4

NUMEROS REAIS

Os capftulos 2 e 3 comegam com a observacao de que o conjunto X de
numeros previamente estudado tinha uma imperfeicao. Esta imperfeicao foi
sanada pela ampliagdo do conjunto X através da definicao de uma conve-
niente relacao de equivaléncia no conjunto dos pares ordenados de elementos
de X. Deste modo, obtivemos, a partir de N os conjuntos Z e Q satisfazendo
N C Z C Q. Para o que se segue, é importante notar que cada um dos novos
conjuntos Z e Q tem uma unica caracterizacao simples, a saber,

7 é o menor conjunto no qual, para elementos arbitrarios m,s € Z, a
equacao m + x = § sempre possui uma solugao.

@ ¢é o menor conjunto no qual, para inteiros arbitrarios m # 0 e s, a
equacao mx = S sempre possui uma solugao.

O conjunto dos numeros racionais contém subconjuntos tais que seus
elementos sao menores que qualquer elemento do seu complementar e todo
nimero racional menor que um elemento qualquer do subconjunto em questao
pertence também ao subconjunto; o subconjunto complementar goza também
de propriedades andlogas. Na verdade podemos construir subconjuntos de
nimeros racionais tais que, além dessa propriedade, o subconjunto nao tenha
supremo e nem o seu complementar tenha infimo. Conjuntos desse tipo e
seus respectivos complementares, dividem o conjunto dos niimeros racionais
em duas partes disjuntas que nao possuem elemento fronteira. Em outros
termos: o conjunto dos numeros racionais ndo é completo (ou apresenta
descontinuidades).

A situacao, agora, nao é a de que o conjunto Q tenha apenas uma im-
perfeicao; ao contrario, existem muitas imperfei¢oes, mencionamos apenas
dois.

2 = 2 nao possui solucao em Q. De fato, suponha o

7, reduzido a uma fragao irredutivel,

(1) A equagao x
contrario, isto é que o racional

93
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seja tal que (%)2 = 2. Como a® = 2b%, logo a® é um ntmero inteiro

par, o que implica que a é par, isto é, a = 2a; onde a; € Z. Portanto
(2a1) = 212, isto é, b2 = 242, de onde segue que b? é par, ou seja, b é
par. Mas isso contradiz a hipotese de que § era uma fragao irredutivel.

(2) Mostra-se que o comprimento C' de uma circunferéncia de diametro
d € Q nao é um ntmero real, isto é, C' = 7d ¢ Q. Além disso, 72 ¢ Q,
de modo que 7 nao é solucao de nenhuma equacao do tipo 2 = ¢, com

q € Q.

O objetivo da teoria dos niimeros reais é justamente completar o conjunto
dos nimeros racionais criando um sistema continuo de ntimeros.

A construcao do conjunto dos nimeros reais pode ser feita utilizando-se
diversos métodos. Vamos fazer a construcao utilizando a nocao de corte no
conjunto dos numeros racionais. A nocao de corte foi introduzida por R.
Dedekind, mas as idéias gerais remontam a Eudoxio (408-353 a.C.).

4.1 CORTES DE DEDEKIND

Definigao 4.1.1 Um par ordenado (A, B), de subconjuntos de niimeros racionais,
€ um corte no conjunto dos numeros racionais se as sequintes condi¢oes
sao verificadas:

1) A2De B#10

2) AUB=Q

3 acAebe B=a<b;

(1)
(2)
(3)
(4)

A nido tem elemento méximo

O conjunto A é o conjunto minorante e o conjunto B é o conjunto majo-
rante do corte, respectivamente.

Os elementos do conjunto minorante serao chamados de nimeros mino-
rantes e os elementos do conjunto majorante de niimeros majorantes.

Definicao 4.1.2 Sejam (A, B) e (C,D) cortes no conjunto dos nimeros
racionais. Dizemos que (A, B) € igual (C, D) e escrevemos (A, B) = (C, D)
se, e somente se, o conjunto minorante de (A, B) for igual ao conjunto mi-
norante de (C, D). Mas precisamente,

(A,B)=(C,D) & A=C
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Exemplo 4.1.3 Seja r um numero racional e consideremos os conjuntos

A, ={zeQlz<r}

B, ={ze€Q|xz>r}
Entdo, o par (A, B,) é um corte, que denotaremos por r*. De fato; tem-se:

Parte (1): A condicao (4.1.1.(1)) é verificada pois é claro que A, e B,
sao conjuntos nao vazios.

Parte (2): Dado um nimero racional arbitrario z, pela lei da tricotomia,
teriamos = € A, ou z € B, logo A, U B, = Q e a condicdo (4.1.1.(2)) esta
satisfeita.

Parte (3): Sejaa € A, eb € B,, temos a <1 e b > r, portanto a < b.

Parte (4): O conjunto A, nao tem elemento maximo, pois se a € A,
entdao a < r, e por (3.5.4), existe a; € Q, tal que a < a; <, logo a; > a.

Observagao 4.1.4 Um corte (A, B) no qual o conjunto majorante tem ele-
mento minimo denomina-se um corte racional. Assim, o corte do exemplo
acima € um corte racional. Reciprocamente, todo corte racional € determi-
nado por um niumero racional.

De fato, se r = min B entao r* = (A, B)
Exemplo 4.1.5 Sejam

A:{x€Q|x2<20ux§0}

B={zeQ|2*>2ex>0}

O par (A, B) é um corte. O conjunto minorante nao tem supremo nem o
conjunto magjorante tem infimo. Com efeito, tem-se:

Parte (1): A condigao (4.1.1. (1)) é verificada pois é claro que A e B sao
conjuntos nao vazios.

Parte (2): Como nao existe um niimero racional r tal que r? = 2, segue
que dado um numero racional arbitrario r, pela Lei da Tricotomia, teremos
re Aour € B; logo AU B = Q e a condic¢ao (4.1.1. (2)) é verificada.
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a€EA=a><2o0ua<0

beEB=2>2ebh>( = LCWOS

Parte (3): Seja {

a?<2<bP=a*<b=la<b=-b<a<b

portanto a < b.

Parte (4): O conjunto A nao tem elemento méximo, isto é, se z € A
entao existe y,y € A, tal que y > z. De fato, seja © = § € vamos procurar
um nimero inteiro positivo n tal que y = (np + 1) /ng € A. Isto ocorre se

1)2
% < 2en?p? 4+ 2p+1 < 20
n4q

= (p2—2q2)n2+2np+1<0

Como x = ’é € A, temos que p?—2¢> < 0; logo, a desigualdade é verificada
—p+v2 —p—\@}.

p2_2q2 ) p2_2q2

se tomarmos n > max {

Definigao 4.1.6 Um corte (A, B) no qual o conjunto majorante nao tem
elemento minimo (em Q ) denomina-se um corte irracional.

Estamos agora em condigoes de introduzir o conceito de ntimero real.

Definicao 4.1.7 O conjunto R formado por todos os cortes, racionais ou
1rracionais, € chamado de o conjunto dos numeros reais e seus elementos
de numeros reais.

Observagao 4.1.8 Segundo a defini¢ao acima, um niumero real € um corte!
Quando o corte for racional diremos que o niumero real é racional e quando
o corte for irracional diremos que o numero real € irracional. Por abuso
de linguagem falaremos de mimeros racionais e numeros irracionais. No
sequndo caso a terminologia é vdlida, mas no primeiro caso deveriamos jus-
tificar a linguagem identificando 0s niumeros racionais com 0S NUMeros reais
raCcIONaILS.

4.2 RELACAO DE ORDEM EM R

Definicao 4.2.1 Sejam « e [ numeros reais. Diremos que o € mazior do
que (3, e escrevemos a > (3, se existir um numero minorante de o que € um
nimero magjorante de 3. Mais precisamente: Se a = (A, B) e § = (C, D),
temos

a>pfe{dreQ|zeAND}
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Diremos que o € menor do que (3, e escrevemos o < (3, se ewistir um

numero majorante de o que é um numero minorante de 3. Mais precisa-
mente: Se a = (A, B) e = (C, D), temos

a<pfe{dreQ|zeBnNC}

Teorema 4.2.2 Sejam o = (A, B) e f = (C, D) nuimeros reais. Entdio,
temos

(1) a<psACC
2) a<pBesACCeA#£C

Demonstracao. Parte (1): (=) Temos por hipdtese que a < 3.
Suponhamos que o = 3, logo por (4.1.2)

A=C
portanto
AcdC

Se o < 3, entao existe x € BN C, isto é, x € C' com = ¢ A. Isto mostra
que A # C. Afirmamos agora que A C C. De fato, se a € A e como z € B,
entao a < x, o que acarreta a € C, pois se a nao pertencesse a C, entao a
pertenceria a D, donde seguiria x < a, uma contradicao.

(<) Temos por hipdtese que A C C, logo para todo = € C, temos:

Se x € A, entao A = C, logo por (4.1.2) o = [3;

Sex ¢ A, entao x € BN C, ou seja, a < 3.

Parte (2): (=) Se a < 3, entao existe x € BN C, isto é, existe x € C
com z ¢ A. Isto mostra que A # C. Afirmamos agora que A C C. De
fato, se a € A e como z € B, entdao a < x, o que acarreta a € C', pois se
a nao pertencesse a C, entao a pertenceria a D, donde seguiria x < a, uma
contradicao.

(<)Se AC CeA+#C, existe z € C tal que z ¢ A, donde segue que
existe z € BNC,ouseja, a < 3. m

Teorema 4.2.3 Sejam « e 3 numeros reais. Entdo:

(1) a>8=0F<a«

(2) a<f=pF>a
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Demonstragao. Parte (1): Suponhamos que a = (A, B) e 5 = (C, D),
com A, B,C,D C Q. Temos por hipétese que a > 3, logo existe x € Q, tal
que x € AN D, isto é, x € DN A. Portanto

0 <«

Parte (2): Considerando que o = (A, B) e = (C,D),com A, B,C, D C
Q e tendo por hipdtese que oo < 3, temos que existe z € Q, tal que x € BNC,
ou seja, x € C'N B. Portanto

0>«

Teorema 4.2.4 (Lei da Tricotomia). Se a e [ sdo nimeros reais entdo,
uma e apenas uma das sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(1) a=5

(2) a<p

ou

3) a>p

Demonstragao. Suponhamos que a@ = (A, B) e 8 = (C, D). Observe-
mos inicialmente que a = [ e a > [ nao ocorre, pois se ocorresse a > 3
implicaria a existéncia de um nimero x € AN D, o que acarretaria A 2 C,
uma contradigdo com o fato que o = § (A = C'). Analogamente, as relagoes
a=[ea < também nao ocorrem.

Agora, se a > § e a < 3 ocorresse, entao existiriam nimeros x € AN D
ey € BNC, donde seguiria x < y e y < x, uma contradi¢ao. Portanto, uma
e apenas uma das condigoes ocorre.

Mostremos agora, que se a # 3 entao o < fou a > 3. De fato, se a # 3,
entao A # C, isto é, o conjunto dos minorante de « e # nao coincidem. Assim,
ou existe x € AN D, caso em que o > (; ou existe y € BN C, caso em que
a<f =m

Definicao 4.2.5 Se a ¢ 8 sao numeros reais, diremos que & € mator que
ou tgual a (3, e escrevemos o > [, se a > 3 ou o = [3; diremos que o €
menor que ou tgual a (3, e escrevemos a < 3 se a < 3 ou o = 3.
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Teorema 4.2.6 Sejam « e § numeros reais. Entdao
1) a<p=0>a
2 a>p=p<a
Demonstragao. Parte (1): Temos que

)a<ﬁoua:ﬁ(4'2'——3}(2))ﬁ>aouﬁ:oz =" [f >«

a<p =
Parte (2): Temos que

) (4.2 (4

a25(4'——2§5 a>pFoua=/ 'zgﬁ(l))ﬁ<aouﬁ:a ;—2}5)5§a
[

Teorema 4.2.7 Sejam «, 3 e v numeros reais. Entao:

(1) a>a (re flexiva)
2) a>Bef>a=a=0 (anti — simétrica)
B) a>pBef>y=>a>y (transitiva)
4) a>Bouf>a (ordem total)

Demonstracio. Parte (1): E claro que a > a.
Parte (2): Por hipdtese, temos que

a25(4':2$5)a>ﬁoua:ﬁ
ﬁza(4'——2}5)ﬂ>aouﬁ:a

Temos quatro casos para analizar;

1°Caso: Se a > 3 e > « , absurdo.

2°Caso: Se a > (J e = a, temos a > «, absurdo.

3°Caso: Se a = fJ e f > a, entao o > «, absurdo.

4°Caso: Se a = ff e =, entao, a = (3

Parte (3): Sejam a = (A, B), 6 = (C,D) e v = (E, F), por hipétese

{0425(4':255)a>ﬁ0u0z:5
(4.2.5)
B2y = B>vyouf=y

Temos quatro casos para analizar:
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1°Caso: Sea>fef>y=>a>vy
Temos

a>5(4':2>1)3xeAmD
>33 c0nF

Como y € C e x € D entao, por (4.1.1.(3)), y < = e portanto x € F.
Assim x € AN F, ou seja av > 7y

2°Caso: Se > e f=~= a>~. (Obvio)

3°Caso: Se a = e >~ = a>~. (Obvio)

4°Caso: Sea=feff=7=a=". (()bvio)

Parte (4): Seja o e  nimeros reais quaisquer, pela Lei da Tricotomia

a > foua=0F=a>p
B > aoua=0=0F>a

[ ]
A relacao de ordem em R permite introduzir o conceito de niimero real
positivo.

Definicao 4.2.8 Um nimero real o é positivo se a > 0% e ¢é negativo se
a < 0. Denotaremos por R, o conjunto dos niimeros reais positivos e por
R_ o conjunto dos nimeros reais negativos.

Observagao 4.2.9 O elemento 0% que aparece em (4.2.8) € o corte que foi
introduzido em (4.1.3), com r = 0, isto ¢, 0% = (Q_,QC_) :

Notacao 4.2.10 Se C € um conjunto de niumeros racionais, denotamos
—C ={-clce’}
Se o minimo de C existir escreveremos C' = C' — {minC} e C" = C se o

minimo nao existir,. Também, escreveremos C" = CU{min C'}, se 0o minimo
de C' existir e escreveremos C" = C se o minimo de C' nao existir.

Teorema 4.2.11 Seja o = (A, B) um ndmero real. Entao, o par o =
(=B, —A") € também um nimero real e temos:

(1) a e Ry = o e R_;

(2) a e R. = o € R,
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Demonstragao. Vamos verificar inicialmente que o> = (—=B',—A") é
um corte.

Parte (1): Como A # () e B # (), segue que —A” # 0 e —B' # ().

Parte (2): Sejaz € Q e suponhamos que x ¢ —A” entdo —x ¢ —B' ez €
—B’; analogamente se x ¢ —B’ entdao x € —A”; portanto Q C (—B")U(—A").

Parte (3): Ser € —B' ' es € —A” entdao —r € B' e —s € A", logo
—s< —-rer<s.

Parte (4): Suponhamos que —B’ tenha elemento méaximo myg; entao
—b < my, para todo b, b € B', 0 que nao é possivel, pois B’ por definicio
nao tem elemento minimo.

A seguir demonstraremos (4.2.11. (1)) e (4.2.11. (2)), onde 0% = (Q_, Q%)

Parte (1): Temos por hipétese que a € R, logo por (4.2.8)

a>0*

ou seja, existe x € ANQ° . Mas, z € Aex € Q°, implica —z € —A" e
—x € Q_. Portanto, existe —z € —A” N Q_, donde concluimos o™ < 0¢, ou
seja,

a” € R_
Parte (2): Temos por hipétese que aw € R_, logo por (4.2.8)
a<0*

ou seja, existe t € BNQ_. Masz € Bex € Q_, acarreta —x € —B' e
— € Q°. Logo, existe —x € —B'NQ°, donde concluimos o> > 0%, ou seja,

CXDER+

4.3 ADICAO DE NUMEROS REAIS
Notagao 4.3.1 Sejam A e B conjuntos de niumeros racionais. Denotamos
A+B={a+blacAebe B}

Teorema 4.3.2 Sejam o = (A, B) e § = (C, D) nimeros reais. Entao, o
par v = (A4 C,(A+ C)°) € um corte, e portanto um nimero real, que é
chamado de soma dos niumeros reais o e 3 e € denotado por

y=a+p
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Demonstracio. Parte (1): E claro que A+C #0eseb¢ Aed¢ C
entdo a + ¢ < b+ d, paratodoa € Aec e C. Logo,b+d ¢ A+ C e
(A+C) #0.

Parte (2): E claro que (A+C)U (A+C)° = Q.

Parte (3): Sejam r € A+ C, s € (A+ C)° e suponhamos que s < r =
a+ c. Vamos ter, entdo s—c <aes—c€ A. Logo, s =(s—c)+c€ A+C,
o que é absurdo. O caso s = r estd ébviamente excluido.

Parte (4): Suponhamos que mg = ag+¢o seja 0 maximo de A+C. Entao
ag = mg — ¢p ¢ o maximo de A;de fato, se ag = my — o < d’, @’ € A, entao

m' =a +cy > ag+ cy = my
o que contraria a hipdtese de que mg é o maximo de A+ C. m

Teorema 4.3.3 Sejam «, 3 e v numeros reais. Entao, valem as sequintes
propriedades:

(1) a+ =0+« (comutatividade)
(2) (a+pB)+y=a+ (B+7) (associatividade)

Demonstracao. Parte (1): Se a = (A, B) e 8 = (C, D) sao nimeros
reais, temos:

(432) (432)

+8" 2 (At A+ o)) P2 (o1 A 0+ 49 "2 g1

Parte (2): Sejam oo = (A, B),0 = (C,D) e v = (E, F) ntimeros reais.
Entao, temos:

(@t B)+7 "2 Arc A0+ (B, F)"E) (A+C)+ B, (A+C) + E))
G2 A (v B), (A+ (C+ E)°) “EY (4, B)+ (C+ E,(C+ E))

(43.2)

+(B+7)

|

Teorema 4.3.4 Para todo nimero real o temos
a+0*=a

Mais ainda, o elemento 0% é o 1inico niimero real que satisfaz a equagdo
acima.



(© KIT - Calculo Diferencial e Integral 103

Demonstracao. Se o = (A, A°) entao
a+0%=(A+Q_,(A+Q.)")

Vamos mostrar que A = A+ Q_. Dado r € A, seja s € A tal que
r < s, fazendo ¢ = r — s, vemos que ¢ < 0, logo, r = s+q € A+ Q_ .
Reciprocamente, se r € A+ Q_ existema € Aeqge Q_talquer =a+qe
a+ q < a; portanto r € A.

A demonstracao da unicidade é andloga a que foi feita em (3.2.4.(1)). =

Lema 4.3.5 Seja a = (A, B) um nimero real e v um niumero racional pos-
itivo. Entdo existe p € A eq € B tal quer = q — p, e ¢ nao € o menor
elemento de B.

Demonstracao. Seja a € A e para cada n € N fagamos s, = a + nr.
Entao, existe um tnico numero natural m tal que s,, € A e s,,41 € B. Se
Sm+1 nao for o minimo de B, tomamos p = sm+% €q=Smi1+ % Em ambos
oscasos temospe A, qe Ber=q—p. n

Teorema 4.3.6 Sejam «, 3 e v niumeros reais. Entao
a<fB=a+y<pB+y

Demonstracao. Sejam a = (A, A°),3 = (B,B°) ey = (C,C*). Como
a < 3, existe b € B tal que b ¢ A. Sejam a € A e ¢ € C arbitrarios. Sejam
be BNA®eb® € B tais que b < b*. Tomando 2r = b* — b, pelo Lema (4.3.5),
existem ¢* € C e ¢*® € C° tais que

c—c'<c"—c’:b 2_b<b'—b<b'—a.

Entao
a+c<b®+c* (1)

para todo a € A e c € C. Por outro lado, b* +c* ¢ A+ C', pois caso contrério
existiriam @ € A e b € C' tais que b* + ¢* = @ + b, o que contraria (i). Logo
b*+c* € (B+C)N(A+C)° e o teorema segue. m

Teorema 4.3.7 Para cada o € R existe um e apenas um elemento (3, tal
que

a+3=0*
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Demonstracao. Sejam a = (A, B) e § = o, onde o = (=B, —A")
é o nimero real introduzido em (4.2.11). Vamos ter o + 3 = 0*. De fato,
re A+ (—B), existe p € Aeq € (—B') tal que r = p+ ¢. Mas, como
q € —B' segue que —q € B'e —q ¢ A”. Logo,p< —qer=p+q <0, ou
seja A+ (—B’) C Q_. Reciprocamente, se r € Q_ entao r < 0. Pelo Lema
(4.3.5), existem s € A et € B tal que t — s = —r; ou seja r = s + (—t),
coms € Ae —t € —B'. Portanto, r € A+ (—B') e Q_ UA+ (—B).
Consequentemente, Q_ = A+ (=B') e a + = 0*

A demonstracdo da unicidade é analoga a que foi feita em (3.2.4.(2)). =

Notagao 4.3.8 O elemento 3 que aparece em (4.3.7) é chamado simétrico
ou oposto de «, e serd denotado por —a.

Lema 4.3.9 Se a é um niumero real, temos que
a=—(—a)

Demonstracao. Por (4.3.7), temos

a+ 6 =0*
e aplicando (4.3.3. (1)), resulta
B4+a=0*
o que implica
oa=-p
Portanto,
a=—(—a)

[ |
Teorema 4.3.10 Se a e 8 sao numeros reais, entao
—(a+ ) = (=) + (=)
Demonstragao. Temos que
(a+0)+ (=) + (=5)
4.3.3.(1
2D a4 (~a) + 6+ (=)
(@—a)+(6-0)
0% +0*
00

(4.3.3.(2))
(4.3.7)

(4.3.4)
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logo, por (4.3.7)
(—a) +(=0) = —(a+0)
]
Observacao 4.3.11 Se a e 3 sdao numeros reais, entao a equacao
a+x=0
admite uma e uma unica solugdo, que € dada por »x = [+ (—a).

O numero real § + (—a) serda denotado por  — « e serd chamado de
diferenca entre (3 e a.

Vamos concluir esta secao introduzindo a nogao de moédulo ou valor
absoluto de um nimero real.

Definigcao 4.3.12 Se a € um numero real o modulo ou valor absoluto de
«, € definido por

] = a sea>0*
Tl —asea<0*

Teorema 4.3.13 Se « € um numero real, entdo
(1) a <o
(2) |—al = o

Demonstragao. Parte (1): Se a > 0%, temos |a| = a, logo a igualdade
esta satisfeita.

Se a < 0%, entdo |a| = —a. Assim,
4.2.11.(2 4.3.12
a<0? @B 400 “EY 0= —a>0*>a=al >a

e a desigualdade ocorre.
Parte (2): Se a > 0%, temos |a| = a. Como a > 0% entao —a < 0.

Assim:
(4.3.10) (4.3.9)
o] 7 (o) 2
e portanto, |—a| = |a.
Se a < 0% entdo |a] = —a. Por outro lado a < 0%, entdo —a > 0*.
Assim
(4.3.13)

e a igualdade ocorre. m
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4.4 MULTIPLICACAO DE NUMEROS REAIS

Notagao 4.4.1 Sejam A e B conjuntos de numeros racionais. Denotamos
por A - B o conjunto

A-B={a-blacAebe B}
Se 6 = (D, D¢) € um nimero real positivo, escreveremos Dy = D\ Q_.

Teorema 4.4.2 Sejam o = (A, A°) e f = (B, B®) numeros reais positivos.
Entao, o par

5= ((Ap - By)UQ- (44 - BUQL)),

¢ um corte, e portanto define um numero real, que é chamado de produto dos
numeros reais o e (3 e € denotado por

d=a-0

Demonstracgio. Parte (1): E claro que (4, - B,)UQ_ # 0. Agora,
sec¢ Aed¢ Bentdoa < ceb < d, para todo a € A, e b € By,
respectivamente. Logo, ab < cd, para todo a € A, e b € By; ou seja
cd ¢ (Ay - By)UQ-_. Donde ((Ay - By)UQ_) #10

Parte (2): E claro que a unido do conjunto minorante ¢ do conjunto
majorante é Q

Parte (3): Sejam r € ((Ay-By)UQ_) es € ((Ay-B)UuQ_) (lem-
bremos que ((A; - By)UQ_)" = (A, - By)°NQ° ) e suponhamos que s <
r=a-b comac A, eb € B.. Entao sb™! < a e portanto sb™! € A.
Logo s = (sb™') - b € A, - B, o que contradiz a hipStese. O caso, s = 7 estd
obviamente excluido.

Parte (4):Suponhamos que m = agby seja 0 méximo de (A, - By )UQ_.
Entao, ag = bym ™! é o maximo de A,; de fato, se ag < da’, @’ € A, entdo
m' = a’by > m = agby, 0 que contraria a hipétese de que m é o maximo de

(Ay-By)UQ-. =

Definicao 4.4.3 Sejam a e 3 numeros reais quaisquer. O produto o - de
a e 3 € definido por

—(Jal-18]) sea>0%eB<0%oua<0*efl>0%
a-f=< |al-|f] sea<0®eB<0%oua>0*es>0%
0 sea=0%e3=0°*
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Teorema 4.4.4 (Regra de Sinais) Sejam « e [ nimeros reais. Entao,
valem as sequintes propriedades:

(1) (=a)-B=a-(=f)=—(a-f)
(2) (ma)-(=F)=a-p

Demonstracao. Parte (1): Consideraremos quatro casos: Se « e [ sdo
positivos entao —a e —[3 sao negativos, e temos

||c.o

(—a)- 8“2V —(|=al-|8) —(la]-18)) “E? — (a- )

e
13.(
o (=8) "V ~(la] - 1-8) =P — (ol - 18) “E ~ (@)
Se a é positivo e 3 é negativo entao —a é negativo e —( é positivo e
= |3|. Portanto
(4.4.3) (4.3.13.(2)) (4.3.12)
()-8 =" |=al-[B] ="l 8] =" (=p)
e
(4.4.3) (4.3.9) (4.3.12)
—(a-8) =" —[=(al-[8D)] "="|al-[6] "="a-(=p)

Se « é negativo e 3 é positivo entao —a é positivo e —( é negativo. Assim,
—a = |a| e temos

a-(=8) "2 o] - |- “PE® o) 18] “EP (—a) - B

e
—(a-8) " — = (o] - 18] “Z” || - 18] “E? (—a) - 8

Se a e (3 sdo negativos entao —a e —f3 sao positivos e —a = |af e
3 = |B], assim

— (- 8) "E —(jaf - 18) T E* (< jal) - 18] U2V - (-8)

e
— (- 8) " —(jaf - 18) T o] - (= 18) “2Y (—a) - 8
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Parte (2): Consideraremos quatro casos: Se « e (3 sdo positivos entao
—a e —[3 sao negativos, assim

13.(2)) (4.3.12)
(~a) - (=8) “E7 |=a - |- 2D o) 18] “EV 0 8
Se «v é positivo e 3 é negativo, entao —f é positivo e —3 = ||, assim
(hipétese) (4.4.4.(1)) (hlpotese
(=) - (=B) =" (=) [B] = "a-(=]8]) a3

Se « é negativo e 3 é positivo entdo —a é positivo e —a = |a| e — 3 é negativo,
assim
(4.4.4.(1))

(=) - (=) =la| - (=0) =" (=l|a])- 5 a-f

Se « e # sdo negativos entdo —a e —f3 sdo positivos e —a = |
e —(0 = 0|, assim

(4.3.9)

(4.4.4.(1))

(—a) - (=p) (hipStese) la| - (=) (—la]) - 8 (hipStese) o5

Teorema 4.4.5 Sejam «, 3 e v numeros reais. FEntao, as sequintes pro-
priedades sao validas:

(1) a- =0« (comutatividade)
(2) a-(B-7)=(a-8)-7 (associatividade)
B) a-(f+y)=a-f+a-vy (distributividade a esquerda)

Demonstracao. Parte (1): Pela definigdo de produto e pela regra de
sinais, basta demonstrar (1) no caso em que « e 3 sao positivos. De fato, se
a>0%e 3 <0 entio B=—|3|e

(hipétese)

a-B=a- (=) "2 —(a-19)) — (18l a)=(=18)-a=8"a

Os casos o < 0%, 3 > 0% e a < 0%, 3 < 0% sdo andlogos. Entdo, se
= (A, A%) e = (B, B) sao positivos, temos:
(44.2) .
a- 5 =" ((A+-B1)UQ-,((A+ - By)UQ-)")
(3:3.3.( c
((B+ A UQ-, (B - A1) uQ-))
(4.4.2)
=Y 8. a
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Parte (2): Suponhamos «, 3 e y positivos, onde o = (A, A°), 5 = (B, B°)
= (C,C°), temos:

(hipiese) (

(5 ") A, A% -[(B, BY) - (C,C9)]
U2 (4,49 (B - 0 UQ-, (B - C)UQ-))
(A+ (By - C)UQ-, (Ay - (B - C4) UQ-))
)<<A+ By)-CyUQ_, (A4 - By) - CL UQ))
((A+ - B)uQ-, (A - By)UQ-)%) - (C,C°)
(A, A%) - (B, B)] - (€, C°)
(hipbtese) (a-B) -~

No caso em que um ou dois ou os trés termos sao negativos, basta

escreve-lo na forma — ||, usar a Regra de Sinais e o caso positivo.

Parte (3):Suponhamos «, 3 e v positivos, onde o« = (A, A°), 5 = (B, B)
= (C,C°), temos:

(4.4.2)
(3:3.3.2
(442)

(4.4.2)

(4.3.2)

(6 +7) (A, A% - (B+ C, (B +C))
<A+ (By + CL) UQ-, (A4 (Bs +C4)UQ)")
((A+B+ +ALCLUQ-, (A4 By + A4:.CL)UQ-))
(A4B)UQ-) + (A4 CHUQ-), (A4 BL)UQ-) + (A4 CHHUQ)))
U232 (A, A% - (B, B%) + (A, A°) - (C, C°)
(ingtese) Bta-n

(3.3.3.(3)

(43.2)

Se « é negativo e ( e v sao positivos, segue do caso positivo e da
Regra de Sinais. Se a é positivo ou negativo e 3 e v sao negativos temos
B+~ =—(|8] + |y]) e a propriedade distributiva segue novamente da Regra
de Sinais e do caso positivo. Os outros casos podem ser reduzidos ao caso
emque a-(f—7)=a-F—a-v, onde a, 3 e vy sdo positivos e ainda 5 > .
Neste caso, vamos ter

a-f=a-(f-v+7)=a-(B-7)+ay

e somando — (« - y) em ambos os membros obtemos
a-f—(a-y)=a-(F-7)

A demonstragao esta completa. m
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Teorema 4.4.6 Sejam o, e v numeros reais. Entdo, valem as sequintes
propriedades:

1) a>0%eB>0*=a-3>0%

(1)

2) a-B=0%=a=0%oup=0%
B)a<fery>0=a-y<B-;
(4) a<Bey<0®=a-v>p8-7;

Demonstragao. Parte (1): Sejam o = (A, A°),3 = (B,B°) e 0% =
(Q_,@C_)nﬁmeros reais tais que a > 0% e 8 > 0*. Entdo, por (4.2.2.(2))
ADQ_eB2Q_,istoé, existema € A, ebe By, taisquea-be A, - B,.
Assim, A, - By UQ_ 2 Q_ e portanto por (4.2.2.(2))

o f= (44 (B,B) "E) (A, BLUQ (A, - BLUQ)) > 0%

Parte (2): Suponhamos a # 0% e 3 # 0*. Entao temos que considerar
quatro casos:
a) Se a > 0% e 8> 0* entao

o3>0

0 que contraria a hipotese.
b) Se a > 0% e 3 < 0% entdo a > 0% e —3 > 0%, logo

a-(=p)>0*
o que implica
a-f<0*

contrariando a hipotese.
c) Sea<0%e 3> 0%entio —a > 0%e 3> 0* logo

(—a) -8 >0*
o que implica
a-f<0*

contrariando a hipdtese.
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d) Se a < 0% e 3 < 0% entdao —a > 0% e —3 > 0%, logo
(=) (=0) > 0*
o que implica
a-f>0*

contrariando a hipotese.

(4.3.6) .
Parte (3): Temos por hipdtese que { a<f = ﬁ: a>0 , logo:
v >0
v (B—a)> 00 ED g a0 2V 5 50
ou seja, a-y < fB-1.
(436) , .
Parte (4): Temos por hipdtese que a<f = f-a>0 , logo:
¢ (4211.(2)) .
v <0 = —y>0
— (B-a)>0* "B sy a0t EY a5

ouseja, a-y>pF-v. m

4.5 OS RACIONAIS COMO SUBCONJUN-
TO DOS REAIS

Indicaremos por Q o conjunto dos niimeros reais racionais, isto é,
M) — L4
Q - {T' | re Q} ’

onde r* = (A,, B,), com

A,={zxeQlz<r}

B, ={xe€Qlzx>r}

Lema 4.5.1 Ser e s sdo nimeros racionais, entao:
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(3) r* <0 <=7 <0
(4) ¥+ s* = (r +5)*
(5) T’-s‘:(r-s)’

Demonstragao. Parte (1): Sejam r* = (A,, A¢) e 0¢ = (Q,,QC_).
Entdo, temos: r* > 0¢, ou seja

> 0%e (4,49 > (Q-,Q%) 4222 4 5
S dreA |lz>2000<zs<rer>0

Part (2) Sejam 7” (AT’AC) ( )' — (A7T7Air)- Como _r. —
(= (A9), = (A,)") , para mostramos

= (-)*
basta verificarmos que
—(AY = AL,
Temos que
(A) = AC — fmin A%} = A°— {1} = {z € Q |v > 1}
Logo
—(A) = {-a|ae ()} = {-a|-v < -1} = A,
Parte (3): Isto resulta das equivaléncias:

(12.11.(2) (344(2)

r* < 0* —r*>0* (4'54;)(2)) (—7‘)’ > 0*¢ (4'5(';(1)) —r>0 r<0

Parte (4): Comor® = (A,, A%) es® = (A,, A%),onde A, = {r € Q |z < r}
e A; = {z € Q |z < s}, para mostramos

r®+ 5% = (7“4—5)’
basta verificarmos que
Ar + As = Ar—l—s

Para isso, precisamos provar que A, + A, C A,y s e A, s C A+ A,
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Suponhamos inicialmente x € A, + A, entao
r=a+b
para algum a < r e algum b < s, com a e b racionais.

r=a+b
a<r Sr<r+s=x€A
b<s

logo,
A+ A C A
Suponhamos agora, x € A, , entao
T<r+s
logo
rT—r<s
Tomemos um rac ional u, com
r—r<u<s
Entao

u<s=ueA,

r—r<u=r—u<r=x—ucA,
donde segue que
r=(r—u)+u comzx—u€A euc A
Assim, z € A, + A e portanto
Arys CTA + Ag

Parte (5):Considerando r* = (A,, A%), s* = (A,, A% e (r - 5)* = (A,.,, AC,),

para mostrarmos que

¢

r®. 5% =(

)
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vamos considerar quatro casos:
a) Se r* > 0% e s* > 0¢, temos

r¥- st = (A, A7) - (A, A9 = (((AT)Jr : (A5)+) uaQ-, (((AT)Jr ‘ (AS)+> U Q—)C)

logo basta mostrarmos que
((AT)Jr . (AS)+) UQ_ = A,

Para isso, precisamos provar que ((AT)+ . (AS)+) UQ_. Cc A, e A, C
((Ar)+ ’ (A8)+) UQ-

(C)Pela hipétese e por (4.5.1. (1)) temos que r > 0 e s > 0. Logo por
(3.4.6.(2))

r-s>0
e isso implica
(r-s)*>0
acarretando que
A 2Q

Suponhamos agora x € ((A,), - (A,),), entao

+
r=a-b

para algum 0 < a <7 e algum 0 < b < s, com a e b racionais.

r=a-b

a<r :>I<T'Sz>xEAT_S

b<s
logo,

(AT)-F ) (A8)+ C A
Portanto
((AT)+ ’ (A5)+) UQ- C A,
(D) Temos

Ars=(An), UQ.
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Se z € Q_ ¢ ébvio que x € ((A,), - (A,),) UQ-_.
Suponhamos agora x € (A,.5) ., logo
0<z<r-s
comr >0es>0. Assim

x
0<-<s
r

Tomemos um racional m > 0, com

T
0<—<m<s

,
Como,
O<m<s=me (A,

e

x x x

—<m=0<—<r=—¢c(4),

r m m
entao

x x
9525-771,00111%E(AT)Jr em € (Ay),

isto é,

YIS (AT>+ ’ (AS)+
o que mostra a inclusao

(Ar~s)+ C (A’I‘)—|— ' (As>+

Portanto

A € ((4), - (4,),) UQ-

b) Se r® > 0% ¢ s* < 0%, temos 7 > 0 e s < 0, logo

(4.5.5(2)) B (7” ) (_S)Q) (Cai) a) (7, ) (—3))’

R () M (RN

O (] 0]) 2 4 (<s9)
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c) Ser® < 0% e s* > 0% temos r < 0 e s > 0, assim
s L0 (9] [8]) L () s9)
(4.5.1.(2)) ¢ (Caso a) ¢
e (COMEL R R (CAR
(3.3.6.(1)) (4.5.1.(2)) .
SO (s LD )
d) Se r® < 0% e s* < 0% temos r < 0e s <0, e portanto
¢ UL e e (31D e ¢
st ST st =T () - (=)
¢ ¢ (Caso a) ¢
(=r)" - (=s)" =" ((=r) (=)
(r-s)*

(45.1.(2)

(3.3.6.(3))

Teorema 4.5.2 A aplicacdo
v:Q—Q
dada por o (r) = r* € bijetora e tem as sequintes propriedades:
(1) plr+s)=¢)+¢(s),VrscQ
(2) o(r-s)=¢(r)-¢(r), ¥rscQ
B)r<see(r)<e(s),VrseQ

Tal aplicacdo ¢ nos perminte, entdo, identicar o racional r com o real r*.
Neste sentido, podemos olhar para @QQ como subconjunto de R.

Demonstragao. A demonstracao de que a aplicacao ¢ é bijetora nao
apresenta dificuldades.

Parte (1):

(452,(1)) ¢ USLM) ¢ g (4520)

p(r+s) (r+s) p(r) +¢(s)

Parte (2):

(4.5.2.(1))

o (’f’ ) 3) 2 (7’ s ¢ ¢ (4.5.2.(1))

)¢ (OLED e @ U2 0y o (s)

r

Parte (3):Considarando r* = (A,, B,) e s* = (A, B,), para mostrarmos
que:

rﬁs@r’ﬁs’
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basta mostrarmos a equivaléncia
r<s& A, C A,

(=) Suponhamos x € A,, entdao x < r. Como por hipdtese r < s, temos
x € Ay e portanto A, C A,.

(<) Suponhamos que A, C A; com s < r. Entdo, s € A,, donde s € Aq,
isto é, s < s, uma contradicao. Portanto r < s. m
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