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Apresentacao

A motivacao ao preparo destas notas inicialmente foi facilitar e agilizar a apresentacao dos
contetidos em sala de aula. Logo, este material foi elaborado com o intuito de proporcionar ao
aluno um melhor acompanhamento da aula e consiste somente de algumas anotacoes, embasadas
nas referéncias apresentadas, para serem utilizadas durante as aulas. Sem preocupacoes em
copiar defini¢oes e enunciados espera-se que o aluno possa se concentrar nas demonstracaes e
resolucao de exemplos e exercicios que serao feitas em sala.

Agradego a professora Sara Coelho da Silva pela parceria que resultou na primeira versao
destas notas, feita no ano de 2009, quando ministravamos aulas de Célculo Diferencial e Integral
[ a alunos dos primeiros anos de Engenharia da UTFPR/Campo Mourao. Com esta parceria tive
total apoio na digitalizacao textual e gréfica, nas leituras pre-liminares, na escolha das referéncias,
na organizacao dos conteiudos e na revisao dos textos. Agradego também ao apoio e incentivo
do professor Doherty Andrade, pois seu incentivo e orientacao na utilizacao do sistema TeX e do
software Geogebra tornou possivel a digitalizacao destas notas.

Agradego a professora Michele Carvalho de Barros pela parceria durante o primeiro e segundo
semestre de 2010 quando foram feitas algumas modifcacoes na parte grafica e foi acrescentada a
parte de integrais trigonométrica e integrais por substituicao trigonométrica.

A partir de 2011, além de alguns exercicios, foi acrescentado o texto referente as funcoes
cotangente, secante, cossecante, func¢oes trigonométricas inversas, fungoes hiperbdlicas e os ex-
emplos referente as translagoes, dilatagoes e compressoes da funcao seno foram modificados para
facilitar o entendimento dos alunos e, com auxilio de software GeoGebra, as figuras do capitulo
de derivadas foram refeitas. O material foi reorganizado, inserindo as listas de exercicios ao final

de cada capitulo, resutando assim na versao atual.



No capitulo 1, apresentamos o conjunto dos ntimeros reais e suas propriedades, desigualdades,
inequacoes e valor asboluto. No capitulo 2 sao apresentadas as fungoes reais de variaveis reais. No
capitulo 3 apresentamos a nogao intuitiva do conceito de limite e continuidade de uma funcao real
de variavel real e suas propriedades. No capitulo 4 apresentamos o conceito de derivada de uma
funcao real de variavel real, os teoremas sobre derivacao e aplicacoes da derivada e no capitulo
5 apresentamos o conceito de integral, primeiramente trataremos das integrais indefinidas e em
seguida apresentamos a integral definida e sua aplicacao no cédlculo de areas de figuras planas .

Sugestoes de melhorias e corre¢oes sao bem-vindas e desde ja agradecidas.

Angela Mognon
Campo Mourao, 2013.



Capitulo 1

Numeros Reais

1.1 Sistematizacao dos Conjuntos Numéricos

O conjunto dos nimeros reais é formado por subconjuntos especiais. O primeiro subconjunto
dos numeros reais que se faz presente em nosso dia a dia é o conjunto dos inteiros positivos

ou naturais. Ou seja, o conjunto

N={1,2,3,..}.

Os numeros -1, -2, -3, ... sao chamados inteiros negativos. A uniao do conjunto dos
nimeros naturais com os inteiros negativos e o zero (0) define o conjunto dos nimeros inteiros

que representamos por

Z={.,-3,-2-1,01,2,3, ..}

. m . . . .
Os numeros da forma —,n # 0, m,n € Z, formam o conjunto dos numeros racionais, o
n

qual representaremos por
m
Q= {zlr = —,m,n € Z,n # 0}.
n

Observemos que todo numero racional pode ser representado sob a forma decimal. Temos

dois casos:



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

e Decimal finita

1
Por exemplo: 2 =0,75 5= 0,5 — =-0,6

Observe que um nuimero racional tera representacao decimal finita se, e somente se o

denominador contiver os fatores primos 2 e/ou 5.

e Decimal infinita periédica (dizima periédica)
1 47 3
Por exemplo: - = 0,3333... — =0,5222... — =0,13636...
B! 90 22
Observe que se o denominador contiver algum fator primo diferente de 2 e 5 o racional tera
representacao decimal periodica.
Os numeros que nao podem ser representados na forma @,m,n € Z,n # 0, tais como
n
V2 = 1,414..., 7 = 3,14159..., e = 2,71... formam o conjunto dos midmeros irracionais,

denotado por I

A unido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos numeros irracionais forma o

conjunto dos numeros reais, represenado por

R=QUIL
Observacao 1.1 Qutras notagoes:
R* =R — {0} R* = reais positivos R, = reais nao negativos
R* = reais negativos R_ = reais nao positivos

1.2 Os Numeros Reais e suas Propriedades

Apresentaremos a seguir os axiomas (a palavra axioma é usada para indicar uma afirmagao
formal considerada verdadeira, dispensando provas), definigoes e propriedades referentes ao con-

junto dos ntimeros reais.
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

Operacoes em R e suas propriedades

No conjunto dos ntiimeros reais sao definidas duas operagoes, chamadas adi¢ao e multiplicagao
que satisfazem os axiomas abaixo:
A1) Fechamento: ¥ a,b € R, 3! nimero real denotado por a + b, chamado soma e 3! nimero
real denotado por a.b, chamado produto.
o . a+b=b+a
A2) Comutatividade: ¥ a,b € R tém-se:
a.b=b.a
(a+b)+c=a+(b+c)
A3) Associatividade: ¥ a,b,c € R tém-se:
(a.b).c = a.(b.c)

A4) Distributividade: ¥ a,b,c € R tém-se: a.(b+ ¢) = a.b+ a.c

Ab) Emisténcia de Elementos Neutros: existem nimeros reais 0 e 1 tais que:
a+0=a
, VaeR.
la=a
A6) Eristéncia do Elemento Simétrico: todo a € R tem um tunico simétrico real, denotado

por —a, tal que a + (—a) = 0.

A7) Ezisténcia do Elemento Inverso: todo a € R, a # 0 tem um tnico inverso real, denotado

por — , tal que —.a = 1.
a a

Observagao 1.2 Usando A6 e A7 podemos definir a subtracao e a divisao por niumeros reais:
subtracao: a —b=a+ (—b)
a 1

divisao: 7 = a.g

1.3 Desigualdades e a Ordem em R

Para podermos comparar um numero real com outro e estabelecer uma ordem (maior ou
menor do que), devemos introduzir o conceito de ntimero real positivo e uma relagao de ordem

em R.

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 8 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

Axioma da Ordem:

(i) Se a € R, exatamente uma das trés afirmagoes ocorre:

a =0 ou a é positivo ou (—a) é positivo;

(ii) a,b e Ry = a+beRY;

(iii) a,b € RY = a.b € RY.

Definiremos a seguir os simbolos < (menor que), > (maior que), < (menor do que ou igual

a) e > (maior do que ou igual a).

Definicao 1.1 Sea,b € R,

(1) a € negativo se, e somente se, —a € R

(ii)a <bsb—acR:L.

(tii) a > b a—beR:.

Pergunta: Como caracterizar a > 0 como numero positivo e a < 0 como nimero negativo?

Definicao 1.2 Se a,b € R,

(i)a<bsa<boua=h.

(i) a >b< a>boua=Db.

Observacgao 1.3 As afirmacgoes a < b,a > b,a < b e a > b sao chamadas desigualdades. As

desigualdades a < b e a > b sao chamadas de desigualdades estritas, enquanto que a < b ea >b

sao chamadas desigualdades nao-estritas.

Propriedades da Relacao de Ordem <:

Se a,b,c,d € R temos:

1.

Sea>0eb>0entaoa+b>0eab>0.

.a<beb<c=a<ec
.a<b=at+c<b+e
.a<bec>0= ac<bc.

2
3
4
D.
6
7

a<bec< 0= ac> bc.

.a<bec<d=at+c<b+d.

.a>b>0ec>d>0= ac > bd.

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 9
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CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

1.4 A Reta Real

E possivel associar os numeros reais aos pontos de uma reta r de tal modo que a cada
nimero real a corresponda um tnico ponto, e reciprocamente, a cada ponto P € r corresponda
precisamente um tnico numero real. Tal associacao chama-se correspondéncia biunivoca
entre a reta r e o conjunto dos nimeros reais. Escolhemos inicialmente um nimero arbitrario O
chamado origem, ¢ a ele associamos o nimero real 0 (zero).

O numero a associado ao ponto A de r é chamado coordenada de A. A reta r é chamada
de reta real. Pode-se orientar r» tomando-se como sentido positivo o sentido a direita, e como
sentido negativo o sentido a esquerda da origem. Indica-se o sentido positivo por meio de uma
seta em 7.

Os ntumeros reais correspondentes a pontos a direita da origem chamam-se nimeros reais
positivos, e os que correspondem a pontos a esquerda de O, sao os numeros reais negativos.
O numero real 0 (zero) ndo ¢ nem positivo nem negativo.

Geometricamente, a < b se, e somente se, a estd a esquerda de b na reta real. Analogamente,

a > b se, e somente se, a esta a direita de b na reta real.

Intervalos Reais

Os intervalos sao subconjuntos de niimeros reais. Sejam a,b € R tais que a < b. Definimos:
e Intervalo aberto

E o conjunto dos niimeros reais entre a e b (excluidos os extremos a e b), denotado por Ja, b,

isto é:

la,b[={z € Rla < x < b}.

Geometricamente:

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 10 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

e Intervalo fechado
E o conjunto dos ntimeros reais entre a e b (incluidos os extremos a e b), denotado por [a, b],
isto é:

[a,b] = {z € Rla <z < b}.

Geometricamente:

®
\

e Intervalo semi-aberto a esquerda

E o conjunto dos niimeros reais entre a e b (exluindo a e incluindo b), denotado por a, b], isto

la,b] = {z € Rla < = < b}.

Geometricamente:

e Intervalo semi-aberto a direita
E o conjunto dos nimeros reais entre a ¢ b (incluindo a e excluindo b), denotado por [a, b,
isto é:

[a,b]={z € Rla <z < b}.

Geometricamente:

®
D]
'

e Intervalos Ilimitados
Usaremos os simbolos 400 (infinito positivo) e —oo (infinito negativo) para representar os

seguintes intervalos:

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 11 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

la,+oo[={z € R|z > a}

Geometricamente:
d
| — o0, b[= {z € R|x < b}
Geometricamente:
b
la,+o00[={z € Rlz > a}
Geometricamente:
a
| —00,b] = {zx € Rlz < b}
Geometricamente:
l; -
| —00,+0[=R
Geometricamente:

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 12 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

1.5 Inequacoes em R

Ocorrem com frequéncia, no calculo, desigualdades que envolvem varidveis. Tais desigual-
dades sao ditas inequagoes. Dada uma inequagao em z, dizemos que a é solugao da inequagao
se obtemos uma afirmacao verdadeira quando se substitui « por a, ou seja, a ”satisfaz” a desigual-
dade. Resolver uma inequacao ¢ determinar todas as suas solugoes, ou seja, determinar o conjunto
de nuimeros que satisfaca a desigualdade em questao. Este conjunto é dito conjunto-solugao
S e é interpretado geometricamente por intervalos da reta. Veja a seguir alguns exemplos de

inequacoes com variavel real, ou seja inequacoes em R.

Exemplo 1.1 Determine e represente na reta numérica o conjunto-solugcao das sequintes ine-

quacoes:

1. 2+ 3z < bz +8

2.3+ T7r<8r+9

3. dr+3>2xr—5

4. 7T<bdxr+3<9

4 —
3x<1

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 13 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

1.6 Mobdulo ou Valor Absoluto de um Numero Real

Defini¢ao 1.3 O walor absoluto de a ( ou o mddulo de a), denotado por |a|, € dado por:
a, se a>0
= {
—a, se a<0

Geometricamente, o modulo de a representa a distancia entre a e 0.

Observacao 1.4
1)]a]>0ela] =0« a=0;
2) la] = | —al;
3) |a| = Va?

Propriedades do Mdédulo de um Numero Real

i) |z| < a & —a < x < a para todo a > 0;
ii) |z| > a < x> aoux < —a para a > 0;
iii) a,b € R = |a.b| = |al.|b];

. a _ laf

iv) a,bG]R,b;éO:>|5|:W;

v) a,b € R = |a+0b| <la| + |bl;

vi) a,b € R = |a —b| < |a| + |b];

vii) a,b € R = |a| — [b] < |a — 0.

Equacoes e Inequacoes Modulares
Equagoes e inequagoes modulares sao igualdades ou desigualdades que envolvem mddulos de

expressoes com variaveis.

Exemplo 1.2 Determine e represente na reta numérica o conjunto-solugao das sequintes equacoes

e inequagoes modulares:

1|32 42/=5

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 14 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

2. lx—5=-3
3. |7 -2 <4
4. |Tx —2| >4

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 15 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

Exercicios - Capitulo 1

Exercicio 1.1 Determine e represente na reta numérica o conjunto-solucao das sequintes ine-
quacoes:

21 — 3
)52+2>2—6 5)13> 20— 3> 5 9)3< " <7

4 —3x
9)3— 2 <5+3z 6) —2<6—4r <8 10) —5< <1
2 1
3) s —5 <0 72> -3—3c> -7 11)3(z —4) + 1> 22 — 12
4)3-20>9+40 8)2<5— 3z <11 12) 2(x — 2) + 3 < 5(z + 1)

Exercicio 1.2 Determine e represente na reta numeérica o conjunto-solucdao das sequintes equagoes
modulares:

2
1) |4z +3| =7 4) |z —2| = |3 - 22| 7) zfQ‘zz
3r +8
2) |3z — 8| =4 5) |7z =4 — 8 —4
) Jsr — 8 ) I7e| =4 ) [
3) |5z — 3| = |3z + 5| 6) 2x + 3 = |4z + 5| 9) |z|> = 3lz|+2=10

Exercicio 1.3 Determine e represente na reta numérica o conjunto-solucao das sequintes ine-
quacoes modulares:

1) |z+4) <7 7) | 7T—4z]<9 13) 9 — 22| > 4a |

2) |22 — 5| < 3 8) [6—2z|>7 14) 5 — 22 > 7

3) 32 — 4] < 2 9) |22 — 5| > 3 15) "’3+2‘<4
2z — 3
6 — Sz 1

4) |3z +2| > 1 10) |z + 4| <| 22 — 6 | 16)‘3+x §§

5) 15 —x| >7 11) |3z |>| 6 — 3z | 17) |z = 2|+ |z —4] > 6

6) 13—z <5 12) |3+2z|<|4—x|

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 16 Prof . Angela Mognon



Capitulo 2

Funcoes

2.1 Sistema Cartesiano Ortogonal

Quaisquer dois numeros reais formam um par, e quando a ordem de aparecimento é impor-
tante, o par passa a ser chamado de par ordenado. Se x for o primeiro nimero e y for o
segundo, esse par ordenado serd denotado por (z,y).

O conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais, denotado por R?, é chamado de
plano numérico e cada par ordenado (x,y) serd um ponto no plano numérico. Da mesma
maneira que podemos identificar o conjunto dos numeros reais com os pontos de uma reta,
podemos identificar cada par ordenado (z,y) de numeros reais com os pontos de um plano
geométrico.

O matemaético francés René Descartes(1596-1650) estudou o uso de pares ordenados (x,y) na
localizacao de pontos em mapas, usando a seguinte relacao: (z,y) = (latitude, longitude). Este
foi o marco inicial que levou ao casamento da algebra com a geometria, uniao hoje conhecida
como geometria analitica. Escolhemos uma reta horizontal no plano geométrico, chamada de
etzo x e uma reta vertical, chamada eixo y. O ponto de intersecao entre os eixos = e y é

chamado de origem e é denotado por O (Figura 2.1]).

17



CAPITULO 2. FUNCOES

Figura 2.1:

Escolhemos uma escala numérica e estabelecemos a direita da origem como a parte positiva
do eixo x e a esquerda da origem como a parte negativa do eixo x. Analogamente, estabelecemos
acima da origem como a parte positiva do eixo y e abaixo da origem como a parte negativa do
eixo y.

Associamos cada par de nimeros reais (z,y) com um ponto no plano geométrico. Para re-
presentar geometricamante o par ordenado (z,y) marcamos no eixo x o ponto correspondente
a0 numero x; marcamos no eixo y o ponto correspondente ao ntimero y; tracamos uma reta
s paralela ao eixo y passando por z; tragcamos uma reta r paralela ao eixo x passando por y;
destacamos o ponto P, de intersecao das retas s e r (Figura 2.2)), que serd o ponto associado ao

par ordenado (z,y).

y
(ordenada) Y P(LE, U)
X
0 X
(abscissa)
Figura 2.2:

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 18 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 2. FUNCOES

O primeiro nimero do par é chamado abscissa do ponto P e o segundo nimero do par é
chamado de ordenada do ponto P.

A abscissa e a ordenada de um ponto sao denominadas coordenadas cartesianas retangu-
lares do ponto. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos em um plano geométrico
e o R?; isto é, a cada ponto corresponde um tinico par ordenado (z,y) e a cada par ordenado
corresponde um tnico ponto. Essa correspondéncia é chamada de sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais ou plano cartesiano.

Os eixos x e y sao chamados de etxos coordenados. Esses eixos dividem o plano em quatro

partes chamadas quadrantes, como mostra a Figura 2.3

y

segundo quadrante | primeiro quadrante

0 x

terceiro quadrante quarto quadrante

Figura 2.3:

Se o par ordenado de nimeros reais (z,y) ¢ igual ao par ordenado de nimeros reais (z,w)

entao r =z e y = w.

Exemplo 2.1 Faga um sistema cartesiano ortogonal, e nele localize os pontos: A(3,0), B(0,-2),

C(2,2), D(-2,-3), E(1,-4), F(-3,4).

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 19 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 2. FUNCOES

Exemplo 2.2 Determine se as sentencgas sao verdadeiras (V) ou falsas (F):
() (-5, 4) pertence ao terceiro quadrante;
() os pontos de abscissas negativas e ordenadas positivas pertencem ao primeiro quadrante;

() um ponto no quarto quadrante tem abscissa positiva e ordenada negativa.

Produto cartesiano
Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, o produto cartesiano de A por B, denotado
por A X B, é o conjunto de todos os pares ordenados (z,y), em que o primeiro elemento pertence

a A e o segundo pertence a B. Isto é,

Ax B={(z,y)/r € Aey € B}

Exemplo 2.3 Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {1,4}, determine o conjunto A x B e

represente-o num plano cartesiano e por meio de um diagrama de Venn.

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 20 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 2. FUNCOES

2.2 Relacgoes

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B. Uma relagao R do conjunto A no conjunto B é

qualquer subconjunto de A x B.
Exemplo 2.4 Sejam os conjuntos A ={1,2,3,4} e B ={2,4,6,8}. O produto cartesiano de A

por B é:

Ax B=1{(1,2),(1,4),(1,6),(1,8),(2,2),(2,4), (2,6), (2,8),
(3,2),(3,4),(3,6),(3,8),(4,2),(4,4), (4,6), (4,8) }.

Consideremos, agora, alguns subconjuntos de A x B :

Ry ={(x,y) € Ax B tal que y =2z} =

Ry ={(x,y) € Ax B tal que y=x} =

Rs ={(z,y) € Ax B tal que y =6} =

Ry ={(z,y) € Ax B tal que © =2} =

Cada um desses conjuntos sao relagoes entre os conjuntos A e B.

Se R é uma relagao de A em B. O dominio de R, denotado por D(R) é o conjunto de todos
os primeiros elementos dos pares ordenados que pertencem a R. Isto é,

D(R) ={zx € Atal que 3y € B com (z,y) € R}

A imagem de R, denotada por Im(R) é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares

ordenados que pertencem a R. Isto é

Im(R) ={y € Btal que x € A com (z,y) € R}
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Exemplo 2.5 Determinar o dominio e a imagem das relagoes do exemplo 2.4.

Dada uma relacio R de A em B, o conjunto R™' = {(y,x) € Bx A : (z,y) € A x B)}

representa uma relacao de B em A, que é denominada relacao inversa de R.

Exemplo 2.6 Dados os conjuntos A = {0,1,2,3} e B = {1,2,3,5,6}, determinar a rela¢do

inversa da relagio R ={(v,y) € Ax B:y=x+1}.

Dizemos que uma relagao f de A em B é uma aplicagao se:
i) D(f)=A

ii) Para todo x € A, existe um tnico y € B tal que (x,y) € f.

Notacgoes: Se (z,y) € f, entdo escrevemos y = f(z)(lemos: f de x).

f:A—B

=1y
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2.3 Funcoes

Dada uma aplicagao f : A — B. Se B é um conjunto numérico, f é dita funcao de A em B.

Quando, A, B C R, f é dita func¢cao real de varidvel real ou simplesmente func¢ao.

Considerando uma func¢ao f de A em B, o dominio da funcao f, denotado por D(f), é o
conjunto A. O numero real y é o valor da fun¢do f no ponto z, escrevemos y = f(x). Dizemos
que y é a tmagem de x pela funcao f.

O conjunto dos y € B para os quais existe um z € A tal que y = f(z) é chamado de conjunto
imagem de f, denotamos o conjunto imagem de f por Im(f).

Os numeros z e y sao varidveis, sendo r a varidvel independente e y a varidvel de-
pendente.

O grdfico de uma fungao f é o conjunto de todos os pares ordenados (x, f(z)) pertencentes

a funcao f.

Observacao 2.1 Para determinar o valor da funcao f em um numero a de seu dominio, basta

calcular f(a).

Exemplo 2.7 Se f(x) = 3z?-z + 2, encontre f(2), f(—=2), f(a), f(—a), f(a + 1),
2f(a), f(2a), f(a®), [f(a)]* e f(a+ h).
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Exemplo 2.8 Determine o dominio das fungoes:

2) fo)= 5
b) () = Y

¢) h(z) = (827 + 4)*

Observacao 2.2 O dominio de uma fungao é o maior subconjunto dos numeros reais para o

qual a funcao estd definida.

Diferenciacao entre relacao e funcao

Pela defini¢ao de relacao e funcao fica evidente que: toda fungao é uma aplicagao, logo é uma
relacao mas, nem toda relacao é uma funcao. A caracteristica principal que difere uma funcao de
uma relagao é: para cada x de D(f), o par (z,y) é tnico!!! Portanto tragando uma reta vertical
paralela ao eixo y, passando por x ela tocard o grafico de f em um tnico ponto. Analisemos os

casos a seguir:

Figura 2.4:
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Operagoes com funcoes

Dadas as funcoes f e g, a soma f + g, a diferenca f — g, o produto f - g e o quociente
i, sao definidos por:

D) (f+9)(@) = f(x) +g(x)

) (£) @ =2 |

g
Em cada caso, o dominio da funcao resultante consiste naqueles valores de x comuns ao
dominio de f e g, com excegao do caso IV), em que os valores de = para os quais g(z) = 0 devem

ser excluidos.

Exemplo 2.9 Dadas as fungoes [ e g definidas por f(z) = vz + 1 e g(x) = Vx — 4 determine

f+9,f—9,f9, i e seus respectivos dominios.
g

Outra operacdo com funcgoes consiste em obter a funcao composta de duas fungoes.

Dadas as funcoes f e g, a funcao composta de f com g, denotada por f o g, é definida por

(f o g)(x) = fg(x))

O dominio de fog é o conjunto de todos os nimeros x do dominio da g, tal que g(z) esteja

no dominio da f.
Exemplo 2.10 Dadas as fungoes f e g definidas por f(z) = 2% e g(x) = \/z determine fog e

apresente seu dominio.

Exemplo 2.11 Dadas as fungoes f e g definidas por f(x) = /x e g(x) = 2z — 3 determine

fog,gof,fof egog e seus respectivos dominios.
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Seja f uma funcao:
i) f é par se, e somente se, f(—x) = f(z) para todo x € D(f);
ii) f é impar se, e somente se, f(—x) = —f(z) para todo = € D(f).

Exemplo 2.12 Verifigue se as funcgoes abaixo sdo pares ou impares:

1. f(x) =a?
2. g(z) = 23
3 h(x):le

Dada uma funcao f definida num intervalo I, com z1, x5 € I, temos :

i) f é crescente em I se, e somente se, f(z1) < f(x2) sempre que x; < x3;

ii) f é decrescente em I se, e somente se, f(x1) > f(xa) sempre que z; < 5.

Seja f : A — B uma funcao:
i) f é injetiva, se e somente se, f(x1) = f(x2) = x1 = T2, com 1,29 € A;
ii) f é sobrejetiva, se e somente se, Im(f) = B;

iii) f ¢é bijetiva, se e somente se, f for injetiva e sobrejetiva.
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Dada uma funcao f, a funcdo inversa de f, se existir, é a funcao, denotada por f~!, tal

que:

1
Exemplo 2.13 Dadas as fungées f e g definidas por f(z) = —2x+1 e g(z) = 5(1—:1:), verifique

que g € a fungao inversa de f.

Exemplo 2.14 Dadas as funcoes abaizo, determine suas inversas
1. w(z) = 6x

2. g(x)=—-3x+3

z+1
4

3. h(z) =

b f)=Fe -

Tipos e graficos de funcoes
Apresentaremos a seguir os tipos de fungoes que farao parte de nosso estudo.
e Funcoes polinomiais: sao fungoes definidas por um polinémio .

e Funcoes racionais: sao fungoes que podem ser escritas como a divisao entre duas fungoes

polinomiais

e Funcoes algébricas: sao fungoes que podem ser expressas em termos de somas, diferencas,

produtos, quocientes ou raizes de func¢oes polinomiais .

e Funcgoes transcendentes: sao as funcoes que nao sao algébricas como, por exemplo, as

fungoes logaritmicas, as exponenciais e as trigonométricas.
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2.4 Funcoes Polinomiais

Uma funcao f definida por

f($) = anxn + an—lxnil + an72.’ﬂn72 + ...+ a1+ ag

emque os coeficientes ag, ay, ..., a, sdo nimeros reais (a, # 0) e n um nimero inteiro nao negativo,

é chamada fun¢ao polinomazial de grau n.

Exemplo 2.15 A funcdo f definida por f(x) = 32° — 2> + 7x — 1 € uma fungdo polinomial de

grau 5.

Observacao 2.3 Um numero real xo ¢ raiz de uma funcao polinomial f se, e somente se,

f(zo) = 0.

Dependendo do seu grau, algumas funcoes polinomiais recebem nomes especiais.

Funcao constante: é toda funcao polinomial de grau zero. Isto é,
flx)=1¢c#0

Observagao 2.4 Se todos os coeficientes ag, ay, ..., a, de um polinémio sao iguais a zero, temos
o polinomio nulo, que é desprovido de grau. Assim uma funcao f definida pelo polinomio nulo,

isto € f(x) =0, serd chamada fung¢ao nula.

O gréafico de uma fungao constante é uma reta paralela ao eixo x, que intercepta o eixo y no

ponto (0, c). y

Figura 2.5:
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Exemplo 2.16 As funcoes f : R — R definidas por

sao funcoes constantes.

Funcao linear afim: também conhecida como funcdo do 1° grau. E toda funcdo

polinomial de grau 1 (um). Isto é, uma fungao do tipo:

f(z) =ax+0b, a#0.

O gréfico de uma fungao linear afim é uma reta que intercepta o eixo y no ponto (0,b)
(Figura[Z6]) . O numero a é chamado coeficiente angular da reta e representa a taxa de variagao

de y = f(z) em relagdo a x e b é chamado coeficiente linear da reta. A raiz da funcao linear afim
b

é o nimero x = ——.
a

/]

Figura 2.6:

Exemplo 2.17 As funcoes f : R — R definidas por

of(r)=3x—2 o f(x)=—x+4 o f(z)=2++3 of(a:):%:c—ll

sao funcoes lineares afim.
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Exemplo 2.18 O saldrio firo mensal de um sequran¢a € de R$ 560,00. Para aumentar sua
receita, ele faz plantoes noturnos em um restaurante, onde recebe R$ 60,00 por noite de trabalho.
Se em um més ele fizer 3 plantoes, que saldrio recebera? Qual € o saldrio final y, quando ele

realiza x plantoes?

Funcao linear: sao funcdes lineares afim com b = 0. Isto é, sao funcoes do tipo:

flx)=ax, a#0.

Seu grafico ¢ uma reta que passa pela origem (Figura 2.1) .

<o

y

Figura 2.7:

Exemplo 2.19 As funcoes f: R — R definidas por

o f(z) =2
o f(z) =5z
o f(z)=—x
.ﬂwzéx

sao funcgoes lineares.
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Funcao quadratica ou do 20 grau : ¢ uma fungao polinomial de grau 2 (dois).
Isto é, uma funcgao do tipo:

f(x)=ax® +bx+c, a##0.

O grafico de uma funcao do 2° grau é uma parabola com concavidade voltada par cima se

a > 0, ou voltada para baixo se a < 0 (Figura 2.8)) .

a>0 21

a<0

Figura 2.8:

Se a parabola tem concavidade para baixo, o vértice da parabola V(—Q—, —4—) sera o ponto
a a
onde a funcao assume seu valor maximo. E se parabola tem concavidade para cima, o vértice

serd o ponto onde a fungao assume seu valor minimo.

Se a > 0, temos

‘Im<f) = [ym OO);

o f ¢é crescente para x > x, e decrescente para x < x,;

Se a < 0, temos

elm(f) = (=00, pul;

o f é crescente para r < x, e decrescente para x > I;

As raizes de um fungao quadratica sao os valores de = onde f(x) = 0. Isto é,

—b+ VA

ar’?+br+c=0=2=
2a

,em que A = b% — 4ac.

Se A > 0, entdo f(x) tem duas raizes reais distintas (z1 # x2).
Se A =0, entdo f(z) tem duas raizes reais e iguais (z1 = ).

Se A < 0, entdo f(x) ndo tem raizes reais.
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Exemplo 2.20 As funcoes f : R — R definidas por
a) f(x) =2 -3r+1 b) f(x)=2*+2—3 c) f(z) = -2+ 4z
d) f(x) =32%+1 e)f(x) = —5a?

sao funcgoes quadrdticas.

A construcao da parabola:

Para construir a parabola procedemos do seguinte modo:

1. verifica-se se a concavidade é voltada para baixo ou para cima observando o sinal de a;
2. determina-se (se existir) os pontos (raizes) onde a pardbola intercepta o eixo « ;
3. determina-se as coordenadas do vértice V;
4. traca-se a reta que passa por V e é paralela ao eixo y, que é o eixo de simetria da parabola;
5. determina-se o ponto (0, c) que é o ponto onde a pardbola intercepta o eixo y.
Exemplo 2.21 Construir o grdfico das fungoes f : R — R definidas por
1. f(z)=2*—-2x-3
2. f(x)=—2*+4x — 4

3 flx)=a*+2x+2

O estudo do sinal da fungao quadratica é titil para resolver inequagoes do 2° (segundo) grau.
Exemplo 2.22 Determine e represente na reta numérica o conjunto-solugcao das sequintes ine-
quacoes.

a) (2 —2—-6)(—2>+2x—-1) <0

b) (x —1)(z* —4) >0

2
rz+1

c) x+4<—
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2.5 Funcoes Definidas por Partes

Sao fungoes descritas por mais de uma expressao.

-3 se r<—1

Exemplo 2.23 A funcio [ : R — R definida por f(x) =< 1 se —1<2<2

4 se x> 2
Representacao grifica:
yA
5 |
4 | (:
s
22
a2 | 12 3 405 607 sy
i 9 ]
-3

r+1 sexz<l1
Exemplo 2.24 A funcao f: R — R definida por f(z) = 322 — 2z se z =1

2% se v > 1
Representacao grdfica:
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2.6 Funcoes Modulares

A funcao modular, também conhecida como funcao valor absoluto, é dada por:
x, se >0
flz) = |z| =
—x, se x <0

Representacao gréfica:

-4 -3 =2 —11 1 2 3 4x

Exemplo 2.25 FEsboce o grafico das sequintes fungoes modulares:

1. A fungio f : R — R definida por f(x) =|z+ 1|
2. A funcao f: R — R definida por f(z) =| x — 1|
3. A fungao f: R — R definida por f(z) =| x| +1
4. A funcao f: R — R definida por f(x) =| z | —1
5. A fungdo f: R — R definida por f(x) =| 2z |
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2.7 Funcoes Exponenciais

A funcao definida por f(z) = a® com a > 0 e a # 1 é chamada funcdo exponencial de

base a e expoente x.
Exemplo 2.26 As funcoes f: R — R definidas por

o f(x)=2"

sao funcgoes erponenciais.

A representacao grafica de uma funcao exponencial é uma curva que intercepta o eixo y no

ponto (0,1). Veja Figura 2.9

O<a<1

34 a>1

Figura 2.9:

Aplicagoes de funcoes exponenciais ocorrem frequentemente em modelos matematicos da
natureza e da sociedade, tais como crescimento populacional, decaimento radioativo, aplicagoes
financeiras, dentre outras.

Dentre todas as bases possiveis para a funcao exponencial, hd uma mais utilizada no calculo,

¢é a base e = 2, T182818.
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Exemplo 2.27 Curva de aprendizagem é um conceito criado por psicélogos que constataram a
relacdo existente entre a eficiéncia de um individuo e a quantidade de treinamento ou experiéncia

possuida por este individuo. Um exemplo de curva de aprendizagem € dado pela expressao:
Q(z) = 700 — 400e %"

onde ) ¢ quantidade de pecas produzidas por um funciondrio, x € o tempo de experiéncia e
e =2 7183.

Com base nessas informacoes responda:

a) Quantas pe¢as um funciondrio com 2 meses de experiéncia deverd produzir mensalmente?

b) E um funciondrio sem experiéncia? Compare os cdlculos, e verifique se hd coeréncia.

2.8 Funcoes Logaritmicas

Seja a € R, tal que a > 0 e a # 1. Chamamos fungao logaritmica de base a a fungao f, tal

que para todo x € R :

f(z) = log.x

A fungao logaritmica é a fungao inversa da func¢ao exponencial, assim , se f(z) = a”, entao

(@) = logax

Observacao 2.5
e logr =y a¥=x
e [0g,a” =

logax

L ¢ T

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 36 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 2. FUNCOES

Exemplo 2.28 As funcoes f : R — R definidas por
o f(z) =logsx
o [(@) = logyr

sao funcgoes logaritmicas.

A representacao grafica de uma funcao logaritmica é uma curva que intercepta o eixo z no

ponto (1,0) (Figura 2.10]).

Figura 2.10:

Quando a base do logaritmo for o ntimero natural e, o logaritmo é chamado de logaritmo

natural, e escrito como: log.x = Inx

Exemplo 2.29 Esboce o grafico da funcao logaritmica dada por

f(x) = logax
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Comparando as fungoes logaritmicas e exponenciais percebe-se que as curvas sao simétricas em

relacao a reta y = z, fato este que ocorre entre fungoes inversas.

Figura 2.11:

Exemplo 2.30 Numa determinada cidade, a populag¢ao cresce a uma taxa de 3% ao ano, de

modo que uma funcao que representa tal populacao em t anos é dada por

P(t) = P0(1703)t7

sendo Py a populacao inicial.
a) Em quantos anos a populacdo desta cidade duplicard?

b) Se a populagao inicial € de 40000 habitantes, qual a popula¢io daqui 10 anos?
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2.9 Funcoes Trigonométricas

Voce ja deve ter feito algum estudo de trigonometria. Mas, dada a importancia das funcoes
trigonométricas em Caélculo, apresentamos aqui um breve resumo delas.

Em geometria, usamos muito a nocao de angulo e a medida deste é dada usualmente em
graus. Mas, em Cdlculo estamos interessados em fungoes trigonométricas de nimeros reais e

essas fungoes estao definidas em termos da medida de angulos em radianos.

Definicao 2.1 Seja AOB um angulo na posi¢ao padrao e |m| = 1. Se s unidades for o
comprimento do arco de circunferéncia percorrido pelo ponto A quando o lado OA € girado até
o lado OB, a medida em radianos t, do angulo AéB, serd dada por

t = s se a rotagao for no sentido anti-hordrio

t = —s se a rotagao for no sentido hordrio

B N
t = med(AOB)=s

S
AOB

Exemplo 2.31 Usando que, a medida da circunferéncia é C' = 2n.r ( r: medida do raio), para

o circulo unitdrio temos: C = 27 e as medidas em radianos dos angulos abaizo determinados

%7@ i?T, —%7‘(,%7‘(, —%7@ respectivamente.

p

sao,

N
\

'
=1
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O Ciclo trigonométrico

Sobre a circunferéncia do circulo unitario podemos considerar os pontos P(z,y) tais que o
vetor OP determina a hipotenusa (unitaria) de um triangulo retangulo, cujos catetos sao as
projecoes do OP sobre o eixo z e sobre 0 eixo Y.

y

1
1
1
1
T hd
1 o 1 x
1 1
1 1
1 1

Figura 2.12:

Seja OA a projecao de OP sobre o eixo 7 e a o angulo entre os vetores OP e OA. Observe,

que « varia de 0 rad a 27 rad, enquanto P percorre a circunferéncia.

Funcao seno e cosseno

Definicao 2.2 Seja t um numero real. Coloque na posicao padrao um angulo com t rad de
medida e seja P a interseccao do lado final do angulo com o ciclo trigonométrico. Se P for o

ponto (z,y), entdo a fun¢ao seno e a fung¢iao cosseno serao definidas por:

f:R—R f:R—=R

t— sent =y t— cost =x

,Y_ N\ (X, y)=(cos t, sent)

o X (1,0) X

Figura 2.13:
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Da definicao acima, vemos que sen t e cos t estao definidas para todos os valores de ¢, no
entanto por estarem definidas sobre o ciclo trigonométrico, suas imagens pertencem ao intervalo
-1, 1]. Resumindo,

Dyen = Deos = Ra
Imsen — Imcos - [_]-7 ]-]

Ainda da defini¢ao segue que: sen(t+ 2m) = sen(t) e cos(t + 2w) = cos(t). Esta propriedade

¢ chamada de periodicidade.

Definicao 2.3 Uma funcdo f € dita periddica se existir um numero real p # 0 tal que quando
x estiver no dominio de f, entdo x + p estard também no dominio de f e f(x + p) = f(z).

O menor numero real positivo p que satisfaz a definicao acima é chamado de periodo de f.
Assim, é facil ver que as fungoes seno e cosseno sao periddicas, com periodo p = 2.

Exemplo 2.32 Use a periodicidade das funcoes seno e cosseno para determinar o valor exato

de:

o sen (1n)

o cos (In)

® scn (12—57T>

-~

® COS (—671')
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O grafico da funcao seno

Analisando a defini¢ao da fun¢ao seno podemos notar que:

e sent=0parat=0 e sent=0parat=m
s 3
00<sent<1,0<t<§ o—1<sent<0,7r<t<7
T 3T
osentzlparat:§ osent:—lparat:7
us 37
00<sent<1,§<t<7r o—1<sent<0,7<t<27r

Desta andlise, segue que o grafico da funcdo f: R — R, f(t) = sen t, é dado por:

y

sent

0 t

/Tr 32 - 2 0 2 WW
-1

O grafico da funcao cosseno

Analisando a definicao da funcao cosseno podemos notar que:

e cost=1parat=0 e cost=—1parat=m
s 3m
00<cost<1,0<t<§ o—1<cost<0,7r<t<7
U 3
ocost:Oparat:§ ocostzOparatz;
s 3
o—1<cost<0,§<t<7r e 0 <cost <1, 7<t<27r

Desta andlise, segue que o grafico da funcao f: R — R, f(t) = cos t, é dado por:

y

cos t

/(:
2m -31\1//2 0 n\r/vz o
-1
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O grafico da funcao (sent) + k, k € R.

Usando os arcos principais e a definicao da funcao sent, complete as tabelas seguintes e

esboce o gréafico das fungoes (sent) + 1 e (sent) — 1:

~+

sent | (sent)+1

~

sent | (sent) —1

[\} o
S STl
DO 3 o
5 w|%o ORI

sen (1)

s -31/2 - -T1/2 [o] 2 3m/2 s t
.54

Assim, podemos ver que o gréfico da fungao sen(t) + k é uma translagao vertical do grafico

da fungao sent, k unidades para cima (k > 0) ou para baixo (k < 0).
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O grafico da funcao sen(t+ k), k € R.

Usando os arcos principais e a definicao da fungao sent, complete as tabelas seguintes e

esboce o gréfico das fungdes sen(t — g) e sen(t +m):

y
t t-Z sen(t — E)
2 2 sen (t)
0 "
T
2
0 R
T m 3mi2 : 2 0 T2 32 o !
3
2
2 1
y
t t+m sen(t + )
sen (t)
0
T
2
0 R
& m 3m2 : 2 0 T2 32 i !
3T
2
27T A4

Assim, podemos notar que o grafico da funcao sen(t + k) é uma translagao horizontal do gréfico

da funcao sen(t), k unidades para esquerda (k > 0) ou para direita (k < 0).
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O grafico da funcgao k.sen(t), k € R.

Usando os arcos principais e a definicao da fungao sent, complete as tabelas a seguir e esboce o

1 1
grafico das fungoes 2sent, §sent, —2sent e —isent:

~

sent

2sen(t)

—sen(t)

sent

—2sen t

——sen(t)

sen (t)

/n -3m/2

-m/2

0 /2 3m/2 ™ t

sen (t)

/n -3m/2

-m/2

0 /2 3m/2 ™ t

Assim, podemos ver que o grafico da fungao k.sent é uma dilatagdo/compressao vertical do

grafico da funcao sent, num fator k de dilatacao (k > 1) ou num fator k de compressao (0 < k < 1).

No caso k < 0, observamos que ocorrerd dilatagao(k < —1) ou compressao(—1 < k < 0) do gréfico

da funcao —sent, que é um reflexo da funcao sent com relacao ao eixo x.
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O grafico da funcgao sen(k.t), k € R.

Usando os arcos principais e a definicao da fungao sent, complete as tabelas a seguir e esboce o

1
grafico das fungoes sen(2t), sen (2t>:

t 2t sen(2t) ,

0 sen (t)
1

™

2
0

T /rr -311/2 R /2 0 /2 317/2 e

3w

2 oy
2
1 1
t —t sen | =t

2 2 y

0 i sen (t)

T

2
0

T /rr -311/2 - /2 0 /2 311/2 o

3

2

2

No caso k > 1, observa-se que o grafico de sen(t) é comprimido horizontalmente, por um fator k.
Assim, o periodo passa de p = 27 para p = 7. J4, no caso 0 < k < 1, observa-se que o grafico de sen(t)
¢é dilatado horizontalmente, por um fator k. Nesse caso, o periodo passa de p = 27 para p = 4.

No caso k < 0, hé dilatagdo ou compressao horizontal da funcao sen(—t) = —sen(t).
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Exercicio 1: Determine o dominio,a imagem, o periodo e o grafico das seguintes funcoes

trigonométricas:
e cos(t) +1
e cos(t) —1
o cos(t—m)
o cos(t+m)

e 2.cos(t)

e cos(2t)

Exercicio 2: Observando os resultados obtidos no exercicio 2.1 registre, generalizando, suas

conclusoes sobre os graficos das fungoes:
o cos(t) +k
o cos(t+ k)
e k.cos(t)

o cos(k.t)
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Funcao tangente

Considerando um arco AP, cuja medida é o nimero real ¢t temos que a funcao tangente,

denotada por tg, é dada por:

tgt = , com cost # 0
cost

No ciclo trigonométrico:
y

T O eixo das tangentes é orientado no mesmo sentido do eixo das
P ordenadas Oy, tendo como origem o ponto A. A tangente de um
gt arco AP é determinada pela reta auxiliar, que passa pelo centro O
e pela extremidades do arco (ponto P), marcando o ponto 7, no

. eixo das tangentes.

tgt = AT

Grafico da funcao tangente
Fazendo uso das fungdes seno e cosseno temos que o grafico da funcao f(t) = tg t, é dado

por:

W
- e
N
3
=
N
o
4
N
B)
W

Notemos que:

e 0 dominio da funcao tangente é o conjunto D(tg) = {z € R|z # g + km, com k € Z}

e a imagem da fungao tangente é I'm(tg) = R.

e 0 periodo da funcao tangente é .
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Funcao cotangente
Considerando um arco AP, cuja medida é o nimero real ¢ temos que a fungao cotangente,

denotada por cotg, é dada por:
cost
cotgt = ——, com sent # 0
sent

No ciclo trigonométrico:

y
coa! / O eixo das cotangentes é orientado no mesmo sentido do eixo das
5 s abscissas Ox, tendo como origem o ponto B. A cotangente de um
P arco AP é determinada pela reta auxiliar, que passa pelo centro O
\ . e pela extremidades do arco (ponto P), marcando o ponto S, no
t eixo das cotangentes.

cotgt = BS

Grafico da funcao cotangente
Fazendo uso das fungoes seno e cosseno temos que o gréafico da funcao f(t) = cotg t, é dado

por:

—_— e e e e =] - - = =
B
&
g

- - - - = — - - = = = = =
El
=)
=S

= — - - - — —_ 3 — — — — - = =
w
E]

Notemos que:
e 0 dominio da func@o cotangente é o conjunto D(cotg) = {zx € R|z # kmr, com k € Z}
e a imagem da fungao cotangente é I'm(cotg) = R.

e 0 periodo da fungédo cotangente é .
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Funcao secante e cossecante
Seja AP um arco, cuja medida é o nimero real t.

A funcao secante, denotada por sec é dada por: sec t = , com cost#0

cos t

1
A funcgao cossecante, denotada por cossec, é dada por: cossect = p—t com sent # 0
sen

No ciclo trigonométrico:

O eixo das secantes coincide com o eixo das abscissas e é orien-
tado no mesmo sentido do eixo das abscissas Oz.
c O eixo das cossecantes coincide com o eixo das ordenadas e é
orientado no mesmo sentido do eixo das ordenadas Oy.
A secante e a cossecante de um arco AP sao determinadas pela
reta auxiliar r tangente a circunferéncia trigonométrica na extrem-
! A D idade do arco (ponto P), marcando o ponto D, no eixo das secantes
° o 7\ e o ponto C, no eixo das cossecantes.

cossec t P

sect = OD cossect = OC

Grafico da funcao secante

Fazendo uso da fungao cosseno temos que o grafico da func¢ao f(t) = sec t, é dado por:

-T2 o] b

[
[
[
[
[
[
[
[
:
f

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
21 -2 - 2 ks sz p 2w
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Notemos que:
e 0 dominio da fungao secante é o conjunto D(sec) = {x € R|z # g + km, com k € Z}
e a imagem da fungao secante é I'm(sec) = R—] —1,1].

e 0 periodo da funcao secante é 2.
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Grafico da funcao cossecante

Fazendo uso da fungao seno temos que o gréfico da fungao f(t) = cossec t, é dado por:

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
I 312 & T2 0 /2 & 37172 2
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

Notemos que:
¢ 0 dominio da funcao cossecante é o conjunto D(cossec) = {x € R|x # k7, com k € Z}
e a imagem da fungao cossecante é Im(cossec) = R—] —1,1].

e 0 periodo da fungao cossecante é 27.

Funcoes trigonométricas inversas

Lembremos que para uma funcao ter uma inversa é necessario que ela seja bijetiva. Por-
tanto para definirmos as fungoes inversas das funcoes trigonométricas necessitamos restringir

seus dominios.

Funcao arco seno

Definicao 2.4 A funcdo inversa do seno, denotada por sen™' é dada por :

1

L2 se e somente se x =seny e —§7r <y<

™

N —

Yy =sen
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Grafico da funcao arco seno

T2

-T1/2

e 0 dominio da fungao arco seno é D(sen™') = [—1,1]

1 1
e a imagem da funcao arco seno é I'm(sen™!) = [—571', §7T:| .

Funcao arco cosseno

Definicao 2.5 A funcao inversa do cosseno, denotada por cos™* € dada por :

1

Yy =cos - x se e somente se x =cosy e <y <m

Grafico da funcao arco cosseno

/2

e 0 dominio da fungao arco cosseno é D(cos™!) = [—1,1]

e a imagem da fungao arco cosseno é I'm(cos™') = [0, 7].
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Funcao arco tangente

Definicao 2.6 A funcdo inversa da tangente, denotada por tg~' é dada por :

1
y =tg lx se e somente se x =tqy e —§7T <y < §7r

Grafico da funcao arco tangente

e 0 dominio da fungdo arco tangente é D(tg~!) = R

1 1
e a imagem da funcao arco tangente é Im(tg~!) = } 5™ 57?[

Funcao arco cotangente

Definicao 2.7 A funcdo inversa da cotangente, denotada por cotg~t € dada por :

y =cotqg ' x = %ﬂ—tg_l x comx €R

Grafico da funcao arco cotangente

e 0 dominio da funcio arco cotangente é D(cotg™!) = R

e a imagem da funcdo arco cotangente é Im(cotg™!) =]0, 7[.
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Funcao arco secante

Definicao 2.8 A funcdo inversa da secante, denotada por sec™' é dada por :
o o (1)
Yy =sec” x = cos —
x
Grafico da funcao arco secante
0 X

3 2 1 0 1 2 3

e 0 dominio da funcio arco secante é D(sec™!) =] — oo, —1] U [1, +o0.

e a imagem da fungdo arco secante é Im(sec™) = [0, 7] — {3}.

Funcao arco cossecante

Definicao 2.9 A funcdo inversa da cossecante, denotada por cossec™' é dada por :

1
y =cossec ' x = sen~? (—
T

Grafico da fungao arco cossecante

e 0 domfnio da fungao arco cossecante é D(cossec™1) = R—] —1,1]

e a imagem da fungdo arco cossecante ¢ Im(cossec™1) = [—5, 5] — {0}.
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2.10 Funcoes Hiperbdlicas
Funcao seno hiperbdlico

Definicao 2.10 A funcdo seno hiperbdlico, denotada por senh é dada por :

T _ ox

2

e
senhx =

Grafico da funcao seno hiperbdlico

s
21y

O dominio e a imagem da funcao seno hiperbdlico é conjunto dos nimeros reais.

Funcao cosseno hiperbdélico

Definicao 2.11 A funcao cosseno hiperbolico, denotada por cosh € dada por :

et 4+ e "

hx =
cosnx 5

Grafico da funcao cosseno hiperbdlico

O dominio da funcao cosseno hiperbdlico é conjunto dos nimeros e a imagem ¢é o conjunto

de todos os nimeros reais no intervalo [1, +o0
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Outra fungoes hiperbdlicas

Definicao 2.12 As funcoes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbolicas sao dadas da

sequinte forma:

senhx cosh x
tghx = cotgh x =
cosh x senhx
1 1
sechx = cossech x =
cosh x senhx
Graficos
y 37y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B
N
0 X 0 X
1 0 1 2 1 0 1 2
y = cotghx
y=tghx
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R ———— — -
234
Sy
3
y 2

‘ 1 0 1 2
\ 4] v= cossechz
0
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Exercicios - Capitulo 2

Exercicio 2.1 Determine se o conjunto dado € uma fun¢ao. Se for, qual o seu dominio?

a) {(z,y)ly = Vo — 4} b) {(z,y)ly = Vo — 4} o) {(z,y)ly = V4 — 2%}

d) {(z,y)|2* +y* = 4} e) {(z,y)ly = =} N A y)le =y*}

9) {(z,y)ly = 2%} h) {(z,y)lz = y°} i) {(z,y)la* +y* = 9}
Exercicio 2.2 Ezprima como uma func¢ao de x:
a) a drea de um triangulo de base x se sua altura é o dobro de sua base;
b) o volume de uma esfera de raio x;
c¢) o volume de um cone circular reto de raio x se sua altura é o triplo do raio da base;
10

d) o volume e a drea de um cilindro circular reto de raio x sendo sua altura igual a — do

raio da base.

Exercicio 2.3 Uma peca de carne foi colocada num freezer no instante t = 0. Apds t horas, sua
temperatura, em graus centigrados, é dada por: T(t) = 30 — 5t + 1

a) Qual a temperatura da carne no instante em que foi colocada no freezer?

b) Depois de quanto tempo a temperatura da carne serd de 16° centigrados?

c) Use o software GeoGebra para esbocor o grifico de T, estude seu comportamento e deter-

mine seu dominio e sua imagem.

Exercicio 2.4 Dada a funcio f: R — R definida por f(x) = 2x — 1, determine, se existir:

a) J(3) b) £(~2) &) £(0) 4 f(a+1)
&) f(z+1) f) f(2x) 9) 2/(2) By f(x+h)
i) fx) + F() plEEh=1@ Ly

h
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Exercicio 2.5 Dada a funcao f: R—{1} — R definida por f(x) = Ll’ determine, se existir:

0 £(3) ) F(-2) ) 0 07(3) ) F(1)

Exercicio 2.6 Dada a fungdo f: R — R definida por f(x) = 22? + 5z — 3 determine, se existir:
a) f(—2) b) f(-1) c) f(0) d)f(3)

e) f(h+1) ) f(22) 9) f(@* =3) h)f(x + h)

Exercicio 2.7 Dada a funcgdo definida por g(x) = +/2x + 3 determine o dominio de g e encontre,

se existir: a) g(—1) b) g(4) c) 9(0) d) g(=3) d) g (_2>

Exercicio 2.8 Dadas as funcoes [ e g definidas abaixo, determine f+ g, f — g, f.9, S e seus
g

respectivos dominios:

W) fl@) = -5 gle) =at —1  b) fla) = T

_x—l;

o) =1 ) Jx) = VE: gla) =221

Exercicio 2.9 Dadas as funcoes [ e g definidas abaizo, determine fog,go f, fo f,gog, e seus

respectivos dominios:

a) fle) =2 =2 glx)=x+7  b)f(x)=z—5 glx) =21

o) flz) =va =2 g(x) =2 =2 d)f(z) = [z]; g(z) = [z +2|
Exercicio 2.10 Dadas as funcoes f e g definidas abaizo, mostre que f e g sao fung¢oes inversas.

0) fle) =203 e gla) =27 ! Lo

o D@ = e gl@) =
0 f(@) = YT e gla) =

Exercicio 2.11 Determine o dominio, a imagem e esboce o grdfico das sequintes funcoes:
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a) f(z) =3z —1
0 glw) = VEF1
e) h(z) =+/—x
9) f(x) =4 —|z]
) ) = T2
k)g(x):{zc_l se x # 2
0 se x=2
6x +7 se x < =2
m) g(x) =4 3 se = —2
4—x se x> —2
3_ 9,2

b) flx)=2*—1
d) f(z) =+v4—2x
f) f(z) =1]4—=|
h)g(x)=|z—2|+4
-2 se x <3
J)g(l’):{
2 sex>3
22 —4 se v <3
l)h(a:'):{
20 —1 se x> 3
r—2 se x <0
n)h(x)=¢ 0 se 2=0
22+1 se >0
p) f(z) =5—a?

Exercicio 2.12 Considere o grdfico da funcao y = f(x) abaizo e complete cada item:

a) O dominio de [ é:

b) A imagem de f é:

0 Y P
3 2 1 o 1 2 3 4
1
1y .
e) As solugoes de f(x) = —3 saox = exr =
Qual a expresssao que define a funcao f?
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Exercicio 2.13 Repita o exercicio[212 para a fungdo g cujo grifico é:

'S
y

Exercicio 2.14 E comum obervarmos em casas de zerox promocoes do tipo: "Até 100 copias:
R$0,10 por cépia. Acima de 100 cépias (de um mesmo original): R$0,07 por copia excedente.”
Determine:
a) o valor pago por 130 cdpias de um mesmo original.

b) a lei que define a fungdo preco p pago pela reproducdo de x cdpias de um mesmo original.

Exercicio 2.15 Um o6nibus de 40 lugares foi fretado para uma excursao. A empresa ezxigiu de
cada passageiro R$ 20,00 mais R$ 2,00 por lugar vago. Qual o nimero de passageiros para que

a rentabilidade da empresa seja mdzrima?

Exercicio 2.16 Esboce o grafico das fungoes definidas por:

1

Of@ = e =ms )= (3) D)= logya

Exercicio 2.17 Determine o dominio das sequintes funcgoes:
a) f(z) =logs(b — 12x) b) g(z) = log(8x + 3) ¢) h(z) = logs(z* + 3x +5)
d) q(z) = loga(z* +10x)  e) m(z) = log,_25 f) n(x) = logs_2,10

g) t(z) = loge,x h) s(x) =log,_1(bx —12) i) r(z) = In(x — 3)

Exercicio 2.18 Resolva a desigualdade e represente a solug¢ao na reta real.
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1
a) x> —2x —5>3 b)(—22+z2—4)(2*—9) <0 ¢ 23;13
1 3 2 2
d) (—z+3)(z* +42+4) <0 > <
) (Cora)at st S0 6 o> 2 s < o

Exercicio 2.19 A resisténcia elétrica R (em ohms) para um fio de metal puro estd relacionada

com sua temperatura T (em °C') pela formula R = Ry(1+ aT)), para constantes positivas a e Ry.

a) Para que temperatura se tem R = Ry?
b) Supondo que a resisténcia seja 0 (zero) se T = —273°C' (zero absoluto), determine a.

c) Um fio de prata tem resisténcia de 1,27 ohms a 0°C. A que temperatura a resisténcia € igual

a 2 ohms?

Exercicio 2.20 Uma pessoa ingeriu 60mg de uma certa medicacao. A bula do remédio infor-
mava que sua meia vida, (tempo necessdrio para que uma substancia atinja metade do seu valor
inicial) era de seis horas. Apds doze horas da ingestao do remédio qual a quantidade do remédio

ainda presente no organismo? E depois de t horas de sua ingestao?

Exercicio 2.21 C(lientistas utilizam a sequinte lei para determinar o instante da morte de vitimas

de acidentes ou assassinatos. Se T' denota a temperatura do corpo t horas apds a morte, entao

T =Ty + (Ty — Tp)(0,97)

onde Ty € a temperatura do ar eI € a temperatura do corpo no instante da morte. Se uma pessoa
foi encontrada morta & meia-noite, em sua casa, quando a temperatura ambiente era de 70° F e
a temperatura de seu corpo era de 80° F, quando a pessoa morreu? Assuma que a temperatura

normal do corpo é de 98,6° F.

Exercicio 2.22 Deve-se construir um abrigo retangular aberto consistindo em 2 lados verticais

de 1,20m de largura e um teto plano, anexo a um armazém jd existente. O teto plano deve ser
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de lata que custa R$ 5,00 o metro quadrado, e os dois lados devem ser de compensado, que custa

R$ 2,00 por metro quadrado.

a) Se dispomos de R$ 400,00 para construcdo, expresse o comprimento y em funcdo da altura

Z.

b) Expresse o volume V em fungao de x.

120 y

Exercicio 2.23 Em quimica, define-se o pH de uma solu¢ao como logaritmo decimal do inverso
da respectiva concentrac¢ao de H3OV. O cérebro humano contém um fluido cuja concentracao de

H3;0T é4,8 x 1078 (em média). Entdo, qual é o pH desse fluido?

Exercicio 2.24 Durante um determinado ano, uma empresa teve um lucro didrio L dado pela
fungao

L(z) = 50(|z — 100] + |z — 200)),

em que x = 1,2,...,365, corresponde a cada dia do ano e L € dado em reais. Determine em que

dia (x) do ano o lucro foi de R$10.000, 00.

Exercicio 2.25 Deve-se construir uma caixa aberta com um pedaco retangular de cartolina de
50 X 76 c¢m, cortando-se um quadrado de lado x em cada canto e dobrando-se os lados. Fxpresse

o volume V' da caiza como uma funcdao de x.

Exercicio 2.26 Uma maionese mal conservada causou mal-estar nos frequentadores de um
restaurante. Uma tnvestigacao revelou a presenca da bactéria salmonela, que se multiplica se-
gundo a lei: n(t) = 200.2%, em que n(t) é o nimero de bactérias encontradas na amostra de
maionese t horas apds o inicio do almogo e a € uma constante real. a) Determine o nimero

inicial de bactérias. b) Sabendo que apds 3 horas do inicio do almogo o nimero de bactérias era
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de 800, determine o valor da constante a. c¢) Determine o numero de bactérias apds 1 dia da

realizacao do almoco.

Exercicio 2.27 Uma fdbrica de determinado componente eletronico tem a receita financeira
dada pela funcio R(z) = 2% + 20z — 30 e o custo de producio dada pela funcio C(z) =
322 — 122 + 30, em que a varidvel x representa o nimero de componentes fabricados e vendidos.
Se o lucro € dado pela receita financeira menos o custo de producdao, o niumero de componentes

que deve ser fabricado e vendido para que o lucro seja mdximo é:

Exercicio 2.28 A acidez de uma substancia é medida pelo seu valor do pH, o qual € definido

pela formula
pH = - log[H*]

onde o simbolo [H*] denota a concentragcio de ions de hidrogénio, medido em moles por litro.
A dgua destilada tem um pH igual a 7; uma substancia é chamada de dcida se tiver pH < 7 e
basica se tiver pH > 7. Ache o pH de cada uma das substancias sequintes e estabeleca se € dcida

ou badsica.

Substancia [H*]

sangue arterial | 3,9x1078 mol/L

tomates 6,59x1075 mol/L
leite 4,0x107" mol/L
café 1,2x107% mol/L
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Capitulo 3

Limites e Continuidade de Funcoes de
Variaveis Reais

Neste capitulo apresentaremos a nocao intuitiva de limite de uma funcao, assim como pro-
cedimentos para o cdlculo de limites, apresentaremos também a definicao de funcgoes continuas e

o célculo de limites de fungoes compostas.

3.1 Limites - Nocao Intuitiva e Propriedades

Limites Finitos

Estudaremos o comportamento de uma funcao f nas proximidades de um ponto. Para fixar

idéias, consideremos os seguintes exemplos:
Exemplo 3.1 Consideremos a funcao f: R — {1} — R definida por:

2 —1

r—1

fx) =

Notemos que f(x) estd definida para todo x € R, exceto em x = 1. Queremos investigar o
comportamento da funcdo quando x estd prorimo de 1. Do ponto de vista numérico, as tabelas

abaizo mostram o comportamento da funcao f, para valores de x a esquerda e a direita de v = 1.
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2 2
v —1 ¥ —1
x <1 f(sc)—x_1 x>1 f(:z)—x_l
0 2
0,5 1,5
Tabela I Tabela II
0,8 1,2
0,9 1,1
0,99 1,01
0,999 1,001

Observando as tabelas constatamos que a medida que x fica cada vez mais préximo de 1,
tanto por valores de z < 1 (a esquerda de 1) como por valores de x > 1 (a direita de 1), f(x)
torna-se cada vez mais proximo de 2 e quanto mais préoximo x estiver de 1, mais proximo de 2
estard f(z).

Neste caso, dizemos que 2 é o limite da funcao f quando x se aproxima de 1, o que deno-
taremos por:

?—1

lim =2

z—1 ¢ —1

Dizemos também que quando "z tende a 1, f(z) tende a 2”. Ou ainda o limite de

x2 -1 ;
f(x) = T quando r tende a 1 é 2”.
X P—

Este resultado pode ser visto através da andlise grafica de f, cujo esboco vemos na figura 3.1:

Figura 3.1:
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2

Exemplo 3.2 Consideremos a fung¢ao f: R — R definida por f(x) = x* — x + 2, e analisemos

seu comportamento nas proximidades de x = 2.

Observemos as tabelas I1I e IV a seguir:

x <2 flz) =2*—2+2 x> 2 flz) =2*—2+2
1 3
1,5 )
Tabala III 18 Tabela IV 2.1
L9 2,05
1,99 2,01
1,999 2,001

Observemos graficamente na figura 3.2

Figura 3.2:

Das tabelas III e IV e do gréafico temos que a medida que x fica cada vez mais proximo de 2,
f(z) torna-se cada vez mais préximo de 4 e quanto mais préximo x estiver de 2, mais préximo

de 4 estard f(z). Isto é, "o limite de f(x) = x? — x + 2 quando = tende a 2 é 4”

Notagao: lir%(x2 —-x+2)=4
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Definicao 3.1 Se f é uma funcao definida para todo niumero real em algum intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente no proprio a, entdo o limite de f(x), quando x tende a a, € igual
a L se pudermos aproximar f(z) do valor L tanto quanto quizermos tomando x suficientemente

proximo de a. Isto €,

lim f(x) =L & f(z) — L quandox — a

X—a

o a ’ 0 a 0 a

Dizer que lim f(z) = L, significa que o ponto (z, f(x)) do gréfico da funcao se aproxima do

r—a

ponto (a, L) quando x se aproxima de a.

. Tr — .
Exemplo 3.3 Encontre o valor de lim PR usando tabelas com valores maiores e menores
x—1 % —

do que 1 e analisando o grdfico.

r <1 f(z) x>1 f(z)
0,5 1,5
0,9 1,1
0,99 1,01
0,999 1,001
0,9999 1,0001
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SENT

Exemplo 3.4 Encontre hH(l)

da figura .

x f(z)

£1,0

+0,5

+0, 4

+0,3

+0,2

+0, 1

+0,05

£0, 01

+0, 005

+0, 001

Exemplo 3.5 Calcular lin% 3z

, x : (radianos) usando a tabela abaizo e analisando o grdfico

G
o

—t—
x
L 4

A medida que x se aproxima de 2, o valor 3z se aprorima de 6. Portanto lim 3z = 6

Exemplo 3.6 Calcular lin%(?):v +7)

xr—

A medida que x se aproxima de 0, o valor 3x + 7 se aproxima de 7. Portanto

lim (32 +7) = 7
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3.2 Limites laterais

Consideremos agora a funcao f cuja representacao grafica é:

Figura 3.3:

Observemos que quando x assume valores que se aproximam do ponto a pela esquerda, isto é,
por valores menores que a, os correspondentes valores de f(z) se aproximam do nimero L,. Para
descrever este comportamento, dizemos que f(z) tende a L; quando x tende a a pela esquerda,

€ escrevemos:

lim f(x) =14

T—a~

Por outro lado, quando x assume valores que se aproximam do ponto a pela direita, isto é,
por valores maiores que a, os correspondentes valores de f(x) se aproximam do nimero Ly. Para
descrever este comportamento, dizemos que f(z) tende a Ly quando x tende a a pela direita, e

escrevernos:

lim f(z)= Lo

z—a™t

Notemos que os limites laterais existem e sao diferentes.
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Consideremos agora a funcao g cuja representagao grafica é:

Y g
L S
|
|
—
|
| \
a X
Figura 3.4:

Isto é, os limites laterais existem e sao iguais.

Teorema 3.1 lim f(z) = L se, e somente se existirem os limites laterais lim f(x) e lim f(z)

T—a r—a™t T—a~

e ambos forem iguais a L.

2%, se x <0
Exemplo 3.7 Seja f(x) = vamos determinar liII(l) f(z).

x, se x>0,
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Exemplo 3.8 O grdfico de uma fungao g estd dado na figura abaixo.

(caso existam) os sequintes limites:

l I

a) lim g() b) lim g(z)

d) li I

) lim g(z) e) lim g(z)
44y

¢) lim g(z)

(I,‘—>2

f) lim g(x)

r—5

1L~ y=g(x)
i
Q : X
-1 0 2 3 4 5 6
-
Figura 3.5:

3.3 Propriedades dos Limites

1. Se k é uma constante real entao lim &k = k

Exemplo 3.9 lirré T=7

r—a

2. Se m e b forem constantes quaisquer, lim(mz + b) = ma + b

Exemplo 3.10 lim(3z +5) = 3.2+ 5 = 11

3. imz=a

r—a

Exemplo 3.11 lin%x =5

Use-o para estabelecer
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. Limite da Soma, da Diferenca, do Produto e do Quociente

Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo:

r—a r—a

i) lim[f(z) £ g(x)] = lim f(x) &+ lim g(z)

Tr—a r—a r—a

ii) im[f(x).g(x)] = lim f(z). lim g(x)

r—a r—a r—a

iii) lim = , desde que lim g(x) # 0
) o) T @) i 5(@)

Exemplo 3.12

b) lim (52 — 4)(2z — 1) =

n
. Se lim z existe, entao lim z" = [lim x] para qualquer n inteiro positivo.

Exemplo 3.13
a) lin%(x2 +a+4)=

3

b) lim ——
z—0 4x + 2

. Se lim f(z) existe, entao lim|[f(x)]" = [lim f(a:)] para qualquer n inteiro positivo.

r—a Tr—a r—a

Exemplo 3.14 lim(2? +1)" =

m—)2

. Seja k uma constante qualquer. Entdo, lim kf(x) = klim f(z)

r—a r—a

Exemplo 3.15 lir% 10(2? +1) =
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8. Se f é uma funcdo polinomial, entdo lim f(x) = f(a) para todo nimero real a.

r—a

Exemplo 3.16 lirr%(a:?’ +a?4+r+42) =

9. Se ¢ é uma funcao racional e a pertence ao dominio de ¢, entao lim ¢(x) = g(a).

r—a

1
Exemplo 3.17 lim vl

r—1 x

10. Se uma funcao f tem limite quando = tende a, entdo lim {/f(x) = p/lim f(x), para n

inteiro positivo, com a restrigao de que se n for par lim f(z) > 0.
T—a

[
E lo 3.18 lim ¢/ ——— =
xemplo lim &/ —— 1

Outros exemplos:

225
Exemplo 3.19 lim a =
z—5 1 — 5

-2
lim v

E lo 3.20
xemplo lim ——

2 _4x+4
Exemplo 3.21 lim e =
=2  r—2
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3.4 Limites Infinitos

1
Consideremos agora a funcao f(z) = W, cuja representacgao grafica é:
x
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
3 2 H
1
Figura 3.6:
x -3 -2 -1,5 —-1,25 -1,1 —1,01 —1,001 ...
f(z)
x 1 0 -0,5 —0,75 -0,9 —0,99 —0,999 ...
f(z)
Observamos que & medida que x se aproxima de -1, (z + 1)? se aproxima de zero, e conse-
1
quentemente f(x) = CESIE assume valores cada vez maiores. Assim, os valores de f(x) nao
x
tendem a um nimero. Portanto, nao existe lim1 W . Para indicar este comportamento
rT—— €T
usamos a notacgao:
1

A e T

Isso nao significa considerar +0o0 como um nimero. Tampouco significa que o limite exista.
E simplesmente uma maneira de expressar uma forma particular da nao-existéncia do limite,
ou seja, f(x) assume valores tao grandes quanto quisermos, bastando para isso escolhermos os

valores de z suficientemente proximos de -1.
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Definicao 3.2 FEscrevemos
lim f(z) = +o0

r—a

para indicar que os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente grandes, ao tomarmos x suficien-

temente proximo de a. Veja Figura[3.7

y

X

N

Analogamente, se a funcao torna-se grande em valor absoluto, porém negativa, quando x se

Figura 3.7:

aproxima de a, seu significado estd na Definicao B3l

Definicao 3.3 Escrevemos

lim f(z) = —oc0

r—a

para indicar que os valores de f(x) tornam-se arbitrariamente grandes (em mdodulo), porém

negativos, ao tomarmos x suficientemente proximo de a. Veja Figural3.8

<N

y

Figura 3.8:

Observacao 3.1 Defini¢oes similares podem ser dadas no caso de limites laterais:

lim f(x) =400 lim+ f(z) =400 lim f(z)=—00 lim f(z)=—00

T—a~ T—a T—a~ z—at
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Definicao 3.4 A reta x = a é chamada assintota vertical da curva y = f(x) se pelo menos

uma das sequintes condigoes estiver satisfeita:

i) lim f(x) = +o0 i1) lim f(x) =+o0
iii) lim f(z) = —o0 iv) lim fz) = —oc0

a

A

|
|
|
I
|
|
|
|
lim f(z) =+ lim f(z) =+ lim f(z)= -0 lim f(z) = -0

T—a~ z—at z—a~ z—at

Exercicio 3: Analisando os graficos abaixo encontre as assintotas verticais das curvas, cal-

culando o valor dos limites:

2x 2x 1
i b) li d) 1i —
a) lim —— Jm ) Jim
1 1 1 1 h) li 1 ) lim [
)0 Dy e i 0k

1 In(z)

[ N -

w
o
=)
o
.

1 x
2 2 214 6 8 10
i
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Teorema 3.2 : Se r é um inteiro positivo qualquer entdao

lim — =4 e lim — =

Teorema 3.3 : Se a € um numero real qualquer, e se

onde ¢ ¢ uma constante diferente de zero, entao

I) Se ¢>0 ese f(r)— 0 através de valores positivos de  f(x),

IT) Se ¢>0 ese f(x) — 0 através de valores negativos de  f(x),

IIT) Se ¢ <0 ese f(x) — 0 através de valores positivos de  f(z),

IV) Se ¢ <0 ese f(x) — 0 através de valores negativos de  f(z),

se r € par

se r € impar

lim f(z) = 0 e limg(z) = ¢,

O resultado também é vélido se x — a for substituido por x — a*, x — a™.

2
Exemplo 3.22 Calcule lim T
rz—1- T —

2
2

Exemplo 3.23 Calcule lim rrrte
a—3t 12 —2x — 3
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Teorema 3.4 Seja ¢ €é uma constante qualquer, entao

i) se lim f(x) = 400 e lim g(x) = ¢, entdo lim|[f(x) + g(x)] = 400

Tr—a r—a r—a

ii) se lim f(z) = —oc0 e lim g(z) = ¢, im[f(z) + g(x)] = —o0

r—a Tr—a r—a

7

O teorema continua vdlido se "z — a” for substituido por x — a™ ou”"x — a”.

1 1
Exemplo 3.24 Calcule lim + .
=2t |x —2 x4+ 2

Teorema 3.5 Se lim f(x) = 400 e lim g(x) = ¢, ¢ uma constante nao-nula, entdo

r—a r—a

i) se ¢ >0, entdo lim f(x).g(z) = +oc;

Tr—a

ii) se ¢ <0, entdo lim f(x).g(z) = —o0.

r—a

2

O teorema continua vdlido se "x — a” for substituido por "x — a*” ou”x — a”.

5 4
Exemplo 3.25 Calcule 316111:13 {(:p —3y . zi—4] )

Teorema 3.6 Se lim f(x) = —o0 e lim g(z) = ¢, ¢ uma constante nao-nula, entao

r—a r—a

i) se c> 0, entdo lim f(z).g(x) = —oc;

ii) se ¢ <0, entao lim f(x).g(z) = +o0.

7

O teorema continua vdlido se ”x — a” for substituido por x — a™” ou”x — a~.

bt 4
E lo 3.26 Calcule li . .
xemplo acuezir%_[x_i_Q $_4]
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3.5 Limites no Infinito

Anteriormente estudamos limites infinitos, vimos que a medida que tomavamos x tendendo

a um numero a , os valores de f(x) ficavam arbitrariamente grandes (em médulo). Vamos agora

tornar x arbitrariamente grande (em mdédulo) e ver o que acontece com f(z).

2
Consideremos a fungao definida por f(z) = x22 :j_ ] e observemos as tabelas a seguir:
222 222

0 0 0 0

1 1 -1 1

2 1,6 -2 1,6

3 1,8 -3 1,8

4 1, 882353 —4 1, 882353

5 1,923077 -5 1,923077

10 1,980198 —10 1,980198

100 1,999800 —100 1,999800

1000 1,999998 —1000 1,999998

Observemos que quando x cresce, tomando valores positivos, f(z) se aproxima de 2. Analoga-
mente, quando x decresce, tomando valores negativos, f(x) se aproxima de 2.

A figura abaixo mostra um esboco do grafico desta funcao:

Figura 3.9:

Definicao 3.5 Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (a,+o00). Entao

lim f(x)=1L

T—-+00

se 0s valores de f(x) ficam arbitrariamente proximos de L tomando x suficientemente grandes.
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Observemos as figuras a seguir:

Figura 3.10:

Definigao 3.6 Seja f uma fungao definida em algum intervalo (—oo, a). Entdo

lim f(x)=1L

r——00

se os valores de f(z) ficam arbitrariamente prozimos de L tomando x suficientemente grande

em valor absoluto, mas negativos.

Observemos as figuras a seguir:

v
e D >
I y=1(x)

y = f(x)

Figura 3.11:
Definigao 3.7 A reta y = L é chamada assintota horizontal da curva y = f(z) se

lim f(z)= L e para um nimero N, se x > N entao f(x)# L

T——+00

ou

lim f(x) =L e para um nimero N, se x < N entdo f(x) # L.

Tr——00
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1
Exemplo 3.27 Observando o grdfico da funcao f(x) = —, determine lim f(x) e lim f(x)
x

Figura 3.12:

Teorema 3.7 Ser for um inteiro positivo qualquer entao

1

i) lim —=0
z—-+oo T
1

ii) lim — =0

z——o0 T

r—-+00 T——00

O Teorema [3.7] é util para o estudo de limites de fungoes racionais. Especificamente, para

achar lim f(x) ou lim f(x) para uma funcao racional f, primeiro dividimos numerador e
Tr——00

r—00

denominador de f(x) por 2", em que n é a mais alta poténcia de x que aparece no denominador,

e em seguida aplicamos os teoremas sobre limites.

Exemplo 3.28 Calcule:

4dr — 3 222 — 5
v 2) lm TS

1
) Jim o 0 T 1

3r+4
4) lim —— 5 lim (Vz?2+1—=x
) z——00 \/272 — § ) a:—>+oo( )
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3.6 Limites Infinitos no Infinito

Usamos a notacao

lim f(z) =400

T——400

para indicar que os valores de f(x) tornam-se grandes quando x se torna grande. Analogamente

podemos ter:

lim f(z) =400, lim f(z)=—-00 ¢ lim f(z)=00

T——00 T—400 T——00

Teorema 3.8

( (

) Jim f(z) = 400 Jim [f(z) + g(2)] = +o0
a =
| lim g(z) = +o0 | lim [f(@)g(2)] = +o0
e[ i) o =
=
( lim f(z)=—o00 _
o] = > lim [f(@)g(e)] = —o0
, (i [f(2) + g(0)] = +oo
lim f(z) =L, L real, pheo
d) { “tee = lim [f(x)g(z)] = 400, se L >0
lim g() = +oc e
e i [f(@)g(a)] = —o0, se L <0

lim f(z) = L, L real, pteo

e) ¢ T = lim [f(z)g(z)] = —o0, se L >0
lim g(z) = —o0 T

phee liril [f(x)g(z)] = 400, se L <0
\ T—T

Exemplo 3.29 Calcule:

) B +3r—1 b 1 23 —3x2+1
a) lim =——— — im ————
w0 202 + 1 + 1 oo 207 1 1

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 82 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 3. LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES DE VARIAVEIS REAIS

3.7 Continuidade de Funcoes

Ao estudarmos limites na se¢do anterior, vimos que lim f(z) pode existir mesmo que f nao
r—a
esteja definida no ponto a. Se f estd definida no ponto a e lim f(x) existe, este limite pode ou
r—a
nao ser igual a f(a). Se lim f(z) = f(a), entdo dizemos que f é continua em a, de acordo com a
r—a

Definicao B8

Definicao 3.8 Dizemos que uma funcio f € continua no niumero a se, e somente se, as

sequintes condi¢coes forem satisfeitas:
i) f(a) existe;

ii) lim f(x) existe;

r—a

iii) lim f(x) = f(a).

r—a

Se uma ou mais de uma dessas condi¢oes nao forem verificadas em a, a funcao f serd des-

continua em a.

As figuras a seguir mostrem esbocos de graficos de funcoes descontinuas em a.

y y y /\ y
a x a X a X ; X
Figura 3.13:

Teorema 3.9 Se f e g forem fungoes continuas em um numero a, e k uma constante, entdao

[+,

f—g,f.9 ekf sao fungoes continuas em a; f/g serd continua em a, desde que g(a) # 0.
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Teorema 3.10 As sequintes funcoes sdo continuas em todos os pontos do seu dominio:

e funcoes polinomiais e funcoes racionais
e funcoes trigonométricas e funcoes trigonométricas inversas
e funcoes erponenciais e funcoes logaritmicas

Exemplo 3.30 Verifigue se a funcdao f € continua em x =1 :

—

W o) ="
% —1

) fa) =4 a1 07
2, se x=1

20 — 3, se z <1

T, se x>1

Limite de Fungao Composta

Sejam f e g duas fungdes tais que I'm(f) C D(g). Queremos estudar o limite

lim g(f(z)).

r—a

supondo que lim f(z) = b e considerando u = f(z) é razodvel esperar que

r—a

lim g(f(x)) = lim g(u) (3.1)

r—a

Assim temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.11 Se lim f(x) = b e se a fun¢do g for continua em b,

r—a

lim(g o f)(z) = g(b)

Tr—a

ou, equivalentemente,

lim g(f(x)) = g(lim f(z))

r—a r—a

, % —1
Exemplo 3.31 Calcule hrr% 1
Tr— xr —

Teorema 3.12 (Teorema do Confronto/Teorema do Sanduiche): Se as funcoes f,g e
h estao definidas em algum intervalo aberto I contendo a, exceto possivelmente em a, com

f(z) < g(z) < h(z) para todo x # a no intervalo I e se lim f(z) = limh(z) = L, entdo

r—a r—a

lim g(z) = L.

r—a

Figura 3.14:

Exemplo 3.32 Mostre que lirr(l) r?sen— = 0
T— X
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3.8 Limites Fundamentais

1.

2.

senx
lim
x—0 X

) 1\"
lim (1 + —) =e
r—to00 x

= 1 (Prova em sala)

Para analise de 2, observemos a tabela

1 T
x flz) = (1 + ;)
1 2
107 (1,HP
107 (1,01)™0
10° (1,001)*0%0
107 (1,0001) 0000
10° (1 000010000
10° (1, 000000001)'%”

1 x
Conclusdo: lim (1 + —) =e
T

T—+00

1
Fazendo a mudanca de varidvel: z = —, temos * — 0" = y — +o00. Logo

1

— 1 Y
lim (1+2)z = lim (1—1——) =
z—0t y—+00 Yy
lim &L 0,a# 1
lim — =In a, (a > 0,a # 1).
lim 1 — cosx —0
x—0 €x
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Exercicios - Capitulo 3

Exercicio 3.1 Determine o valor do limite, se existir:

212 36
a) lim (3z% — 7x — 4) b) lim T c) lim 52?2 +3x+1
r——1 x—6 xr — 5 r——2
d) lim log(:r; — 3z + 10) e) lim cosz.sen(x + ) f) lim e®n*
2(x —3) — 2 -1 24 5x—14
g) lim (z—-3) h) lim vz i) lim ror - 12
xr—b 17—5 r—1 x—l r—2 [E—2
-6 9 272 -6 h)? — a?
J) lim ~ T ) v m) hm(ohL ) —a
z—3 xr—3 z——2 x+ 2 h—0

lim == "°r—°
s) a:—l>r1r}2 612 — Tx + 2

\/x—i— —\/_ ) (xz 1 ) 222 4+ 5 —3

2 — Vr — 1
t) lim vt u) limM v) hmﬁ—
—-8 1+ 8 o—64 /x — 4 a—1 Jr—1
-2
x) lim a

=2 /3x —5—1
Exercicio 3.2 Determine, se existir, o valor dos limites:

2, se z<1
a) hm+ f(z), lim f(x),lirr% f(z), se f(x)=< =1, se z=1
z—1 r—1— T—

-3, se 1<z

b) lim f(¢ ), hm (), 11m4f(t), se f(t) =

t——4t

{t+4, se t<—4

4—t, se t>—4

3x+1, se x#1
) lim £(z). se /() :{

0, se z=1
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Y

22, se <2
0ty f12), se fi2) = {

4—2x, se x>?2

2

) — x4, se v <1
HGEFION f@):{

20 — 1, se z>1

e) lim

3r+2, sex <4
Exercicio 3.3 Dada f(z) = . Ache o walor de k para o qual lim f(x)

dr+k, se4 < ux v

existe.
x2, ser < —2

Exercicio 3.4 Dada f(z) = ar +b, se—2<ux<2 . Ache os valores de a e b, tais que
20 — 6, se2<ux

lim f(z) e lirr% f(x) ambos existam.

r——2

Exercicio 3.5 Um pais taza em 15% a renda de um individuo até R$20.000 e em 20% a renda
acima daquele limite.

a) Determine uma fungdo T definida por partes para o imposto total sobre uma renda de x
reais.

b) Ache lim T(z) e lim T(x)

1—20.000— —20.0001

Exercicio 3.6 As tazas para despachar cargas por navio sao frequentemente baseadas em formulas
que oferecem um preco menor por quilo quando o tamanho da carga € maior. Suponha que x

quilos sejam o peso de uma carga, C(x) seja o seu custo total e

0,802, se < xz< 50
C(x) =14 0,70z, se 50 < z< 200
0,65z, se 200 < x
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a) Faga um esbogo do grdfico de C.
b)Ache cada um dos sequintes limites:

i) lim C(x) ) lim C(z) i) lim C(z) ) lim C(z)

r—50~ r—50t r—200— z—200*
. |z — 4]
Exercicio 3.7 Dada f(z) = PR
x —

a) lim f(x)

r—4=

ache cada limite, se existir:

b) lim f(x)

r—4+

c)lim f(x)

CC—)4

Exercicio 3.8 Se g(z) =+/5 — «z, lir% g(x) existe?

Exercicio 3.9 Para as fungoes dos graficos abaixo, determine os limites laterais da fun¢ao em

‘ E « I E X E X
7 '3 Ea ia//— - Eaf
a) ' b) : <) 9
1 1 1 !
f@):x—a f(m):(x—a)Q f<x>:_m—a f(x):_(x_a)Q

a) lim f(x) b) lim f(x) o)lim f(x)

z—0+ z—0~ z—0

d) im f(z) e) lim f(z) f)lim f(z)

z——2F r——2" r——2

g) lim f(x) h)lim f(z)  4)lim f(zx)

z—1+ z—1~ z—1

J) lim f(x) k) lim f(z) Dlim f(z)

z—3+ z—3~ —3
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Exercicio 3.11 Determine o valor do limite, se existir:

) x+2 . T+ 2
“4 zlgg | b) a:liglf 2 —4
2 1 1
d) lim L ) e) lim [ - — —
-3+ T —3 0+ \x 12
2 1 2 7
lim 22 h) lim o2

z—+o00 DT — 2

) i r+4 . 222 — 3z
J im _—
z—+o0 322 — b

203 — 4 1

VT =2
p) lim vat o2+ q) lim (Va2+1-—uz)

T——00 T+ 5 T —-+00 ]
: z+2\" , —
T
D () e
1 2 2¢ 1
v) lim (1 + —) w) lim =
r—+00 € x—0 x
. sendx . sen2x
lim z) lim
z—0 sen 4x z—0 T

. V3 +a?
¢) lim ——

z—0~ X

2 3
li —
/) s <x2+3x—4 x+4)

. T2 —2x+1
i) lim ——————
z—+oo 312 + 81 + 5

. 423 +22% — 5
l) lim ——m——
z——oc0 813 4+ 1+ 2

x2+4
0) lim ——
)a:—lfil-loo T+ 4

r) lim (\/W—Qx)

Tr——+00
2 x+1
u) lim (l—l— —)
T——+00 €T
R A |
z) lim
r—0 x
. b =25
a) lim
z—2  — 2

Exercicio 3.12 Determine, se existirem, as assintotas verticais e horizontais do grafico de

funcgao f e esboce o grdfico.
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1 222 243 2
a)f(x):$2_4 b)f(it):xgj_l C)f(m):%
2
D f@) = @) = et e T ) fa)=
(1 se < —2
r+2 B
—1
) f@="5—  Wf@=2+1  )J@)={2 5 % —2<r<3
vr+13, se x> 3

Exercicio 3.13 Verifique se cada funcao a sequir é continua no ponto a indicado:

2 se <2

r+3, se z<1 ’
a)f(x) = , a=1 b)f(z) = r—5 se x>2 , a=2
4, se x>1

l1—=z

0 se =2
2 _
3 & 9, T # 3
c)f(x):x+2, a=—2 d) f(z) = r—3 , a=3
4, =3
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Capitulo 4

Derivadas

Neste capitulo introduziremos o conceito de derivada, considerando primeiro sua interpretacao
geométrica. A seguir daremos a definicao de derivada e as regras de derivacao. Por ultimo

apresentaremos as aplicacoes de derivada no calculo de taxa de variacao e no esboco de gréficos.

4.1 A Reta Tangente

Consideremos uma func¢ao f definida no intervalo I e P(a, f(a)) e Q(z, f(z)) dois pontos
distintos do gréafico da fungao, como mostra a Figura 4.1l
Para determinarmos a reta tangente ao grafico de f no ponto P(a, f(a)), primeiramente

calculamos a inclinagao da reta secante s :

_ f(x) = fla)

Tr—a

92
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Figura 4.1:

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, () se mova sobre o grafico em direcao a P. A
medida que ) aproxima-se de P, a inclinacao da reta secante tende para um valor limite. Este
valor limite, se existir, é chamado de coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao

no ponto P. Observe a Figura [4.2]

y

Figura 4.2:

Observacao 4.1 Fazendo x = a + h na Figura[{.1] temos a sequinte defini¢ao :

Definicao 4.1 Seja f uma funcdo continua em a. A reta tangente ao grifico de f no ponto

Pla, f(a)) €&

fla+h) = f(a)
h

it) a reta que passa por P e tem inclina¢io m = Illim , se o limite existe;

—0
it) a reta x = a se

lim flath) = f(a) =400 0u —00 € lim fla+h) = fla) = 400 00U —00
h—0+ h h—0~ h
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Observacao 4.2 Se i) e nem ii) da Definicio [{.1] forem verdadeiras, entdo nao existira reta

tangente ao grdfico de f no ponto P(a, f(a)).

Exemplo 4.1 Encontre a equagdo da reta tangente a pardbola f(x) = 2% nos pontos Pi(1,1), P,(0,0),
e Py(—1,1).
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1
Exemplo 4.2 Encontre a equagdo da reta tangente ao grdfico da funcao f(x) = — no ponto
x

P(1,1).

Exemplo 4.3 Encontre a equagio da reta tangente ao grdfico da func¢ao f(xr) = &/ no ponto

P(0,0).

4.2 A Derivada

Definicao 4.2 A derivada de uma fung¢ao no ponto a, denotada por f'(a) (lé-se: f linha de a),

iy Jlat+h) = f(a)
f'(a) = lim Y ,

h—0

quando o limite existe.

Exemplo 4.4 Encontre a derivada da fungdo f(x) =22 —5x +6 em x = a e determine f'(2).
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Definicao 4.3 Se a funcao f estd definida em a entao a derivada a direita de f em a,

denotada por f' (a) € definida por

, caso o limite exista.

) = i L0~ T@)

h—0t h

Analogamente, se a funcao f estd definida em a entdo a derivada & esquerda de f em a,

denotada por f' (a) € definida por

) — i L) =S

, caso o limite exista.
h—0~ h

Dizemos que uma fungao é derivdvel em um ponto quando as derivadas laterais existem e sao
1qUaLs.
Quando as derivadas laterais existem e sao diferentes em um ponto a dizemos que a funcdao

nao € derivdvel em a.

Definicao 4.4 A derivada de uma funcao € a funcao, denotada por f', tal que

o) — tim D) = @)

h—0 h

se o limite existir, com x € D(f).

Observagao 4.3 Na definicio (4.4) denotando a variagio h como Ax, a varia¢io em y como

d
Ay e escrevendo d_y em lugar de f'(x), temos
x

dy . Ay
—~ = lim —=.
dr Az—0 Ax

dy § . N . N
Notemos que T ¢ um simbolo para derivada e nao deve ser considerado como uma Taza0.
x

Na verdade T deve ser considerado um simbolo para o operador derivada. Isto €,
x
dy d
dr %(?J),

representa a derivada de y em relagao a x.

Outras notagoes para derivada dey = f(x) : f'(x), D.f(x), Dyy ey
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d
Exemplo 4.5 Encontre d_y sey =+x—3.
x

Teorema 4.1 Se uma funcao f for derivavel em a, entao f serd continua em a.

Observacao 4.4 A reciproca do Teoremalf.1 nao é verdadeira, isto €, nem toda fungdao continua

em a, € derwdvel em a.

4.3 Teoremas sobre Derivacao

Teorema 4.2 Se f(x) = ¢, ¢ uma constante real, entao f'(x) =0, para todo x.

Exemplo Se f(x) =5, entao f'(x) = 0.

Teorema 4.3 Se f(z) = 2", entdo f'(x) =n- 2", para todo n inteiro positivo.
Ezemplo Se f(z) = 23, entao
f(x) = 3%
Teorema 4.4 Se f(x) = k- g(x), k constante, entio f'(x) =k - ¢'(x).

Ezemplo Se f(z) = 527, entao
f'(z) = 352°.
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Teorema 4.5 Se h(z) = f(x) + g(x) entdo, se existirem f'(x) e ¢'(x) teremos:

W(x) = f'(z) +4'(z).

Este teorema pode ser aplicado a um nimero qualquer, finito, de funcoes.

Ezemplo Se f(x) = Tz* — 22% + 8z + 5, entao

f(z) = 2823 — 62% + 8.

Teorema 4.6 Se h(z) = f(x).g(z) entdo, se ezistirem f'(x) e ¢'(x) teremos:

W(x) = f'(z).9(x) + f(2).g'(x).

Ezxemplo Encontre h/(x) se h(z) = (22° — 2?)(32° + 2?)

Teorema 4.7 Se h(z) = J;Eg, onde g(z) # 0 entdo, se existirem f'(x) e g'(x) teremos:
/ f'(@).g(x) — f(x).g'(x)
B () —
@ oG
Exemplo Encontre h'(x) se h(zx) = ;ZE_S—;—_fl
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Teorema 4.8 Se f(x) = x™", onde —n é um inteiro negativo e v # 0, entdo f'(x) = —n-x~ "1

Exemplo Se f(x) = 35, entao f'(x) = ——.
x

4.4 Derivadas de Funcoes Trigonométricas

Derivada da funcao seno

Para encontrar a derivada da funcao seno usaremos a identidade trigonométrica:

sen(a + b) = sen a.cosb+ cosa.senb.

Teorema 4.9 Se f(x) = senx entdo, D,(senz) = cos .

Exemplo 4.6 Determine f'(z) sendo, f(x) = z*sen .
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Derivada da funcao cosseno

Para encontrar a derivada da funcao cosseno, aplicaremos a identidade trigonométrica:

cos(a+ b) = cosa.cosb — sena.senb

Teorema 4.10 Se f(x) = cosx entao, D,(cosz) = —senx.
Exemplo 4.7 Determine —y, sey = _sne
dz 1 —2cosx

Exercicio 4: Verifique que a derivada das funcoes tgx, cotgx, secx e cossecx sao dadas
D,(tgx) = sec*x

D, (cotgx) = —cosec* x

secr) = secx.tgx

(
d) D,(cossecx) = —cossecz.cotgx

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 100 Prof . Angela Mognon



CAPITULO 4. DERIVADAS

4.5 A Derivada das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Para determinarmos a derivada das fungoes exponenciais e logaritmicas usaremos limites

fundamentais estudados anteriormente:

Derivada da funcao exponencial

Teorema 4.11 Se f(z) =a" (coma > 0 ea # 1 ) entdo, f'(z) = a”Ina.

Em particular, se f(x) = e* entao, f'(x) = e*.

Derivada da funcao logaritmica

1
Teorema 4.12 Se f(z) = log,x (coma > 0 ea # 1 ) entdao, f'(z) = e
x.lna
1
Em particular, se f(x) = Inx entdo, f'(x) = —.
T

Exemplo 4.8 Determine f'(x) se f(x) = logaz.
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4.6 A Derivada de uma Funcao Composta e a Regra da
Cadeia

Para determinar a derivada de uma funcao composta usaremos um dos importantes teoremas
do Célculo chamado de Regra da Cadeia. Considerando f e g duas funcoes derivaveis tais que
Im(g) C D(f), podemos apresentar a Regra da Cadeia, que nos dé a derivada da funcéo

composta f o g em termos das derivadas de f e g.

Teorema 4.13 (Regra da Cadeia) Se [ e g sio funcoes tais que Im(g) C D(f) com g

derivdvel em x e f derivdvel em g(x) entdo, a fun¢ao composta f o g é derivdvel em z, e

(f 0 9)(z) = f(g(x)). g (x).
Fazendo u = g(x) ey = f(u), o teorema € dado por:
dy _dy du
dr  du'dx

Ou ainda,

d
Exemplo 4.9 Calcule . (sen(z® +3)), considerando f(z) = senx e g(x) = 2* + 3.
T

d
Exemplo 4.10 Calcule d—(2x3 — 522 + 4)'° considerando f(x) = 210 e g(x) = 223 — 5x? + 4.
T

2
x—1

d [ 2\
Exemplo 4.11 Calcule . (3: — 1) , considerando f(z) = 2° e g(x) =
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Teorema 4.14 Se u = g(x) € uma funcao derivdavel e n é um nimero inteiro ndo nulo entdo,

Para provarmos este resultado basta usarmos a Regra da Cadeia e os Teoremas e L8

Exemplo 4.12 Dada f(x) = sen 2z, determine f'(z).

Exemplo 4.13 Dada f(t) = tg(3t* + 2t), determine f'(t).

Exemplo 4.14 Dada f(z) = sec*(3x), determine f'(x).

Exemplo 4.15 Dada f(z) = sec*(22?), determine f'(x).

Exemplo 4.16 Derive y = sen(x?) e y = sen’(z).

senx sec3x

Exemplo 4.17 Derive y = e ey=e
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4.7 Derivacao Implicita

Até agora utilizamos fungoes da forma y = f(x), ou seja, funcoes descritas expressando-se
uma variavel(y) explicitamente em termos de outra (x). Algumas fungoes, entretanto, sdo

definidas implicitamente por uma relagao entre x e y, tal como
a2 +y>=1 Ary=1 3) 23 + y3 = 6ay
Nestes casos para determinarmos y = f’(x) usaremos a derivagao implicita.

A derivacao implicita consiste em derivar os dois membros de uma equacao que envolve
duas varidveis, x e y, em relacao a uma delas. Como em geral desejamos ter y como funcao de
x, essa derivagao é normalmente feita em relagdo a varidvel x. Apds a derivacao em ambos os

dy

membros, isolamos y' = T
x

Aplicando a derivagao implicita nos exemplos acima temos:

1)2$+2y.y'20:y’:—§ 2)1.y—|—m.y’:0:y':—%

2y — 22

2 2 _ —
3)3x? + 3%y =6(y +xy) = y,_y2—2x

Exemplo 4.18 Encontre iy’ sabendo que:

a) sen(z +y) = y*.cosx b)at +y* =16
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Teorema 4.15 (A Regra da Poténcia)

Se n for um nidmero real qualquer e f(x) = z" entao,

(@) = na!

Prova: Se y = 2™ entao,

Inly| = In|z|” =nin|z] = #0

Consequentemente,

<
SHES

< |

Portanto,

Deste teorema, resultam as seguintes consequéncias:

1
Consequéncia 1: Se f(z) = 2w, entdo fl(x)=—"- x%_l, para todo n inteiro positivo.
n

Consequéncia 2: Se f(z) = 2", entdao f'(x) = r- 2!, para todo r racional (r = ¢, a e

beZ,b#0).

Exemplo 4.19 Dada f(z) = 4v/22, determine f'(z).

Exemplo 4.20 Dada f(x) = 5vx? + 3, determine f'(x).
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Exemplo 4.21 Dada f(x) = /(z3 + 1)4, determine f'(z).

Exemplo 4.22 Dada f(x) = /2x% — 4z + 5, determine f'(z).

3
Exemplo 4.23 Dada g(z) = T determine ¢'(x).
T

Exemplo 4.24 Dada f(r) = V4sen?r + 9cos?r, determine f'(r).

4.8 Derivadas Sucessivas (Derivadas de Ordem Superior)

Se a fungao f for derivavel, entdo f’ serd chamada a derivada primeira de f. Se a derivada

de f’ existir, ela serd chamada de derivada segunda de f e poderd ser denotada por f” (lemos
2

f duas linhas) ou d_g Da mesma forma, a derivada terceira de f é definida como a derivada
x

3
de f”, se ela existir. A derivada terceira de f é denotada por f” (lemos f trés linhas) ou d_z
x
Assim, sucessivamente, para cada n € N, supondo definida a funcao f"~!, se esta for de-

rivavel, temos definida a funcdo derivada n-ésima de f, dada por:

fr@) = ("1 (@)
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ou seja,

d™y d {dnly}

dz®  dx | daxn!

Exemplo 4.25 Calcule todas as derivadas da funcao f dada por f(z) = 8x* + 52° — 22 + 7

Exemplo 4.26 Calcule
3

ﬁ@senx + 3cosx — %)
T

Exemplo 4.27 Calcule
2

12 aplicando derivacdo implicita sobre a relacao 4a® + 9y? = 36.
x
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Aplicacoes da Derivada

4.9 Taxa de Variacao de uma Funcao

Se y = f(x), e se x variar de x; até r1 + Az, entao y variard de f(x1) até f(x; + Ax). Assim,
a variacao de y, denotada por Ay, é f(z1+ Ax) — f(x1), quando a variacao de z for Az. A taxa
média de variacao de y por unidade de variacao de x, quando z variar de x; a x; + Ax, serda

entao

o+ An) = f(z) Ay
Az Az

A taxa média de variacdo de uma funcao fornece a variacao média da funcao por unidade

acrescida a variavel z.

Exemplo 4.28 Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(t) represente o
espaco percorrido pelo movel até o instante t. Entao, no intervalo de tempo entre t et + h, o

corpo sofre um deslocamento

As=s(t+h)—s(t)

Definimos a velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente:

_ s(t+h)—s(t)
fm = h

isto €, a velocidade média ¢ o quociente do espaco percorrido pelo tempo gasto em percorré-lo.

4.9.1 Taxa de Variacao Instantanea de uma Funcgao

A taxa de variacao instantanea de uma funcao f no ponto a é o limite, quando h — 0, do

quociente entre a variagao da fungao no intervalo [a,a + h] e o comprimento do intervalo, isto é,
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h—0

Observe que a taxa de variagao instantanea de uma fungao f no ponto a ¢ a derivada de f

no ponto a.

Exemplo 4.29 Seja V(z)em? o volume de um cubo com xcm de lado, use a calculadora para
calcular a taxa média de variagao de V(x) em relagdo a x, quando x variar de:
a)3 a3,2 b)3 a3, 1 c)3a3,01 d) 3 a 3,001

Qual a taza de variagdo instantanea de V(x) em relagdo a x quando x € 37

Exemplo 4.30 No instante t = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posi¢ao
no instante t € dada por s(t) = 16t — t>. Determine:

a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2,4];

b) a velocidade do corpo no instante t = 2;

¢) a aceleracao média do corpo no intervalo [0, 4];

d) a aceleragdo no instante t = 4.
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4.9.2 Taxas Relacionadas

Em muitos problemas, uma quantidade é dada com fun¢ao de uma variavel que, por sua vez,
pode ser reescrita como funcao de sua segunda variavel, muitas vezes queremos calcular a taxa de
variacao da quantidade original em relagao a segunda variavel, estes problemas sao denominados

problemas de taxas relacionadas e podem ser resolvidos com auxilio da regra da cadeia.

Exemplo 4.31 Um estudo do meio ambiente de uma comunidade suburbana conclui que a taxa
média didria de mondzido de carbono no ar € de c¢(p) = \/m partes/milhao de habitantes,
quando a populacao € p milhares de habitantes. FEstima-se que daqui a t anos a populacao serd
p(t) = 3,1+ 0,1t? milhares de habitantes. Qual serd a taza de variagdo, em relagao ao tempo,

da tazxa de mondzido de carbono daqui a 3 anos? (Use a regra da cadeia).

Exemplo 4.32 Numa certa fabrica, o custo total de fabricacao de q unidades é
C(q) = 0,2¢* + q + 900 reais. Sabe-se que, aprozimadamente, q(t) = t* + 100t unidades sao
produzidas durante as t primeiras horas da jornada de trabalho. Qual serd a taxa de variacdo,

em relacdo ao tempo, do custo total de fabricacdo 1 hora apds o inicio do trabalho didrio?
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Exemplo 4.33 Um quadrado de lado | estd se expandindo sequndo a equagdio | = 2+ 1%, onde a

varidvel t representa o tempo. Determine a taxa de variacao da drea desse quadrado no tempo

t=2.

Exemplo 4.34 Um tanque de agua tem o formato de um cone invertido de 20 metros de altura
e 5 metros de raio da base circular. O tanque tem um vazamento constante de 2m3 de dgua por

minuto. Com que velocidade o nivel de dgua estard descendo, quando a profundidade da dgua

for de 8 metros?
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4.10 A Diferencial

Nesta secao introduzimos notacao e terminologia adicionais que serao usadas em problemas

dy

envolvendo diferenciacdo. A nova notacdo permitird encararmos 4, como um quociente em
x

lugar de apenas um simbolo para a derivada de y em relacao a x. Vamos utiliza-la também para

estimar variagoes de quantidades.

Consideremos uma funcao f derivdavel em x. A variagao sofrida por f, quando se passa do

ponto x para o ponto x + Ax é:
Ay=Af = f(z+Az) - f(z)

Para uma melhor interpretacao geométrica, observe a figura abaixo:

/

3
y

dy

1
1
|
|
1
1
X

[=]

X+Ax

/=

A reta PR, tangente ao grafico de f no ponto P(x, f(z)) tem coeficiente angular m = f'(x).

Logo,

d
Fazendo, A x = dx temos: dy = f'(z).dx, ou seja, % = f'(x).

Veja que esta definicao coincide com a notacao de derivada ja utilizada. Esta nova notacao
d

ey ) . , .
permitira encararmos T como um quociente em lugar de apenas um simbolo para a derivada
x

de f em relacao a .
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4.10.1 Aplicacgoes das Diferenciais no Calculo de Variagoes

dy

o

/=

Figura 4.3:

Da figura podemos observar que, quanto menor for Az, mais préximo dy estard de Avy.
Portanto, para pequenos valores de A x dizemos que: dy ~ Avy.
Logo, podemos utilizar a diferencial de f para calcular variacoes de f, para pequenas

variagoes de x.

Definicao 4.5 Se a fun¢ao f for definida por y = f(x), entdo a diferencial de y, denotada

por dy, serd dada por

onde x estd no dominio de ' e Ax € um incremento arbitrdrio de x.

Definicao 4.6 Se a funcao f for definida por y = f(x), entdo a diferencial de x serd dada

por

de = Ax

onde Ax um incremento arbitrdrio de x e x estd no dominio de f'.
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Exemplo 4.35 Consideremos a fungdo f dada por f(x) = 3x* e 0s pontos de abscissa 1 e 1,01.
Calcule:
a) a variagao de f no intervalo [1;1,01];

b) a diferencial de f no ponto de abscissa 1.

Exemplo 4.36 Determine o acréscimo sofrido pela drea de um quadrado de lado x, quando x

varia de 3 para 3,01.

Exemplo 4.37 O raio de uma esfera tem 21 cm, com um erro de medida possivel de no mdximo
0,05 cm. Qual € o erro maximo cometido ao usar esse valor de raio para computar o volume da

esfera?
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Exemplo 4.38 Obtenha um valor aproximado para o volume de uma fina coroa cilindrica de
altura 12 m, raio interior 7m e espessura 0,05 m. Qual € o erro decorrente do uso de diferenciais

para o calculo aprorimado do volume?

Exemplo 4.39 Uma caixa em forma de um cubo deve ter revestimento externo com espessura de
1/4 em. Se o lado da caiza € de 2m, use diferencial para encontrar a quantidade de revestimento

necessaria.
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4.11 Valores Extremos das Funcoes e Otimizacao

Valor Maximo e Minimo de uma funcao real f
Definigao 4.7 Uma fun¢ao f tem mdximo absoluto (ou mdximo global) em c se:
fle) > f(x),Ya € Dy, onde Dy € o dominio de f.
(f(c) é chamado de mdximo absoluto de f)
Analogamente, f tem minimo absoluto (ou minimo global) em c se:
fle) < f(x),Ya € Dy, onde Dy € o dominio de f.
O wvalor f(c) € chamado de minimo absoluto de f.

A figura abaixo mostra o grafico de uma funcao f com um méaximo absoluto em d e um minimo
absoluto em a . Se restringirmos nossa atengao ao intervalo I = [a, ], entao f(b) > f(z),Va € I.

Nesse caso, f(b) é chamado de maximo local de f ou méximo relativo de f.

Ol - - - - =
[ R ——

|
|
|
|
|
|
|
d

X

Defini¢ao 4.8 Uma fun¢ao f tem mdzimo local (ou mdrimo relativo) em c se:
f(c)> f(x),Yx € I, onde I C Dy € um intervalo aberto e c € 1.
O valor f(c) € chamado de mdzimo local de f.
Analogamente, f tem minimo local (ou minimo relativo) em c se:
flc) < f(x),Yx € I, onde I C Dy € um intervalo aberto e c € 1.

(f(¢) € chamado de minimo local de f)
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Exemplo 4.40 Para f(z) = z* temos: f(0) = 0 € o minimo absoluto (e o minimo local) de f.
No entanto, a fun¢ao nao tem um valor mdximo.

y

y=x

Exemplo 4.41 Observando o grdfico de f(z) = 23, vemos que essa fun¢do nao tem um valor

mdximo absoluto nem um valor minimo absoluto.
Yy

y=x

Exemplo 4.42 Analisando o grdfico da funcio f(x) = 3xz* — 162° + 182%, —1 < 2 < 4 na

figura abaixo, temos:

(-1,37)

4 3 2
y=3x -16x +18x

(1,5)

1 0] 1 2 3 4
(3,-27)
Mazximo absoluto de f: Minimo absoluto de f:
Madzimo relativo de f: Minimo relativo de f:
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Teorema 4.16 (Teorema do Valor Extremo)

Se [ for continua em um intervalo fechado [a,b], entao f assume um valor mdximo absoluto

f(c) e um valor minimo absoluto f(d) em algum nimero ¢ e d em [a,b].

A
y y yh

[ Y [

o bF—-=-=-=
/
o

As figuras abaizo mostram que uma fun¢ao pode nao possuir valores extremos se for omitida

alguma das hipoteses do Teorema do Valor Extremo:

N

y
2

Observacao 4.5 O Teorema do Valor Extremo afirma que uma fungao continua em um intervalo

fechado tem um wvalor mdximo e um minimo, contudo, nao diz como encontrar esses valores

extremos.

Teorema 4.17 (Teorema de Fermat)

Se f tiver um mdzximo ou minimo local em c e f'(c) existir, entdao f'(c) = 0.

Observagao 4.6 O Teorema de Fermat nos dd uma condicdo suficiente (se...entdo) mas ndao
necessdria (se, e somente se), ou seja, mesmo quando f'(c) = 0, nao € necessdrio existir um

mdzximo ou um minimo em c. Além disso, podemos ter um valor extremo f(c), sem que exista

f'(e).
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Exemplo 4.43 Para f(x) = x* temos f'(0) = 0, no entanto f(0) ndo é minimo nem mdzimo

de f.

Exemplo 4.44 Para f(z) = |z| temos f(0) = 0 como minimo absoluto de f, no entanto B f'(0).

Observacao 4.7 O Teorema de Fermat sugere que ao procurarmos os valores minimos e mdzimos
de uma fungao f iniciemos procurando os valores ¢ tais que f'(c) = 0. Esses niumeros sao chama-

dos de nimeros criticos.

Definicao 4.9 Um nudmero critico de uma fungao f € um nimero ¢ no dominio de f tal que

f'(c) =0 oud f'(c).

Procedimento para encontrar um maximo ou minimo absoluto de uma funcao
continua em um intervalo fechado:

1°) Encontre os valores de f nos nimeros criticos.

2°) Determine os valores de f nos extremos do intervalo.

3°) O maior valor das etapas anteriores é o méximo absoluto, ao passo que o menor desses

valores é o minimo absoluto.

1
Exemplo 4.45 Encontre os valores absolutos da funcao f(x) = 2% — 32 + 1, —3 <z <4
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4.12 Problemas de Otimizacao

Os métodos estudados nesta se¢ao para encontrar os valores extremos tém aplicagoes praticas
em muitas situagoes do dia a dia. A seguir vamos resolver problemas tais como maximizar areas,

volumes e lucros e minimizar distancias, tempo e custos.

Exemplo 4.46 Um fabricante de caizas de papeldo deseja fazer caizas abertas a partir de pedagos
quadrados de papeldo com 144 cm? cortando quadrados iguais nos quatro cantos e dobrando os

lados para cima. Queremos encontrar o comprimento do lado do quadrado a ser cortado para

obter uma caiza com o maior volume possivel.

Exemplo 4.47 Um campo retangular a margem de um rio deve ser cercado, com exce¢ao do
lado ao longo do rio. Se no lado paralelo ao rio serd usado um material de R$12,00 por metro
linear e, mas laterais wm material de R$8,00 por metro linear, ache o campo de maior drea

possivel que possa ser cercado com R$3.600,00 de material.
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Exemplo 4.48 Uma exposi¢ao de tubaroes serd feita numa tenda que tem o formato de um cone
circular reto com 5m de raio e 4m de altura. Os engenheiros responsdveis pela construgao da
tenda, deverdo encontrar as dimensoes de um cilindro circular reto de maior volume que possa

ser colocado dentro da tenda (cilindro inscrito no cone) para abrigar os tubardes.
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4.13 Esboco de graficos: O Teste da 1? e 2® derivada

O Teorema do Valor Médio

Teorema 4.18 (O Teorema de Rolle) Seja f uma func¢ao que satisfaz as sequintes hipdteses:

1. f € continua no intervalo fechado [a,b].
2. f € derivdvel no intervalo aberto (a,b).
3. f(a) = f(b)

Entao existe um nimero ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0.

VW y / A

1
|
I
1
!
c

|

I
I
I
I
b

ObF — = = = = =
ob— === ==

ok ——=== ==

Figura 4.4:

Prova: Existem trés casos:
Caso I: f(x) =k, uma constante.

Entao f’(z) = 0, logo o ntimero ¢ pode ser tomado com qualquer nimero em (a,b).

Caso II: f(x) > f(a) para algum x em (a,b) (figura (b) ou (c)). Pelo Teorema do Valor
Extremo (hipétese 1), f tem um valor maximo em algum ponto de [a, b]. Uma vez que f(a) = f(b),
ela deve assumir esse valor maximo em algum nimero ¢ no intervalo aberto (a,b). Entao f tem
um maximo local em c e , pela hipdtese 2, f é derivavel em c. Portanto, f'(c) = 0 pelo Teorema

de Fermat.

Caso III: f(z) < f(a) para algum z em (a,b) (figura (c) ou (d)). Pelo Teorema do Valor
Extremo (hipdtese 1), f tem um valor minino em [a, b] e como f(a) = f(b), ela deve assumir esse
valor minimo em algum niimero ¢ no intervalo aberto (a,b). Entdao f tem um minimo local em ¢

e , analogamente ao caso II, f'(¢) = 0.
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Teorema 4.19 (O Teorema do Valor Médio) Seja f uma fung¢ao € continua no intervalo

fechado |a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b). Entao existe um nimero ¢ em (a,b) tal que

f(b) = fla
Fl(e) = % ou f(b) = f(a) = f(e)(b - a)
Y y
B(b,f(b))
Py
P,
B(b.f(b) A(a.f(a)
T : R
Figura 4.5:

Exemplo 4.49 Para ilustrar o Teorema do Valor Médio com uma fung¢ao especifica, vamos
considerar f(z) = 23 —x,a = 0,b = 2. Uma vez que [ é um polindmio, entdo ela é continua e
derivdvel para todo x; logo, € certamente continua em [0,2] e derivavel em (0,2). Portanto, pelo

Teorema do Valor Médio, existe um nimero ¢ em (0,2) tal que
f(2) = f(0)=f'(c)(2—0) =6 = (3¢ —1).2 = 6¢° — 2

o0 que nos dd c? = %, 1sto €, ¢ = j:\/lg. Porém ¢ deve estar em (0,2); logo, ¢ = \%

A figura abaizo ilustra esse cdlculo: a reta tangente no ponto (c, f(c)) € paralela a reta secante

OB.

y =X —x

Figura 4.6:
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Teorema 4.20 Se f'(x) =0 para todo x em um intervalo (a,b), entio f é constante em (a,b).

Corolario (Consequéncia do Teorema [L20)): Se f'(x) = ¢'(x) para todo x em um intervalo

(a,b), entao f — g é constante em (a,b); isto é, f(x) = g(x) + ¢, ¢ constante real.

O teste da primeira derivada

Muitas das aplicagoes do calculo dependem de nossa habilidade para deduzir fatos sobre uma
fungao f a partir de informagoes relativas a suas derivadas. Como f'(x) representa a inclinagao
da curva y = f(x) no ponto (z, f(z)), ela nos informa para qual dire¢do a curva segue em cada

ponto. Assim, é razodvel esperar que informagoes sobre f’'(z) nos dé informagoes sobre f(z).

O QUE f' NOS DIZ SOBRE f?

Para estudarmos como a derivada de f pode nos indicar o comportamento de f, vamos

primeiro definir as fungoes crescentes e decrescentes.

Definicao 4.10 Uma funcao f definida num intervalo I serd crescente naquele intervalo, se

e somente se

f(z1) < f(za) sempre que 1 < 5.

onde x1 e Ty sao numeros quaisquer no intervalo I.

Definicao 4.11 Uma funcdao f definida num intervalo I serd decrescente naquele intervalo,

se e somente se
f(z1) > f(za) sempre que 1 < 5.

onde x1 e Ty $aG0 numeros quaisquer no intervalo I.
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Observe que entre A e B e entre C' e D as retas tangentes tém inclinagao positiva, logo
f'(x) > 0. Entre B e C, as retas tangentes tém inclinagao negativa, portanto, f’(z) < 0. Assim,
parece que f cresce quando f'(x) é positiva e decresce quando f’(x) é negativa. Para demonstrar

que isso é sempre valido, vamos usar o Teorema do Valor Médio.

Teorema 4.21 TESTE CRESCENTE/DECRESCENTE OU TESTE C/D
Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado |a,b] e derivavel no intervalo aberto (a,b):
(i) se f'(x) > 0 para todo = em (a,b), entdo f serd crescente em [a,b|;

(ii) se f'(x) < 0 para todo x em (a,b), entdao f serd decrescente em [a, ).

Demonstracao:

(a) Sejam x1 e xo dois nimeros quaisquer no intervalo (a,b) com xy < x5. De acordo com a
defini¢cdo de uma fungao crescente, temos de mostrar que f(x1) < f(xz).

Como nos foi dado que f'(x) > 0, sabemos que f € derivavel em [x1,x5]. Logo, pelo Teorema

do Valor Médio, existe um numero c entre x1 e xo tal que
f(x2) = f(21) = f(c) (w2 — 21)

Como, f'(c) >0 e xy —x1 >0 temos: f(xs) — f(x1) > 0 ou seja, f(x1) < f(x2).
Isso mostra que f € crescente.

A parte(b) é demonstrada de maneira semelhante.
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Exemplo 4.50 Encontre os intervalos onde a funcdo f(x) = 3z* — 42> — 122% + 5 € crescente

e onde ela é decrescente.

Teste da Derivada Primeira

Seja f uma fungao continua em todos os pontos do intervalo aberto (a,b) contendo o niimero

¢ e suponha que f’ exista em todos os pontos de (a,b), exceto possivelmente em c.

(a) Se o sinal de f” mudar de positivo para negativo em ¢, ou seja,
f'(x) >0, se a<x<c e
fl(x) <0, se c<ax<b

entao f tem um maximo local em c.

(b) Se o sinal de f" mudar de negativo para positivo em ¢, ou seja,
fl(x) <0, se a<z<c e
f(x)>0, se c<az<b

entao f tem um minimo local em c.

Resumidamente, para determinar os extremos relativos de f devemos proceder da seguinte
maneira:

1- Encontrar f'(x);

2- Encontrar os nimeros criticos de f;

3- Aplicar o Teste da Derivada Primeira nos ntmeros criticos de f.

Nos exemplos a seguir ache os extremos relativos de f, aplicando o procedimento acima.
Determine os valores de x nos quais ocorrem extremos relativos, bem como os intervalos nos

quais f é crescente e aqueles onde f é decrescente. Faca um esbogo do gréfico.
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Exemplo 4.51 Esboce o grifico da funcio f(x) = x® — 62 + 92 + 1.

22 —4, se x <3
Exemplo 4.52 FEsboce o grdfico da fungao f(z) =
88—z, se 3 x

4
3

Exemplo 4.53 FEsboce o grdfico da funcao f(x) = x3 + 45

Exemplo 4.54 FEsboce o grdfico da fun¢ao f(z) =z + 2senx, 0 < z < 27
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O teste da segunda derivada

A figura abaixo mostra os graficos de duas fungoes crescentes em (a,b). Ambos os gréficos
unem A ao B, mas eles sao diferentes, pois inclinam-se em diregoes diferentes. Como distinguir
entre esses dois tipos de comportamento? Observando as tangentes a essas curvas tracadas em
vérios pontos, podemos notar que: na parte (a) a curva fica acima das tangentes e f é chamada
concava para cima em (a,b). Em (b) a curva fica abaixo das tangentes e g é denominada céncava

para baizo em (a,b).

<

w
<

vy}

>

S |- ===
x

St l--——-—- - — - - - -
b

o
Q f----

O QUE {” NOS DIZ SOBRE f?
Para estudarmos como a derivada segunda de f pode nos indicar o comportamento de f,
vamos primeiro definir as func¢oées com grafico concavo para cima ou com grafico concavo para

baixo.

Definigao 4.12 O grdfico de uma fungdo f € dito céneavo para cima no ponto (c, f(c)) se
f'(c) existir e se howver um intervalo I contendo c, tal que para todos os valores de x # ¢ em I,
o ponto (z, f(x)) do grdfico estd acima da reta tangente ao grdfico em (c, f(c)).

Analogamente, dizemos que o grdfico de uma funcdo f é ecéncavo para baixro no ponto
(¢, f(e)) se f'(c) existir e se houver um intervalo I contendo ¢, tal que para todos os valores de

x #cem I, oponto (x, f(x)) do grdfico estd abaizo da reta tangente ao grdfico em (c, f(c)).
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Definicao 4.13 Se o grdfico de uma funcao f estiver acima de todas as suas tangentes no
intervalo I, entao ele € dito concavo para cima no intervalo I. Se o grdfico de f estiver

abaizo de todas as sua tangentes em I, é concavo para baixo.

Figura 4.7:

Vamos analisar agora como a derivada segunda nos ajuda a determinar os intervalos de

concavidade

Teorema 4.22 Seja f uma funcao diferencidavel em algum intervalo aberto contendo c. Entao,
(i) Se f"(c) > 0 entao o grifico de f é concavo para cima em (c, f(c));

(ii) Se f"(c) < 0 entdo o grifico de f é concavo para baizo em (c, f(c)).

Definigao 4.14 O ponto P(c, f(c)) serd um ponto de inflexao do grifico de f se o grifico
tiver nele uma reta tangente e se existir um intervalo aberto I contendo c, tal que se x estiver

em I, entao
o f'(x)<0sex<cef'(r)>0sex>cou
o f'(x)>0sex<cef'(zv)<0sex>ec.

Teorema 4.23 Seja a fungao f for derivdvel em algum intervalo aberto contendo c e se (¢, f(c))

for um ponto de inflexao do grdfico de f, entao, se f"(c) existe, f"(c) = 0.
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Teste da Derivada Segunda

Seja ¢ um numero critico de uma fungao f, no qual f’(c¢) = 0 e suponhamos que f’(x) exista
para todo x em algum intervalo aberto contendo c. Se f”(c) existe e

(a) se f”(¢) > 0 entdao f tem um minimo local em c.

(b) se f”(c) < 0 entao f tem um maximo local em c.

Exemplo 4.55 Ezamine a curva f(x) = x* — 423 em relagdo & concavidade, aos pontos de
inflexao e minimos e mdximos locais. FEsboce a curva.

372

x?2—4

Exemplo 4.56 Faca um esbogo do grdfico de f(x) =
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Teorema 4.24 (Teorema de Cauchy: Generaliza¢cdo do Teorema do Valor Médio)
Se as fungoes f e g sdo continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b), sendo ¢'(x) # 0 para todo

x em (a,b). Entdo existe um nimero ¢ em (a,b) tal que

Regra de L’Hoéspital Se f e g sdo derivaveis e ¢'(z) # 0 em um intervalo aberto [

que contém a (exceto possivelmente em a.) E se
lim f(z) =0 e limg(z)=0
r—a r—a

ou
lim f(z) = o0 e limg(z) = +o0

0 +oo
(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo 0 ou Too Entao
o0

f(z)

@) P
M) ")

se o limite do lado direito existir (ou for +o00 ou —o0)

Exemplo 4.57 Utilize a Regra de L’Hospital para calcular:

Inx er
1- im 2- lim —
z—1y —1 z——o00 12
. senzx . Inx
3- lim 4- lim
x—0 €T T—+00 x
et —e "
5-lim

z—0 [n(x + 1)
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Lista de Exercicios - O Teste da 1? e 2* Derivada: Esboco de Graficos

Nos exercicios 1 a 10:
a) Encontre os intervalos nos quais f é crescente ou decrescente.
b) Encontre os valores maximo e minimo local de f.
c¢) Encontre os intervalos de concavidade e os pontos de inflexao.
d) Faca um esbogo do gréfico de f.(Sugestao: Use o software GeoGebra para comparar com

seu esbogo.)

1— f(x)=2°—12x+1 2— f(z)=a2*—22*+3
3— f(z)=senx+cosz, 0 < x < 27 4— f(r)=e*+e®

5— f(z) = hj}? 6 — f(z) =22 32" — 122
7— flx) =2+ 222 — 2! 8 — f(z) =32° — 5% +3
9— flz)=avzr+3 10— f(z) = z3(z +4)

ROTEIRO PARA ESBOCAR UMA CURVA:

1°) Determine o dominio.

2°) Determine as intersegoes com os Eixos (vocé pode omitir esta etapa se a equagao

f(x)=0 for dificil de resolver).

3°) Verifique se ha simetria: se f(z) = f(—=z) o trabalho ¢é reduzido a metade; se
f(z) = —f(—x) a curva serd simétrica com relacao a origem; se f(z + p) = f(x) para todo x no
dominio de f, sendo p constante positiva, entao f é periddica, se souber como é o grafico em um

intervalo de comprimento p, entao poderd usar translacao para esbocar o grafico inteiro.
4°) Verifique se f possui assintotas verticais e/ou horizontais.
5°) Estude os intervalos de crescimento e decrescimento usanto o teste C/D.

6°) Estude os maximos e minimos locais, calculando os pontos criticos e aplicando o Teste

da derivada primeira ou o Teste da derivada segunda.

7°)Estude a concavidade e os pontos de inflexao.
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8°) Usando as informagoes obtidas do 1°) ao 7°) passo faga o grafico. Coloque as assintotas
como linhas tracejadas. Marque as interse¢oes com os eixos, os pontos de maximo e minimo e os
pontos de inflexao. Entao, faga a curva passar por esses pontos, subindo ou descendo de acordo

com 5°), com a concavidade de acordo com 7°) e tendendo as assintotas.
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Exercicios - Capitulo 4

Exercicio 4.1 Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de f em P(a, f(a))

e a equagao da reta tangente em Py(2, f(2)). Faga um esbogo da grdfico de cada fungao.

a) f(z) =52 — 4z b) f(z) =23 c) f(x) =3z +2

Exercicio 4.2 Calcule, usando a definicao, a derivada das sequintes funcoes:

a) f(z) = —5x* + 8x + 2 b) flz)=2*+=z

Exercicio 4.3 Cualcule a derivada das sequintes funcoes.

1) f(2) = 7o — 5 2) f(x) = it“ - %tQ

1) glz) = 8 — 32 5)f(x):%:1:3—x+2

7) f(z) = 1 — 20 — a2 8) V(r) = gmﬁ

10) f(z) = 42* + 2 + 1 11) fly) =y + Ty’ —y° +1
1

13) f(z) =2®—322+52—2 14) F(z) =22 + —

16)f(x) = 324 — 522 +1  17) f(z) = = + 34

22) f(z) = 2" —22° + 52 23) f(x) =2+ 274

25) f(x) =tgz.secx 26) f(x) =3senx

28) g(z) = tgx + cotgx 29) f(z) = 4secx — 2cosecw
31) f(z) = 4x* cosx 32)g(x) = xsenx + cosx

34) h(xz) = 4senz.cosx 35) f(z) = z® senx + 2z cosx

c) f(z) = %a:2 — Tz +V3
B o) = 5+
6) H(r) = =5

12) f(z) = (222 + 5)(4x — 1)

15) f(z) = (2z* — 1)(52® + 62)

18) f(z) = (422 + 3)?

21) fy) = (7= 3y°)?
24) f(t) = (£ — 2t)(2t* + 1)
27) f(z) = senx + cosx

30)f(t) = 2tcost

33) g(y) =3seny —ycosy

36) f(z) = 2% cosx —2xsenx —2cosx 37) h(y) =y> — ycosy +2yseny +2cosy

38) f(x) = 3cossecx.cotgx 39) f(t) = (sent)(tgt)
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Exercicio 4.4 Nos exercicios de 40 a 61 calcule a derivada indicada.

x 2z x
40) D, 41) D, 42) D,
0) (:1:—1 ) (SE—|—3 ) (a:2—1)
2y + 1 d (2> +2x+1 d (4— 3z —2?
43) D 4) — | ——— 45)— | ————
) y(3y+4) )dx(x2—2x+1> )dx( x—2 )
d 5t d [s*—a?
46) 7 (1 n 2t2> 47)£ (52 n a2) 48) D, (cotg y cosecy)
49) D, (cos x cotg x) 50) D 2052 sent
T g “\Z 11
d senx d (x+4 d tgt
52)%(1—00330) 53)%(cosx E(cost—ll)
55>i cotgy 56) i 1 + seny i senx — 1
dy \1 — seny dy \1 — seny dx cosz + 1
d d -, 5
58) — [(z — senz)(x + cosz)] 59) 7 [(2* + cosz)(2z — senz)]
x z
60) d (2cosect — 1 61) d (tgy +1
dt \ cosect + 2 dy \tgy — 1

Exercicio 4.5 Nos Exercicios de 62 a 73, calcule f'(a) para o valor indicado.

62) f(z) = xcosz; a =0

CcoS T 1

64) f(x) = a

T

66) f(z) = 2%tgz;a=m
68) f(z) = senx(cosx — 1); a=m

in

70) f(xz) = xcosx + wsenx; a = ;

Zr

72) f(r) =2cotgr — cosecw; a = ;

63) f(z) = xsenwz; a = i
secx
65) f(z) = o ca=T

67) f(x) = 2*cosx — senx; a=0

69) f(z) = (cosz + 1)(zsenz — 1); a = 37
71) f(z) =tgx + secw; a = &

1 3
73) f(z) = cotgr — 1’ “=4"
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Exercicio 4.6 Determine uma equagdao da reta tangente a curva y = x> — 4 no ponto (2,4).

Exercicio 4.7 Determine uma equagdo da reta tangente d curva y = 8/(x? +4) no ponto (2,1).

Exercicio 4.8 Calcule f'(x), sendo:

a) f(x) = & b) f(x) = Ve o) f(x) = eV d) f(z) = 3.2"

e) f(z) = (3)" ) f(@)=sene*  g) f(x) =tg(n) h) f(x) = In(3x)

i) f(x) =n(Va)  j)f(e) = sen(in(z)) k) f(x)=In(cosx) ) f(x) = tg(tg )
m) f(x) = logs(3z) ) f(x) =log:2c o) f(x) = sen(logs(3x)) p) f(x) = cos(logs /)

Exercicio 4.9 Calcule a derivada.

a) f(z) = (2* — 32 +8)° b) g(z) = (82 —7)7° ¢) flz) = w1y

Q) f(x) = (83202 +2—T)° ¢) N(x) = (60—T)*(82249)2  [) g(w) = %

g) H(z) = % h) H(0) = cos® 30 i) f(z) = cos(322) + cos(3x)
J) h(w) = % k) g(z) = (22 - ;)6 D) k(r) = R 27

Exercicio 4.10 Calcule a primeira e a seqgunda derivadas

a) k(r) = (4r +7)° b) f(x) = sen’x

Exercicio 4.11 Se k(z) = f(g(z)) e se f(2) = —4, g(2) =2, f'(2) =3 e ¢'(2) = 5, determine
k(2) e K'(2).

Exercicio 4.12 Se f(t) = g(h(t)) e se f(4) =3, g(4) =3, h(4) =4, f'(4) =2 e ¢g'(4) = -5,
calcule I (4).

Exercicio 4.13 De um balao a 150 metros acima do solo, deixa-se cair um saco de areia.

Desprezando-se a resisténcia do ar, a distancia s(t) do solo ao saco de areia em queda, apds
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t sequndos, € dada por

s(t) = —4,9t* + 150

Determinar a velocidade do saco de areia
a) quando t = a sequndos;
b) quando t = 2 sequndos;

¢) no instante em que ele toca o solo.

Exercicio 4.14 Uma bola de bilhar é atingida e movimenta-se em linha reta. Se s em cm for
a distancia da bola de sua posicdo inicial apds t sequndos, entdo, s(t) = 100t> + 100t. Com qual

velocidade a bola atingird a tabela da posicao inicial que estd a 39 cm?

Exercicio 4.15 Em um circuito elétrico, se E wvolts for a forca eletromotriz, R ohms for a
resisténcia e I ampeéres for a corrente, seque da lei de Ohm que IR = E. Supondo que E seja uma

constante positiva, mostre que R diminui a uma taxa proporcional ao inverso do quadrado de I.

Exercicio 4.16 Suponha que um tumor no corpo de uma pessoa tenha a forma esférica. Se,
quando o raio do tumor for 0,5cm, o raio estiver crescendo a uma taxa de 0,001cm por dia, qual
serd a taxa de aumento do volume do tumor naquele instante? E qual serd a taxa de crescimento

da sua drea?

Exercicio 4.17 Uma pedra cai livremente num lago parado. Ondas circulares se espalham e o
raio da regido afetada aumenta a uma taxa de 16cm/s. Qual a taxa seqgundo a qual a regido estd

aumentando quando o raio for de 4em?

Exercicio 4.18 Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16m de altura e uma base
com 4m de raio. A dgua "flui’no tanque a uma taxa de 2m?/min. Com que velocidade o nivel

da dgua estard se elevando quando sua profundidade for de 5m?

dx
Exercicio 4.19 Dada xcosy = 5, onde x e y sao fungoes de uma terceira varidvel t. Se I
1

d
—4, ache d_?i quando y = gw.
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Exercicio 4.20 Estima-se que, daqui a t anos, a circulagao de um jornal local serd

C(t) = 100t + 400t + 5000. Calcule o aumento sofrido pela circula¢io daqui a 6 meses.

Exercicio 4.21 FEstima-se que, daqui at anos, a populagao de uma certa comunidade suburbana
6
serd de P(t) = 20— 1 milhares de habitantes. Qual serd o aumento aproximado da populagao

durante os proximos 3 meses?

Exercicio 4.22 Um estudo da eficiéncia do turno da manha de uma certa fabrica indica que
um operdrio médio, chegando ao trabalho as 8 horas, montard f(z) = —a® + 622 + 15z rddios z
horas depois. Quantos radios o operdrio montard aproximadamente, entre 9 horas e 9 horas e

15 minutos?

Exercicio 4.23 Numa certa fdbrica, a producdo didria é de Q(k) = 600vk unidades, onde k
representa o investimento de capital medido em unidades de R$1.000,00. O investimento atual

de capital é de R$900.000,00. Estime o efeito resultante na produgdo didria com um investimento

de capital adicional de R$800, 00.

Exercicio 4.24 Em certa fdbrica, a produgao didria é de Q(L) = 60.000L3 unidades, sendo L o
numero de operdrios-hora. Atualmente, trabalham 1000 operdrios-hora na fabrica, diariamente.

Estime o efeito resultante na producao, quando apenas 940 operdrios-hora estiverem trabalhando.

. . 4
Exercicio 4.25 Vocé mediu o raio de uma esfera, encontrando 6¢m, e usou a formula V. = §7r7“3

para calcular o volume. Se a medida do raio tiver uma porcentagem de erro mdxima de 1%,

aproximadamente, qual serd a porcentagem de erro mdxima do volume que vocé calculou?

Exercicio 4.26 FEstime o que acontecerd a drea de wma regiao circular, se o raio aumentar de

1%.

Exercicio 4.27 Um tanque cilindrico aberto, deve ter um revestimento externo com 2cm de
espessura. Se o raio interno for 6m e a altura 10 m, encontre, por diferenciais, a quantidade de

material necessaria para o revestimento.
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Exercicio 4.28 Um pintor é contratado para pintar ambos os lados de 50 placas quadradas com
1
40 ¢m de lado. Depois que recebeu as placas verificou que os lados das placas tinham 3 cm a

mais. Usando diferencial, determine o aumento aproximado da porcentagem de tinta a ser usada.
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Integrais

Um engenheiro pode usar informagoes quanto a taxa de variacao segundo a qual a agua
estd escoando de um tanque para determinar a quantidade escoada durante um certo periodo.
Da mesma maneira um fisico conhecendo a velocidade ou a aceleragao de uma particula pode
determinar sua posicao em um dado instante.

Em cada caso, o objetivo é encontrar uma funcao F' cuja derivada é uma funcao conhecida f.

Se a funcao F existir entao ela é chamada de antiderivada de f.

5.1 Antidiferenciacao

Vocé ja estd familiarizado com operacoes inversas: adicao e subtracao, multiplicacao
e divisao, potenciacao e radiciacao. Nesta secao, vamos desenvolver a operacao inversa da

diferenciacao chamada de antidiferenciacao.

F'(z) = f(x) F(x)

. . = . ~
antidiferenciacao

Defini¢ao 5.1 Uma fun¢ao F serd chamada de antiderivada (ou integral indefinida) de uma

fungao f num intervalo I se F'(x) = f(x) para todo x € I.

Notacgao: Usa-se o simbolo / para denotar a operacao de antidiferenciacao.
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Antidiferenciagcao é o processo de encontrar o conjunto de todas as antiderivadas de uma

dada funcao.

Exemplo 5.1 F(z) =23 é uma antiderivada de f(x) = 3x? pois

onde D, (x3) € a derivada de x* em relacio a x.

H4 muitas outras antiderivadas de 322, tais como, z° — 1, 2° + /2 e 2® + 5. De modo geral,

se C' é umas constante arbitraria, entdao 2® + C' é antiderivada de 322, pois

D, (2% + C) = 32% + 0 = 32°.

Assim, existe uma familia de antiderivadas de 3z* da forma F(z) = z* + C, onde C' é uma

constante qualquer. O préximo teorema afirma que toda antiderivada é desta forma.

Teorema 5.1 Seja F uma antiderivada de f em um intervalo 1. Se G é uma outra antiderivada

de f em I, entao

para alguma constante C' e todo x em I.

Observacao 5.1 Usando a definicao de diferencial temos:

d(F(x)) = F'(x)dx P ) d(F(z)) = f(x)dz

Aplicando a antidiferenciacao, temos:
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Notacao: / flz)dr = F(z)+ C se, F'(z) = f(x).

Como a antidiferenciacao é a operacao inversa da diferenciacao, os teoremas sobre antidife-

renciagao podem ser obtidos dos teoremas sobre diferenciagao.

Teorema 5.2

U/WJ@szﬂ@+C

i) 0. | [ rwye] = s

Demonstragao:

i) Verdadeira pois, f'(z) = D, f(x).

ii) D, [/ f(x)dx} =D, [F(x)+C]=F'(z)+0= f(z), onde F(z) é a antiderivada de f(x).

Teorema 5.3 / dr=x+C

Teorema 5.4 / cf (x)dx = c/ f(z)dz, onde ¢ é constante real.

Teorema 5.5 Se f; e fy estao definidas no mesmo intervalo, entao

Juni@)+ patade = [ fiwde + [ fatayis

Teorema 5.6 Se f1, fo, ..., fn estao definidas no mesmo intervalo,

/[clfl(x)+02f2(:c)+...+cnfn(x)]dx:cl/ fil@)de + CQ/ fg(a:)da:+...—|—cn/ fo(2)da

onde ¢y, o, ..., Cc, SG0 constantes.
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Teorema 5.7 Se n for um niumero racional

xn+1
/m”dx = + C,
n+1

n+1

n+1

Demonstracao: D, [

+(J] —(n+1)

n # —1 e C' uma constante qualquer.

x?’b

+0=2a".

n+1

1
Observagao 5.2 Para n=—1 temos /:E_l dr = /— dr = In|z|+C, C uma constante qualquer.
x

Exemplo 5.2 Calcule /(x5 + 3z — 1)dx.

Solucgao:

/(x5 + 32 — 1)dw

onde C = 01 +02+C3.

/x5d:v+/3xdx—/dx
/a:5dx+3/xdx—/dx

6 2

x X
E+Cl+3?+02—$+03
20 x?

Observacao: Nao é necessario a utilizacao de trés constantes, pois a soma de constantes ¢ uma

constante, portanto podemos substituir a soma por uma tnica constante.
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Exemplos:

1) /x3dx= 2) /dex:

3)/%@«: 4)/%@:

5) /(3x+5)dm 6) /(5x4—8:p3+9x2—2x+7)dx

ol

7)/\/5<1+§) dz 8)/5t2t+7dt

Os teoremas para a antiderivada das fungoes seno e cosseno seguem imediatamente dos teo-

remas correspondentes para diferenciacao.
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xT

+C

Teorema 5.8 /a“dx S
Ina

Teorema 5.9 / senxdx = —cosx + C

Teorema 5.10 / cosrdxr = senz + C

Teorema 5.11 / secxdr =tgx + C

Teorema 5.12 / cossec® vdr = —cotgr + C

Teorema 5.13 / secx.tgrdr = secx + C

Teorema 5.14 / cossec z.cotgx dr = —cossecx + C

Exemplo 5.3 Calcule /(3360 xtg x — Hcossec® x )dx

2cotgr — 3sen’x
dx

Exemplo 5.4 Calcule/
senx

Exemplo 5.5 Calcule / (tg*z + cotg’x + 4)dx
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Antiderivada e taxas de variacao

1. Estima-se que daqui a t meses a populacao de certa cidade esteja aumentando a taxa de
d
7 (t) =4+ 5t2/3 habitantes por més. Se a populacdo atual é de 10.000 habitantes, qual

serd a populacao daqui a 8 meses?

2. Um corpo esta se movendo de tal forma que que sua velocidade apds t minutos é

v(t) = 1+ 4t + 3t m/min. Que distancia o corpo percorre no 3° minuto?

3. Um botanico descobre que certo tipo de arvore cresce de tal forma que sua altura h(t),
ap6s t anos, estd variando a uma taxa de 0,06t%/% 4 0, 3t'/2 metros/ano. Se a &rvore tinha

60 cm de altura quando foi plantada, qual altura estimada para daqui 27 anos?
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5.1.1 Técnicas de Antidiferenciacao: Regra da Cadeia e Mudanca de
Variavel

Regra da cadeia para antidiferenciagao

1
Observe que, para diferenciar 1—0(1 + 2%)'% usamos a Regra da Cadeia e obtemos:

D, {1—10(1 + m2)1°} = (1+2%)%(27).

Suponha que desejamos antidiferenciar (1 + 22)%.(2z). Entdo, precisamos calcular:

/(1 +22)°.(22)dx = /[g(x)]g.[g'(x)dx] = /ugdu = 1—10u1° +C = 1io(l +a2%)°+C

A justificativa do procedimento usado para obter o resultado acima é dada pelo Teorema a
seguir, que ¢ analogo a regra da cadeia para diferenciagao, sendo chamado de regra da cadeia
para antidiferenciac¢ao.

Teorema 5.15 Seja g uma funcao diferencidvel e seja o intervalo I a imagem de g. Suponha

que f seja uma funcao definida em I e que F' seja uma antiderivada de f em I. Entao,
Se u=g(x) e du= ¢'(z)dx, entao
/ Flu)du = F(u) + C.

Exemplo 5.6 Calcule:

1) /mdx
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2) /x2(5 + 22°)%dx

3) / 324(5 + 2°)3da

4) / 2.cos(z?)dx
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6) / 22V1+ xdx

7) / Se\%xdl’

8) /senx\/l — cosx dx

9) / tgxdx
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5.2 A Integral Definida

Consideremos um interlavo [a,b] e uma fungao f : [a,b] — R limitada com f(z) > 0 para

todo x € [a,b]. Em outras palavras, estamos supondo que para algum nimero real k > 0, temos

0 < f(x) < k para todo x € [a,b].

N,

Area=?

Figura 5.1:
A tentantiva de calcular a area da regiao entre as retas x = a e x = b, situada entre o grafico
de f e o eixo das abscissas, leva-nos ao conceito de integral.
Um caminho natural para avaliar a area dessa regiao € iniciar com aproximacoes. Fazemos

a 7’
, atraves

isso dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo comprimento A, =
dos pontos a =ty <t1 <...<t, =0

Em cada um dos intervalos [t;_1,t;] assim determinados, escolhemos um ponto ¢; e cons-
truimos o retangulo com base [t;_1,t;] e altura igual a f(¢;). Parece natural esperar que a soma
das areas desses retangulos forneca uma aproximagao da area desejada, e que quanto menor for

o comprimento A,, de cada intervalo [t;_1,t;], tanto melhor serd esta aproximagao.

f(c))|----~F--

[2 ) P,

[
-
T
-

it b

Figura 5.2:
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Esta soma é

Su(f) = flen)(tr —to) + flea)(ta —t1) + ...+ flen)(tn — ta1)
= Z fle)(ti —tioa) = Z flei)An.

Quando existe lim S, (f), dizemos que a regiao acima descrita é mensuravel e que sua érea é

A= lim S,(f).

n—-4o00o
De acordo com a definicao que daremos a seguir, este limite também serd chamado de integral

de f sobre [a, b].

Observacao 5.3 E possivel mostrar que este limite existe para um conjunto de funcoes.

Integral definida de uma funcgao

Dado um intervalo [a,b] em R, um subconjunto finito
P={a=ty<ti <ty <...<t,=0b}

¢é chamado parti¢ao de [a,b]. Os intervalos [t;_1,1;] sdo chamados intervalos da particio P ou,
simplesmente, intervalos de P.

Consideremos uma funcao limitada f : [a,b] — R, isto é, uma fungao para qual existe um
nimero k > 0 tal que |f(z)| < k para todos = € [a,b]. (Assim, f poderd também assumir valores

negativos o que nao permitiamos na segao anterior).

b—a
Para cada n € N, dividimos o intervalo [a, b] em n partes de mesmo comprimento A,, =
n
através da particao
P={a=ty<ti <ty<...<t,=0}
Em cada intervalo [t;_1,t;] de P escolhemos um ponto ¢;. Os pontos ¢, ¢g,..., ¢,, constituem

um pontilhamento de P. A soma

Sn(f) = Z flei)An = Z fle)(ti —tic1)

1=1

é chamada a soma de Riemann da funcao f relativamente a particao P.
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Definicao 5.2 Quando existe lim S, (f) diremos que f € integrdvel e que sua integral € esse

n—-+o0o

limsite.

Observe que existir lim S, (f)

n—-+00
significa que esse limite deve ter o mesmo valor, qualquer que seja a escolha dos pontos ¢; €
tio1, ti].

Para indicar a integral definida de f de a até b usaremos a notacao

/abf(q:)da:

Portanto,

n—-+o0o n—-4o00 £

/bf(x)dX: lim S,(f) = lim if(ci)An.

Os numeros a e b sao respectivamente limite inferior e limite superior da integral, a fungao
f(z) é o integrando e o simbolo [ ¢ um sinal de integragao.
Quando o dominio de f contém um intervalo [a,b], ndo sendo porém igual a este intervalo

la, b], diremos integral de f sobre [a, b].
Observacgao 5.4 Fazer n tender a oo equivale a fazer A, tender a zero.

Observagao 5.5 Os intervalos [t;_1,t;] de uma particao P nao precisam ter o mesmo compri-
mento. Neste caso, porém, nao basta exigir que n tenda ao infinito na definicio da integral;

precisamos exigir que o comprimento de cada intervalo de P tende a zero. Entao teremos

b
/ f(z)dz = lim S,(f),

|P|—0

onde |P| = max{t; —to, to—1t1,..., t,—t,_1}. O nimero |P| é chamado norma da parti¢cao

P.

Teorema 5.16 Se uma func¢ao for continua no intervalo fechado |a, b, entao ela serd integrdvel

em |a, b].
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5.3 Propriedades da Integral Definida

b
1. / cdr = ¢(b— a), onde ¢ é qualquer constante.

[\

v s siar= [ s+ [ gwa

w

b b
: / cf (x)dx = c/ f(z)dz, onde ¢ é qualquer constante.

. f 1) - gla)lde = / )~ / gy

b
5. Se f(x) > 0 para a < x < b, entdo / f(z)dz > 0.

D

b b
. Se f(x) > g(x) para a < x < b, entdo / f(z)dz > / g(x)dx.

J

. Sem < f(x) < M para a <z < b, entao

b
m(b— a) §/ f(x)dx < M(b—a).

8. Se f(a) existe, entao / f(z)dx =0
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d c
9. Se ¢ > d, entao / f(z)dx = —/d f(z)dz

c

1 1
Exemplo 5.7 Usando o fato que / v*dr = 1/3. Calcule / [4 + 2°|dz.
0 0

Teorema 5.17 Sea < ¢ < b e se f € integrdvel tanto em [a,c] como em [c,b], entdo f é integrdvel

em [a,b] e \ . ,
/a F(a)dz = / F)dz + / F(2)da

O resultado seguinte é uma generalizacao do Teorema [5.17 ao caso em que ¢ nao estd neces-

sariamente entre a e b.

Teorema 5.18 Se f € integrdavel em um intervalo fechado e se a, b, ¢ sdo numeros arbitrdrios

/abf(x)dx = /acf($)dm—l—/cbf(:v)d:v

7 7
Exemplo 5.8 FExpresse como uma unica integml/ f(z)dx —/ f(z)dz.
2 5

no intervalo, entao
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5.4 O Teorema Fundamental do Célculo(T.F.C)

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexao entre os dois ramos do calculo:

o célculo diferencial e o calculo integral.
O célculo diferencial surgiu do problema da tangente, enquanto o célculo

problema da area.

integral surgiu do

Foi Issac Barrow(1630-1677), professor de Newtom em Cambridge que, descobriu a estreita

relacao entre esses dois problemas, relacao esta expressa pelo Teorema Fundamental do Calculo.

Newton e Leibniz exploraram essa relacao e usaram-na para desenvolver o calculo como

um método matematico sistematico. Em particular, eles viram que o T.F.C os capacitou a

computar as areas muito mais facilmente, sem que fosse necessario calculd-las como limites de

somas.

Teorema 5.19 (Teorema Fundamental do Cdlculo/T.F.C)

Seja f uma fungao continua em [a,b).
1. Se g(x) :/ f(t)dt para todo x € [a,b], entdo ¢'(x) = f(x).

b
2. / f(x)dx = F(b) — F(a), quando F for uma antiderivada de f.

Coroléario 5.20 Se f é continua em [a,b] e F' é uma antiderivada de f, entao

[ ra)ds = F@) = P) - Fla)
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Integrais definidas e areas planas
Como podemos ver o T.F.C pode ser usado para calcular areas através da integral definida.
Aplique o T.F.C nas integrais definidas abaixo e interprete cada uma das fungoes geometri-

camente.

2
1. / 22dx
0
2. / sen xdx
0

3. /01(\/5 — 2%)dw

a

|z|dx
—2
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b 9(b)
Teorema 5.21 Se u = g(x), entdo / f(g(2)d (z)dx = /( ) f(u)du

O Teorema [B.21] afirma que, apds fazer a substituicdo u = g(x) e du = ¢'(x)dx, podemos
utilizar os valores de g que corresponde a x = a e x = b, respectivamente, como os limites da

integral que envolve u. E, pois, desnecessario voltar & variavel original x apds integrar.

10
3

Exemplo 5.9 Calcul — dx.

xemp acuar/2 mx

w/4
Exemplo 5.10 Calcular / (1 + sen 2x) cos 2zdz.
0
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Teorema 5.22 Seja f continua em [-a,a]
(i) Se f é uma func¢ao par,

/a f(x)dx =2 af(x)dx

—a 0
(ii) Se f é uma funcao impar,

f(z)dx =0

—a

Exemplo 5.11 Calcular

1 2
a) / (z* + 32° + 1)dx b)/ (2° + 32° + x)dx
-1 -2

Teorema 5.23 Se f e g sao fungdes continuas e f(x) > g(x) para todo x em [a,b], entdo a drea

A da regiao delimitada pelos grdficos de f, g, t=a e x=b €

A= / f(x) - g(x))da

Exemplo 5.12 Achar a drea da regido delimitada pelos grificos das equagoes y = x> e y = \/x.
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5.5 Técnicas de Integracao

5.5.1 Integracao por partes

Seu= f(x) ev=g(x), ese f eg sao continuas, entao

/udv:uv—/vdu

Exemplo 5.13 C’alcular/xexdx.

Exemplo 5.14 Calcular/lnxdx.

Exemplo 5.15 Calcular/ex cos xdx.

Exemplo 5.16 C’alcular/x2 e“dr.
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5.5.2 Integrais trigonométricas

Nesta secao usaremos as identidades trigonométricas para integrar certas combinacoes de

fungoes trigonométricas. Comegaremos com as poténcias de seno e cosseno.

Exemplo 5.17 C’alcular/cos3 xdx.

Exemplo 5.18 C’alcular/ sen zdx.
0

Exemplo 5.19 Ache / sen ‘zdz.
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Estratégia para calcular / sen "z cos" xdx

(a) Seapoténcia do cosseno ¢ impar (n=2k-+1), guarde um fator cosseno e use cos® z = 1— sen *x

para expressar os fatores remanescentes em termos de seno:

/ sen "z cos? M xdr = / sen "z (cos? )" cos wdx

= / sen "z (1 — sen %z)* cos xdx

Neste caso, substitua u = sen .

(b) Se a poténcia de seno ¢ fmpar (m=2k+1), guarde um fator seno e use sen?r = 1 — cos®z,

para expressar os fatores remanescentes em termos de cosseno:

/ sen * g cos” xdr = /( sen 2z)" cos™ 2 sen zdx

= /(1 — cos® x)¥ cos™ x sen zdx

Entao substitua u = cosz. [Note que se ambos os fatores de seno e cosseno sao impares,

podemos usar (a) ou (b)]

(c) Se as poténcias de seno e cosseno sao pares, utilizamos as identidades dos angulos-metade
2 1 2 1
sen“x = 5(1—COSQCE) cos” x = 5(1+COSQ$>
Algumas vezes é util usar a identidade

Sen T cosx = 3 sen 2x

Exemplo 5.20 Calcule /cos3xsen4xdx.
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Podemos empregar uma estratégia semelhante para avaliar as integrais da forma

/ tg "xsec” xdx.

Exemplo 5.21 Calcule/tngsec4a:dx.

Exemplo 5.22 Calcule / tg 50 sec” Od6.

Estratégia para avaliar / tg "x sec” xdx

(a) Se a poténcia da secante é par (n = 2k, k > 2), guarde um fator de sec? z e use

sec’x = 1+ tg2x para expressar os fatores remanescentes em termos de tga:

/tg"%sec”“xdx = /tgmx(seCQx)k_l sec® rdx

= /tgmx(1+ tg 22)" ! sec? xdx

Assim, substitua u = tgx.
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(b) Se a poténcia da tangente é impar (m=2k+1), guarde um fator de secx tgx e use

thx = sec? x — 1 para expressar os fatores remanescentes em termos de sec z:

/ tg 241 goc™ vdr = /( tg Qx)’“ sec" Y rsecr tg xdx

= /(sec2 z — 1) sec" ! wsecx tg xde

Entao substitua v = sec z.

Exemplo 5.23 C’alcular/tg?’xda:.

Finalmente, podemos usar outras identidades trigonométricas. Para avaliar as integrais

(a) / sen mz cos nxdz;
(b) / sen ma sen nxdx;

(c) / cos mx cos nxdx; use a identidade correspondente:
(a) senA cos B = 3[sen (A — B) + sen (A + B)]
(b) sen A sen B = i[cos(A — B) — cos(A + B)]
(c) cos A cos B = [cos(A — B) + cos(A + B)]

Exemplo 5.24 Calcule / sendz cosbx dx.

Exemplo 5.25 Calcule /cos o cos3x dx.
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5.5.3 Substituicao Trigonométrica

Na tabela a seguir listamos as substitui¢oes trigonométricas que sao eficazes para as expressoes

radicais dadas em razao de certas identidades trigonométricas. Em cada caso, a restricao de 6 é

imposta para assegurar que a fun¢ao que define a substituigdo seja um a um (possui inversa).

Expressao Substituicao

Identidade

T
2 — r = asend, —§§9§

1 — sen?6 = cos® 0

Va?+ x? r=atgh, —g<9<g

1+ tg20 = sec?0

T
2 — a? x:asec0,0§9<§ou7r§9<—

3T

sec?0 —1 = tg20

Exemplo 5.26 Calcule /—dw.

1

Exemplo 5.27 Ache | ———=dx
P 2/ 2?2 + 4

1
Exemplo 5.28 Calcule | ——=dx, a > 0.
A /:EQ _ a2
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5.5.4 Integracao de Funcoes Racionais por Fragoes Parciais

Integracao de funcgoes racionais por fracoes parciais quando o

denominador tem somente fatores lineares

P(z)

Recordemos que, se H é uma funcao racional, entdao H(z) = , onde P(z) e Q(z) sao

Q(x)

polinémios. Agora estabeleceremos regras para o calculo de / H(zx) dx.

Consideremos o caso especifico H(z) = . E facil ver que

(2 =1)

1 12
r—1 z+1 22-1

A expressao 4 esquerda da equacao é chamada decomposicao em fragoes parciais de m
a_’/‘ —

Para achar / H(z) dx, integramos cada uma das fragoes que constituem a decomposi¢ao, obtendo

2 1 -1
dr = d d
/$2_1x /x—1x+/x+1x
= Injlz—1]—-Injz+1|+C
r—1

= In

REC

z+1

Estamos interessados em calcular integrais do tipo

[ o

onde o grau de P(x) é menor do que o grau de Q(z). Se isto ndo ocorrer, teremos que recorrer a

divisao para chegar a forma adequada. Por exemplo, dada

23— 622 +5xr—3
2 —1

obtemos, por divisao,
23— 62% + 51— 3 +635—9
x?—1 x?—1
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6 —9
22 —

Passamos entao 4 decomposicao de em fragoes parcias.

P(x)
Q(x)

produto de fatores lineares e quadraticos. A existéncia desses fatores é garantida pelo Teorema

Para escrever como uma soma de fragdes parciais usamos a fatoragao de Q(z) num

Fundamental da Algebra.

Caso 1: os fatores de Q(x) sao todos lineares e nenhum é repetido.

Q(z) = (a1 + by)(asx + ba)...(anx + by)

Nesse caso, teremos:

P(I) Al A2 An
+ o —
Q(x) ar+b  asr + by an,x + by,

onde A;, Ay ..., A, sao constantes a serem determinadas.

—1
Exemplo 5.29 Calcule / T
3 — a2 — 2

du 1

Exemplo 5.30 Mostre que / —— = —lIn uta

C
w2 —a? 2a |uda 2a u—a+

— 1
- &'+C e que /%:—ln
a? —u

Caso 2: os fatores de Q(x) sao todos lineares e alguns sao repetidos, ou seja, em

algum (a;x + b;)P* tém-se: p; > 1
Qz) = (a1 + b1)" (agz + b2)*...(anx + by)P", pi €N

Se (a;x + b;) é um fator que se repete p vezes (p; = p) entdo o correspondente a este fator é

a soma das seguintes p fracoes parciais:

Al AZ A 1 A

P P
(a;x + b;)P * (a;x + b;)P~1 Tt (a;x + b))% (a;x + b)Y
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onde Ay, Ay ..., A, s@o constantes a serem determinadas para cada fator (a;z + b;) que se repete

P vezes.

4o 4o
E lo 5.31 dx = d
xempro /x3—x2—az+1x /(33—1)2(:15+1)I
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Integracao de funcoes racionais por fracoes parciais quando o

denominador contém fatores quadraticos irredutiveis

Caso 3: Os fatores de Q(x) sao lineares e quadraticos e nenhum fator quadratico
é repetido.

Correspondendo ao fator quadratico az? + bx + ¢ no denominador, temos uma fracao parcial
Ax+ B

da forma ———.
ar? +bxr +c

(22 — 22 — 3)
- D@2 +22+2)"

Exemplo 5.32 /

Caso 4: Os fatores de Q(x) sao lineares e quadraticos e alguns dos fatores quadraticos
sao repetidos.
Se az? + bx + ¢ for um fator quadrético de Q(x) que se repete p vezes, entao, correspondendo

ao fator (az? + bx + ¢)P, teremos a soma das p fracoes parciais:

All’ + Bl Agl’ + B2 4 1 APZE + Bp
(az? +bx+c)p  (ax® +br+c)p~' 7 (ax®+br +c)!

ILUSTRACAO: Se o denominador contém o fator (z2 — 5z + 2)3, correspondendo a esse

fator,
Ax + B Cx+ D Ex+ F

(22 =bx+2)2  (22—=bx+2)?2 (22—>bx+2)!

ou de forma mais conveniente,

A2z —5)+B CQRx—-5)+D FE(x—-5)+F
(22 =bx+2)3  (22—-5x+2)2 (22 —bx+2)!

(1 —z+22% — 23)

d
x(x? +1)2 v

Exemplo 5.33 /
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Exercicio 5.1 Calcule
a) / (4x + 3)dx

d) / <3\/ﬂ+ %) du

3
9) /Zcosudu

)/mczx

et

q) / cos 3z sen 3xdx

Exercicios - Capitulo 5

b) /(9752 — 4t + 3)dt

e) / (21)5/4 +3v7Y) dv

h)/ ! dx
csex

[) /\3/8t+ 5 dt

o | @m

cost
") /(1— sent)th

) [(2-2)e

£ /83:\3/_55dx

/ sect
cost

m) /vQ\/m dv

D) /3sen4m dx

s) /sec2 3rtg3x dx

Exercicio 5.2 Em qualquer ponto (z,y) de uma determinada curva, a reta tangente tem uma

inclinagao igual a 4x — 5. Se a curva contém o ponto (3,7), ache sua equagdo.

Exercicio 5.3 A func¢do custo marginal C' é dada por C'(z) = 4z — 8 quando C(z) € o custo

total da producdo de x unidades.

funcao custo total.

Se o custo da producao de 5 unidades for R$20,00, ache a

Exercicio 5.4 O volume de dgua num tanque de Vm? quando a profundidade da dgua é h m.

Se a taza de variagao de V em relagio a h for w(4h? + 12h +9), ache o volume de dgua no

tanque quando a profundidade for de 3m.

Exercicio4 5.5 Calcule
a) / (2% — 42 — 3)dx
1
1
d) / (42? — 5)'%g
1
9) / cos(36)d

w/2

b) /12 dx

/ |x — 4|dx
7r/3

h) / (4sen 20 + 6 cos 36)db
/4

c) /_i(z:c + 3)%dx

dy

1
¥ VTP
1 T + senbz)dr
) [ o sense)
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CAPITULO 5. INTEGRAIS

m) [/ + Ldt

2
p) / zlnzx dr
1

k) / t sen 3tdt
0

n)

5
|z — 3|dx

2

2

q) / 3% dx
0

10
l)/ Vbx — ldz
1

0) /0 * en (22) dx

2
T) / re** dx
0

Exercicio 5.6 Achar a drea da regiao delimitada pelos grdficos de y+ 2% =6 ey +2x — 3 = 0.

Exercicio 5.7 Achar a drea da regiao delimitada pelos grificos de y = x* e y = 4x.

Exercicio 5.8 Calcule

a) /32”” dx

d) /x210$3 dx
9) /a:lnx dx
J) /xcosxdx
m) /x2e3x dx

p) /:z:2 cosx dx

s) / sen *x cos® x dx

v / tg 3z sec? xdx

1
—dx
2 /$\/9+x2

37— 11x
f) / (x4 1)(x —2)(z — 3)

dx

b) /5x2x dx

e) /azmz(lnz+ 1) dz
h) /logax dx

k) /e"”senx dx

n) /xcos Sr dx

q) /\/Elnx dx

t) /sen3xc082x dx

w) / V/senz cos® rdx

1

—d
?) 2/ 22 — 25 .

6z — 11
A=

c)/de

f) /5”4+2x(2x3 +1) dx

i) /x3e’”2 dx
l)/xe_’” dx

0) /wsecxtg xdx

T) /sen% dx

u) / tg3rsect xdx

a)/

z(zr —4)

Sr — 12
v dx
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CAPITULO 5. INTEGRAIS

Exercicio 5.9 Resolva a equagao diferencial sujeita as condi¢oes dadas.
a) fl(x)=1222 -6z +1; f(1)=5
b) f(x) =4z —1;  f(2)=-2; f(1) =3

1

d2
c)—y:3senx—4cosx; y=Tey =2sex=0

dx?

Exercicio 5.10 Se um automdvel parte do repouso, qual a aceleragao constante que lhe permitird

percorrer 150 metros em 10 sequndos?

Exercicio 5.11 Se um ponto se move em uma reta coordenada com a acelera¢ao a(t) = 2 — 6t,

e as condigoes iniciais, v(0) = =5 e s(0) = 4, determine s(t).

Exercicio 5.12 Nos ezercicios 1 a 10 use mudanca de varidvel para resolver as integrais:

1) /Mdy 2) /mdx 3) /xmczx 4) /xg(:pg—l)lodx
5) /5x$/mda: 6)/(1?/_3—354)5 7) /(x2—4x+4)4/3dx 8) /x\/:c—+2dx

9)/<2Ti 10)/@3:26&6

1—r)7

Exercicio 5.13 Nos ezercicios de 11 a 15 use integracao por partes para resolver as integrais:

11) /:ve3‘”dx 12) /xsecmtgmdx 13) /(lnx)2dx

14) /xsec2xdx 15) /x2lnxdx

Exercicio 5.14 Nos exercicios 16 a 19 calcule as dreas da regigo sombreada:

0
16) Ao 4\ 17) 18) 19)
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CAPITULO 5. INTEGRAIS

Exercicio 5.15 Calcule a drea da regido situada entre a curvay = x?+x—2, o eizo das abscissas

easretasx=0ex = 3.

3

Exercicio 5.16 Calcule a drea da regidao situada entre a curva y = x>, o eixo das abscissas e as

retas vt = —2 ex = 2.
Exercicio 5.17 Calcule a drea da regido situada entre as curvas y = z* e y = —x* + 4x.

Exercicio 5.18 Nos ezercicios de a) a d) use as substituicoes trigonométricas u = asent,

u = atgl, u = asecl para integrandos que contenham as respectivas expressoes:

Va2 —u2?,va? +u2, Vu? — a?

Vwwmm o Vw9 @

e *dx
d)/(9€21+1)3/2

Exercicio 5.19 Nos ezercicios de a) a €) use fra¢des parciais para calcular as integrais:

dx 4w — 11 2 —3x -7

2 /x2—4dx ) /2w2—|—7w—4dw c)/(2x+3)($~|—1)2dx
3241 (P +t+1)

d)/(z2—4)2dz e)/(2t+1)(t2+1)dt

Notas de aula - Cdlculo Diferencial e Integral I 172 Prof . Angela Mognon



Respostas dos exercicios

Cap.1
Exercicio [L1]
1)] -2, 0] 4)] = oo, 1] 7)1 - 5/3,4/3] 10) ]2/3,14/3]
2)]—1/2,00] 5) [4,8] 8)1—2,1] 11) [-1, 00[
3)] — o0, 3/4] 6) [~1/2, 2 9) [9, 19] 12) ] — 2, 00|
Exercicio [
1) {—5/2,1} 3) {—1/4,4} 5) {—2/3,1/2} 7) {2/3,6} 9) {—2,-1,1,2}
2) {4/3,4} 4) {5/3,1} 6) {—4/3,—1} 8) {4/11,4}
Exercicio [[3]
1)]—11,3[ 7) [—1/2,4] 13) [—9/2,3/2]
2) 11, 4] 8) ] — 00, —1/2] U [13/2, oo 14) ] — 00, —1] U [6, o]
3) [2/3, 2] 9) ] — o0, 1[U ]4, oo] 15) ] — 00,10/9[ U ]2, o]

4) ] — 0o, —1] U [=1/3, oo] 10) ] — 00,2/3] U [10, oo 16) [9/11,5/3]

5)] — oo, —2[ U 12, 00[ 11) |1, oo 17) {x e R/z < Ooux > 6}
6)]—2,8 12) ] —7,1/3[

Cap.2

Bl a) sim, [4,+o0o[ b) sim, ] — oo, —=2] U [2, +oo[ «¢) sim, [—2,2] d) ndo e) sim, ] — oo, +oo[

f) ndao g) sim, ] — oo, +oo[ h) sim, ] — co, 4oo[ i) ndo.

E2a) x2 b) %'mcg c) mzd  d) %wwz; %ng

B3la) 34°C  b) 3 horas

B4 a)5 b)-5 ¢)-1 d)2a+1 e)2z+1 fldz—1 glde—2 h)2z+2h—1 e)2z+2h—2 j)2

3

EHa) S b 00 -1l

Bfla) =5 b) —6 <¢)-3 d) 30 e)2h?+9h+4 f)8z* 41022 -3

g) 2z% — 722 h) 222 + (4h 4 5)z + (2h% + 5h — 3)

ZZ a1 b VIT V3 d)F o

a) (f + g9)(z) = 2 + 2 — 6 dominio:] — o0, +00[; (f — g)(x) = —a2 + & — 4 dominio:] — oo, +ool;

(f-9)(z) = 23 — 522 — = 4+ 5 dominio:] — oo, +ool; (f/g)(z) = zz 51 dominio:R — {—1,1};
z2 —
22 22— 1 22 +1
b) (f + g)(#) = ————— dominio:R — {0,1}; (f — g)(z) = dominio:R — {0, 1};
z2 — 22—z
x4+ 1 22+

(£:9)(&) = “5— dominio:® = {0,1}; (f/g)(x) = “—
¢) (f + 9)(z) = V& + 22 — 1 dominio:[0, 4+00[; (f — g)(z) = /& — z2 — 1 dominio:[0, +oo[;
(f.g9)(z) = \/E(mz — 1) dominio:[0, +oo[; (f/g)(z) = > d n dominio:[0, 1[U]1, +oo[;
z2 —

a) (f o g)(z) = z + 5 dominio:] — oo, +oo[; (g o f)(z) =  + 5 dominio:] — oo, +o0;
(f o f)(z) = ¢ — 4 dominio:] — oo, +o0f; (go g)(xz) =z + 14 dominio:] — oo, +ool;
b) (f o g)(z) = z? — 6 dominio:] — oo, +o0[; (g0 f)(z) = 2 — 10z + 24 dominio:] — oo, +oo;
(f o f)(z) = = — 10 dominio:] — oo, +00[; (g o g)(z) = 2* — 222 dominio:] — oo, +ool;
¢) (fog)(z) = V22 — 4 dominio:] — oo, —2] U [2, +oo[; (g o f)(x) = z — 4 dominio:[2, +-00;
(fo f)(@) = V/V& — 2 — 2 dominio:[6, +oo[; (g0 g)(x) = * — 422 + 2 dominio:] — oo, +ool;
d) (f o g)(z) = |z + 2| dominio:] — oo, +o0[; (go f)(z) = |z| + 2 dominio:] — oo, +o0[;
(f o f)(z) = |z| dominio:] — oo, +oo[; (g o g)(z) = |z + 2| + 2 dominio:] — oo, +ool;

a) dominio: ] — oo, +o0o[ imagem: | — oo, +oo[ b) dominio: | — oo, 4o0[ imagem: [—1, +oo
c) dominio: [—1, +oo[ imagem: [0, +oco[ d) dominio: | — oo, 2] imagem: [0, +oo
e) dominio: ] — co, 0] imagem: [0, +oo|[ f) dominio: | — oo, +oo[ imagem: [0, +oof

dominio:R — {0, 1};

g) dominio: | — oo, +oo[ imagem: | — co,4] h) dominio: ] — co, +oo[ imagem: [4, oo
i) dominio: R — {2} imagem: R — {0} j) dominio: ] — oo, 4o0[ imagem: {—2,2}
k) dominio: ] — 00, 4oo[ imagem: R — {3} 1) dominio: | — 0o, 400 imagem: [—4, +oo]
m) dominio: ] — 0o, +oo[ imagem: | — co,6[ n) dominio: | — 0o, 400 imagem: | — oo, —2[U{0}U]1, +oo]
o) dominio: R — {2} imagem: [0, +oo[ p) dominio: | — co, +oo[ imagem: | — oo,

2 sel <z <35

— <1.

a)]—o00,3] b)[<2,2] ¢)-1 d)1 e) —2,—3 f(a)= 27’";7& s 7;225 i

-1 sex < —2.



213 a) ] —2,0]U {1} U [2, 400 b) ] —2,0[U{2} U3, +oof;

x+1,
1 _s _] 2%
C)ﬂ d)ﬁ e) —3r7 7 flz) =
x—1,
—2x — 4,
0,10
EID a) R$12710b>p<z>:{ o
340,07z,

25 passageiros Il a){z € Rz < %} b){z € Rz > —S} c) R
5
d) | — oo, —10[U]0, 400 e){z € Rlz > 2,} — {3} Iz e Rlz < 5}7{2}

g){zGR\z>0cz#%} h){z€R|z>g} i) {z € Rlz > 3}

se x > 2;
se x = 1.
se —1 <z < 0.
se —2 <z < —1.
se 0 < z < 100;
se x > 100.

I8 a) ] — oo, —2[U]4, +oo[ b) ] — oo, =3[U]3, +oo[ )] — §, —5[ d) [3, +oo[U{—2} e)]— oo, —1[U]2, §] f) [-8, —5[U]5, oo]

EI3 a)T=0° bla=g5 o T=

127a

5

a) 200 b) 2 ¢) ~1,3.107 bactérias

3

t
220 a)15 mg. b)60(1)6
B2T1 13h e 30min ha dois dias. B22a) y = Lgo — éz b) V(z) = %z _
aproximadamente 7,3. 50 ou 250

24 .2
25 %

V(z) = 423 — 25222 + 3800x

16 sangue: 7,4 bésico; tomate: 4,2 4cido; leite: 6,4 4cido; café: 5,9 4cido

Cap.3

Exerciciol3Ik a) 6 b)0 «¢) V15 d)2

1) -7 m)2a n) 7% 0)54  p) -2a
Exercicio 2% a) —3, 2, # b)8, 0, 3

Exercicio 34t a = —3/2 e b = 1 Exercicio 30} a) T'(z) =

b) R$3.000 e R$3.000 Exercicio 58t b) i) 40

f) 400 g)3 h)2 )F )0 k)0 1)o0.
Exercicio BII} a) +oo b) —oo ¢) —c0

s)e t)e?2 u)e? v)e2 w)

c)4 d) B

0 )1 g i
QY2 2 5T v L ws
e) 2 Exercicio[Z3t k = —6
0, 15z,
0,20z — 1000,

h) 1

ii) 35 iii) 140 iv) 130
Exercicio[Bf} a) -1 b) 1 ¢) 3 Exercicio [L.8 3.
Exercicio[B0: a) b) +oo ¢)3 d) —oo Exercicio B0} a) 1

d) +oo e) —oo f) oo
h) =2 i) I )0 k)4o0 1)1 m)+4oon)—co o)1 p)-—1
2 x)Inb

b) 1

y)3 2)2 a)25in5

Exercicio BI2} a)z = —2, * =2, y =0 b) Nenhuma, y =2
d)zr=-3, =3, y=4 e) Nenhuma f)z=7, y=-1
g)x = —1, y=0 h) Nenhuma,y=1 i) z=-2, y=0
Exercicio 313} a) continua b) descontinua c) descontinua

Cap.4

Exercicio I} a) 10a — 4; y = 16z — 20 b) 3a?; y = 12z — 16

Exercicio 3k
Dfi@) =7

5) f/(z) = 2% — 1

9)f/(s) = 3v/3s2 — 2/3s

13) f/(z) =322 — 6z + 5

17) ' (z) = 22 + 62

21) f'(y) = —18y2(7 — 3y°)

25) f/(z) = secz(2tg?x + 1)

29) f/(x) = 4sec xtgz + 2cosec xcotg

33) ¢’ (xz) = 2cosy + yseny

37) h'(y) = y(3y+seny+2cosy) —cosy

2) () =13 —t

25
6)H () = — ——
626

10) f'(z) = 8z + 1

2
14) F'(z) = 20 — —
x3

c)x=-3,z=1, y

d) descontinua

c)3; y=3x+2
Exercicio 2t a) f/(z) = —10z+8 b) f/(z) =322 +1 ¢) f'(z) = 3%~ 7

18) f'(x) = 16x(4x> + 3)

22) f/(z) = 72 — 102% + 1522

26) f'(x) = 3cosx

30) f/(x) = 2(cost — tsen t)

34) h'/(x) = 4 cos 2z

38) f/(z) = —3cosec z(1 + 2cotg? z)

174

c)l d) +oo

2
g)g
a) 0

j)o
v)% x) 1

se x < 20.000
se x > 20.000

€)oo

8)g'(@) =~y — o5
7 (x) = —2 -2z

11) f/(y) = 10y% + 35y% — 332

15) f'(x) = 702% + 60z* — 1522 — 6
19) f'(z) = 27 — 42®

23) f/(z) = 423 — ;5

27) f'(x) = cosx — senx

31) f/(x) = 4z (2 cos z — xsen x)

35) f/(z) = cos z(z? + 2)

39) f/(t) = tgt(cost + sect)

4)g'(z) = -3
8) V/(r) = 4nr?
12) f/(x) = 242? — 4z + 20
16) f'(z) = 122% — 10z
20) 1/ (x) = 162° 4 =
25
24) f'(t) = 10t* + 4¢3 — 12¢% — 4t
28) f/(z) = sec? & —cosec?z
32) g’ (z) = xcosx

36) f'(z) = —a’senw



Exercicio 4}

1 6 z2 +1 5 4(z +1)
40) - —— 1) —— 42) - — 43) —— 44) - 212
(z —1)2 (z +3)2 (z2 —1)2 (3y +4)2 (z—1)3
45) 2+ 4z 2 46) 501 — 2¢%) 47) da’s 48) (1+2cotg?y)  49) (2 + cotg? )
_ _ _ — cosec co — cosx cotg® x
(@—-2)? (1 +202)2 (52 + a2)2 Y ey s
2(z + 1)senz + 2cos z tcost —sent 1 cosz + (z + 4)sen 1 —4sect + sen? t
50) — 51) 52) — 53) — T 5q)—— T
(z +1)2 t2 cosz — 1 cos?2 x cost(cost — 4)2
cosec y(seny — 1)+cos? 2 cos 1+ cosxz —senx
55) v Y )+ Y 56) Y 57) 1tcosw—senw 58) (x—senz)(l—senxz)+(z+cosz)(l—cosz)
sen y(1—sen y)2 (1—seny)2 (cosx + 1)2
2 2 5 cosect cotgt 2 sec? Yy
59) (2° 4+ cos 2)(2 — cosz) + (2z — senz) 60) - ——M—— -
(cosect + 2)2 (tgy — 1)2
Exercicio 5}k 5 5
62) £/(0) = 1 63) £/(38) = —1 64) f'(Am) = — = 65) f/(m) = —= 66) f'(m) = 2 67) £(0) = —1
T T
68) f'(m) = 2 69) f/(3m)=—Z +2  70)f(im)=v2 71) f(Em) =2 72) f/(2m) = — 2 73) f/(3m) = -
) f(m) = Y (zm) =-F + )i (gm) = ) (™) = )f(gﬂ)f*? YIgm =2
Exercicio 6t y = 12z — 20 Exercicio it © +2y —4 =0
Exercicio 8k 1 1 5
x
a) f'(z) = 337 b) f'(z) = =Ve® c) f'(z) = eV® d) f'(z) = 3.2% In2 e) f'(z) = (*) (In2—-1) ) f'(z) = 2e3® cos e2*
2 2/z e
’ x 2 _x ’ 1 : ’ 1 - / 1 ’ ’ 2 2
g) f'(z) = 7% Inmwsec” h) f'(z) = — i) f(z) = o j) f'(z) = — cos(Inz) k) fi(z) = —tgx 1) f'(z) = sec”(tgx)sec” x
T T T
1
m) f'(z) = n) f'(@) = —— o) f'(z) = cos(loga(3z))  p) f'(2) = — sen (logs(v/z))
zln3 xln xln2 2z1nb5
Exercicio 3} ,
’ 2 2 ’ -6 ’ TzT 41 ’ 3 2 4 2
a) f'(x) = (z° — 3z + 8)°(6xz — 9) b) g’ (z) = —40(8z — 7) c) fi(z) = —W d) f'(x) = 5(8z° —2z°+x—7)% (242 —4x+1)
22 —
) N'(2) = 2(62—7)2(8224+9) (16822 —1122+81)  f) g’ (w) w? +dw -9 ) H (2) = 0B = 22) h) H'(6) = —15 cos* 30sen36
e z) = T — x z°—112z W) = ——————— )= — = —15cos sen
g 2w5/2 g (422 + 9)3/2
1\5 1
i) f/(x) = —6[xsen(3x2) + cos 3zsen3x] J) R (w) = k)g'(z) =12 (22 - —) (z + —) )k (r) = 8r2(8r3 + 27)72/3
1 — sendw 22 23
Exercicio IO a) k' (r) = 20(4r + 7)%; k' (r) = 320(4r + 7)3  b) f/(x) = 3sen?z cos z; f''(x) = 6senx cos® z — 3sen’x
Exercicio IT}k(2) = —4; k' (2) = 15 Exercicio ILI2 h'(4) = 7% Exercicio I3} a) —9,8am/s b) —19,6m/s c) -54,19m/s
Exercicio @14} 160cm/s Exercicio I8t a) 0,0017 cm?/dia b) 0,004wcm?/dia Exercicio LI 1287cm? /s
Exercicio A 18} %‘rr m/min Exercicio A 10} —%\/5 Exercicio 20} dC = 200 exemplares. Aumento real: 225 exemplares.
Exercicio .21} dP ~ 1,5 milhares Exercicio 22} df ~ 6 radios Exercicio 23t dQ =~ 8 unid. Exercicio 224} dQ =~ 12.000 unid.
. 5 dV i R 3 X
Exercicio 28t dV = 27 cm e ~ 3% Exercicio 26 Aumentard em 2% Exercicio20#dV = 2,41™m Exercicio 28] o= 2,5%

Cap.5

Exercicio B} a) 222 + 3z + ¢ b) 3t3 —2t2 4+ 3t+C <) 7# + % +C d) 2u3/2 4 241/2 L ¢
e) %v9/4 —v 340 o) %15/3 - %12/3-‘—0 g) %senu-&-c h) —7cosz +C i) tgt+ C
DE2@z—2%24+c 1 E6t+5)* +Cc mEe®-13%2+C n) -31-222)%34C

o) %(\/5-9—3)5-&-0 p) —%cos4x+c q) i(senSw)4/3+C ) ﬁ +C s) %596231‘-‘(-0
Exercicio 2} y = 222 — 5z + 4 Exercicio B3} C(z) = 222 — 8z + 10 Exercicio [5.4} 1177m3
Exercicio BBt a) -18 b) 5 ¢)13/3 d) 0 e)53/2 ) 5/36 g) + h)1-+v2 )0 j
VE DS W2 R 01 p2m2-F @2 - B+ 18y 0 Lt + )
Exercicio .8t 32/3 Exercicio B2t 32/3

. 2z z2 3z
Exercicio 528t a) ;Ts +C b) 251n5 +C o) 2:;/111010 tc
3 4
10% zlnz 5T +2a
d) 3o +C ©) ‘e +C 0 s +C 9 2
2 2 2 x x
g)%lnzf%+c h)zloga17#+c 1)1; 7&2 +C

8e

j)zsenx 4+ cosz + C k) 7@ %+c ) —(z+1)e "+ C
m)21—7€3z(922—62+2)+c n) %zscn5z+%cos5z+c o) zsecx — In|secz + tgz| + C
p)zzsenz+2zcos1725enz+c’ q) %z3/2(31n172)+6’ r)fcosz+%cos3z7%cos5z+c’
s) %w—;—Qsen4w+C t)—%cosSx-&-%cossxﬁ-C u)itg4w+%tg6w+c

\/4712
=

4
v) %4»0 w) 2seng/Qacf%sem7/2m+c’ x)lln

2
3 2 £

+C

249 2-25
y)%ln \/m%—% +C z)\/a;T+C a)3ln|z|+2In|z — 4|+ C

B)4ln|z+ 1| —5ln|z —2|+In|z — 3|+ C )6l — 1|+ 25 +C

Exercicio 520t a) f(z) = 423 —3z2 + 2 +3 b) f(z) = %wB - %:CZ — 8z + %
c)y = —3senx + 4cosz + 5z + 3 Exercicio [F.10F 37n/52 Exercicio [T} s(t) = t2 43 —5t4+4
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1 3 11/3 2 5/2 4 3/2
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) Sy ) 22 ) 2@+ - St
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Exercicio [B.13} 11)%&)631 — ée:ﬂ +C 12)zsecx —In | secx +tgz | +C 13)xln2a:72xlnx+2x+c’ 14)ztge —In | secx | +C  15) E-lne — &= +C
Exercl’cioml(ﬁ)%; 17)18u.a 18)%71‘.0‘. 19)2u.a.

Exercicio [B.10] %u.a. Exercicio [.10} 8u.a. Exercicio [LLLz} %

—x

2442 5—y/25—a2
Exercicio L1} a)%ln| \/T+ | +C b)%ln\ o\/% | +C ©¢) ad +C d)— ——~-——+C

9\/4&:2—9 \/96*2w+1
P 3
Exercicio 510} a)iln| ;+g | +C b)in | (gjw%”l | +C 4:)&,‘i+1 +in|z+1| 7%ln | 2z 4+ 3| +C
z

D15y — s T asin | E5 140 o fin | (P + D@+ 1P | +3tgT ) + O
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