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Célculo Diferencial e Integral: um KIT de sobrevivécia
Prof. Doherty Andrade
Transformada de Laplace

f£)
Teorema (Existéncia da Transformada de Laplacebe € de ordem

: ~ Li{z) =F(s) )
exponencial, entdo sua transformada de Lay ada pbr

(8]

F(S]=J fe) T
0

: . Fle) : T<8
A integral definida existe nos pont

fe)
Teorema (Linearidade da Transformada de Laplace Hejam

2() F(s) Gis)
e tendo transformada de Laplace dadas |, ,

s b
respectivamente. £ séo constantes,

o Liafis)+bgls))=aFis)+b Gls)
entao

fe) (£)
Teorema (Unicidade da Transformada de Laplacepejam eg

Fis) Gis) :
tendo Transformada de Laplace dadas , lesgeente.

F(s)=G(s) o f2)=gl2)
e entéc

Para trabalhar com Transformada de Laplace no Mamié€, precisa carregar
os procedimentos "Laplace transform” .

Faca isto com



> with(inttrans):

Warning, new definition for hilbert

Exemplo 1Determine a transformada de Laplace da funcéo degnario.

f(£)=1 0=t ¢

se <

(=0  c<t

se

> c:='c =" F.='F: g:='g" si='s" t=1"T:= 'T"
fo:=t->1:

g :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T)):

F :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T=0..c)):
"For 0 <=t<=c, f(t) * = fO(t);

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t);

F(s) =7, Int(f(t)*exp(-s*t),t=0..c) = F(s);

"F(s) * = simplify(F(s));

Forl==fx=g fif) =1

(—5i)
Jﬂ:z)e(_mdz:— °

=

© (—5c)
(—st) e -1
F(S)=,Jff.tje di=—————
g
0
(—sc)
E —
Frg) =—

Veja o grafico de f.
> f:=x -> piecewise(x>0,1);#tomei c=0 aqui

F=x = precewse(l <x, 1)

> with(plots):

> plot(f(x),x=-2..4,y=0..2);
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Exemplo 2Determine a transformada de Laplace

> a:="a"" f.="f: F.='F: g:='g" s:='s" t:="t"T:= 'T"
fO :=t -> exp(a*t):

(1)~ =1f0(Y);

g := proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) ~ = subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,));

F := s ->-subs(S=s, ¢(0,S)):

‘F(s) =F(s);

s =Y

in(.ﬁ) o

Definite integration: Can't determine if the intaljis convergent.
Need to know the sign of --> -a+s

Will now try indefinite integration and then takelts.



{aﬁ—s.ﬁ]_l

Frg) = lim
f—>00 @-8
{oo(a—s)]
e -1
Fig) = -
Fig) =—
i — &
> f(t) ~ = exp(a*t);
"F(s) " = laplace(exp(a*t), t, s);
=
78 = -2+ =

: f¢) = sinh(a £)
Exemplo 3Determine a transformada de Laplace
(e ) (= £)
e — B
2
fie) sttth( @ )
Como = = , usamos que
1
Ll(em .ﬁ)j _
5ol
e
(—at) 1
LE(E )= 8+
> L:='L"

f(t) © = sinh(a*t);

f(t) * = (exp(a*t)-exp(-a*t))/2;

L1 :=laplace( exp(a*t), t, s):

L2 :=laplace(exp(-a*t), t, S):
L(exp(a*t)) = L1;

L(exp(-a*t)) = L2; " ;

F(s) "= (L(exp(a*t)) - L(exp(-a*t)))/2;
"F(s) = (L1-L2)/2;

"F(s) * = simplify((L1 - L2)/2);



Jt) = smh(a £

(af) 1 (—af)
-—e

1
J) ="e >

L(E(azjjz 1

—it+ 5

L(E(—azjjz 1

&+

Fie) = %L(em 5}) - %L(E(_a ﬁ))

1 1 1 1
2—a+s Zs+a

Fis) =

F@}:_(a—s)&+a)

Podemos verificar este resultado usando as radimééaple.

> “f(t) = sinh(a*t);
‘F(s) * = laplace(sinh(a*t), t, S);

Jt) = smh(a £

="

5 =il

: f{e)=1¢
Exemplo 4Determine a trasnformada de Laplace

> a:="a" f.="f"" F.='F: g:='g" s:='s" t.="t" .= 'T"
fOo:=t->t

f(t) ~ = fO(Y);

g := proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) ~ = subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,));



F :=s ->-subs(S=s, g(0,S)):
F(s) " =F(s);

Ji) =t

£ (_Sﬁ) i+1
Jf“”( s6) e (st+1)

2
g

Definite integration: Can't determine if the intaljis convergent.
Need to know the sign of --> s

Will now try indefinite integration and then takelts.

(—si) (—&i)
e +e -1

fog
Fig) = km -
i —=co 52
(—zoo) (—s00)
sSoe + e -
Ffg) =-
2
&
o L
(g = >

=

Podemos verificar este resultado usando as ralm@scote Transformada de
Laplace.

> f(t) "=t
\F(S) t = laplace(t, t, s);

Ji) =t

1
Figl :—2

=

. f{t) = cos(d £)
Exemplo 5Determine a transformada de Laplace

> a="a" f="f: F.='F: g:='g" s:='s" =1 T:= 'T"
fO :=t -> cos(b*t):

(1) = 10(0);

g := proc(t,S)



simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) * = subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) ~ = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));

F := s ->-subs(S=s, ¢(0,S)):

‘F(s) =F(s);
Jit) =cosl(h i)
(—5¢) .
(—2£) e (—scos(b )4+ b amlb )
Jf{.ﬁ} e di =
52+E:12
—& E(_H:I cos(b i)+ 8 E{_Sz:I s b £+ &8
Fig) = lim
i—»co 52+E:'2
-5 E{_S 2 cos{boo)+ b E(_S 2 sin( b ool + 2
Fisg) =
52+E:12
Frs) =
g 4+

Verifique este resultado usando as rotinas do Maple

> “f(t) * = cos(b*t);
“F(s) ~ = laplace(cos(b*t), t, S);

Jit) = cos(b i)

Fig) =
g+ b

EF-E

F(=)=
Exemplo 6 Determine a transformada inversa s +3

> fi='f1 Fi="F o si='st ="t

FO :=s->(3*s + 6)/(s"2 + 9):
"F(s) " = FO(s);

"F(s) * = expand(FO(s));



E-E

Fie) =

5+

1

g
Figl =3 + 6
52+9 52+9

Fis) s
A transformade € uma combinacao linear.

> F1 :=s/(s"2 + 9):

F2 :=3/(s"2 + 9):

F[1](s) = F1;

F[2](s) = F2;

"F(s) = 7, 3*F[1](s) + 2*F[2](s) = 3*F1 + 2*F2;

iy

Hils)=
1
52+9
1
F2(3)=3 >
g 48

1

s
Figl=,3F +2F =3 + 5
©=.3F1() +2Fye) =3 .
g +9 g +9

Fl(s) cos(3f) Fz(s) sin( 3£
€

A inversa de e a inversa

> f1 ;= invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
fla](t) , " =L 1 (F1(s)) " =f1;
fl2](t) , " = L"-1 (F2(s)) = 12;

F1(8), = I FIE) = cos(4f9 1)
1
P&, = L1 F26) =549 sin(of9 1)
f6)  3f)+27(0)  3cos(31)+2sin(3e)
Portanto = =

> f(t) =, 3H[L]() + 2*2](t) = 341 + 2+72;



A=, 30, +255() =3 cos(ﬁf)%ﬁs‘m(ﬁr)

Podemos verificar isto usando os procedimentos aplé/

> F(s) = (3*s +6)/(s"2 +9);
f(t) © = invlaplace((3*s + 6)/(s"2 + 9), s, 1);

A5+ 6

Fe) =

g +9

Ft) =3 cos(3¢)+ 2 sl 3 ¢)
Transformada de Laplace de derivadas e integrais

£ i
Teorema (Derivada de f(t))Sejaf[ : ef @ continuas em

0=¢ : L)) =aF(s) - £{0)
, € de ordem exponencial. Enti :

Lifte) )= Fis)
de

on
€O B () 0=¢
Teorema (Integracéo de f(t))Seja € continuas pa
F(s)
Lj thdt)y=—"
. , e 5 Lif{z))=F(=)
e de ordem exponencial . Enté | , O

Vamos ver alguns exemplos de como usar estesaéssilt
Carregue os procedimentos para transformada dedeaflaca isto com.

> with(inttrans):

L{cos(ﬁ}zj
Exemplo 1Determine

> fi='f F="F o si='st =" T="T
f:=1t->cos(t)"2:
f1 :=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):



() " =1,

1(0) "~ =1(0);
() " = f1();
7 = cos(t)”
S =1
Tl =—2 cos(f) sin(é)
sin(2 £) = 2 sin(£) cos(e) _ Llam(2)) =" ,
Note que e assim use q s+

> LDf :=-2/(s"2 + 4):

LDf = "L(f'(t)) ;

egn := LDf = s*F(s) - f(0): eqgn;
sol := solve(eqgn, F(s)):
"Resolva para F(s).;

"F(s) " =sol;
sol := simplify(sol):
"F(s) " =sol;
-z 5 L))
g +4
-2 =sF(s1-1
s +4

Fesolva para Fiz).

2+.‘32
o=
sls”+4)
2+s2
Fig) = >
sls”+4)

Verifique isto usando as rotinas para Laplace

> f(t) * = cos(1)"2;
“F(s) ~ = laplace(cos(t)2, t, S);




A = cos(t)°

1
1+—S2

Frg) =2 >
sls”+4)

Surpresa, o Maple NAO pode calcular!

: LAH2))
Exemplo 2Use o teorema acima apra determi ,onde
L(s2}
(a)
(2t)=—7
Ji=2¢
Como e g

> =" F:='F" s:='s" t:="t":

f:=t->t"2:

fl =t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):
(1)~ =1(V);

(O " =f1);

LDf := laplace(f1(t), t, s):
L(f'(t)) " = LDf;
Lf := LDf/s:
"F(s) = L(f'(t))/s ~ =Lf;
=
S =2t
L I —_ 2 L
() = >

=
1
=L =2—
=

Verifique isto com as rotinas do Maple para Laplace.

>R = 12
'F(s) " = laplace(t*2, t, s);



f) =6

Fg) =2 LB

Lie)

(b)

&
frﬁJZsz L(sz):_g

&
Como e

> f:='f: F:='F": s:='s" ="t
fi=t->t"3:

fl :=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):
(1) = f(1);

(O " =f1);

LDf := laplace(f1(t), t, s):
L(f'(t)) " = LDf;

Lf := LDf/s:

"F(s) = L(f'(t))/s ~ =Lf;

f) =t

i =31

1
L) =6 —

=
1
Fle) = LG ls =6 —
=

Verifique isto com as rotinas do Maple.

> f(t) " =13;
'F(s) * = laplace(t"3, t, S);

f) =t

Fe) =6 %

=



Exemplo 3Resolver o seguinte problema de valor inicial

Yy ty) =10 y0)=2  »yi=3
com e

> si='st ="t Y =Y Ysi='Ys':

y0 :=2:
yl:=3:
F:=0:

Y +y() =0

¥(0) =y0,"y(0) =y1;

eqgn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 + Y(s) = F: egn;
sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) T =Y(s);
»ie + pig) =0
¥ =2, »Y =3

#° Ts)— 25— 34 ()= 0

2s+3

Frg) =

s +1

Licos(t)) = L{sin(£))=
Usando que s+l s +1

vamos determinar a solucdo que é uma combinagaar lde cos(t) e sin(t) .

> F1 :=s/(s"2+1):

F2 :=1/(s"2+1):

Y(S) = 2*F1 + 3*F2;

fl := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) = 2%1 + 3*2;

1

&
Fig) =2 +3
52+1 52+1

JiE) =2 cos(E)+ 3 smis)

Podemos usar o Maple para determinar diretamanigeesa.



> Y(S) =Y(s);
f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);

2+ 3

s =
s +1

e = 2 cos(£) 4+ 3 anlf)

Podemos usar os procedimentos do Maple para EDxOopéer a solucéo
diretamente.

> Y=y =t

ODE := diff(y(t),t$2)+y(t) = O:
ICs := {y(0)=2, D(y)(0)=3}:

'D. E. " = ODE;

. C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));
dsolve({ODE} union ICs, y(t));

.
DE  =||—w)|+yr1=0
3’

LC% ={y0)=2 Diy)0)=3}
yiii= Clan(i)+ CF cos(s)

wii=2 cos(f) 4+ 2 sin(é)

Exemplo 4Resolva o problema de valor inicial

YU Y - 2y =0 yo)=1 yih=4
com e

> s:='s": S:='S ="t Yi="Y"

y0 = 1:
yl :=4:
F:=0:

YO +y(0) - 2y(1) =0

y(0) =y0, y(0) =y,

eqgn := s"2*Y(s) - s*y0 - y1 + s*Y(s) - y0 - 2*Y(s¥ F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y := s -> subs(S=s,sol):



Y(s) =Y(s);
'Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YU+ Y - =0

w0 =1, o) =4

52 Ts)—s— 545 T(a)— 2 T(s) =0

s+ 5
Ffs) =7
g +s-2
by 1 2 !
=- +
& s+ 2 s—1
(=248 1 £ 1
L =— L =—
(e ) 5+ 2 (e") s—1

Usando que (
a solucéo é combinacéo linear.

> F1 := 1/(s+2):

F2 :=1/(s-1):

Y(s) =-F1+ 2*F2;

f1 := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t)  =-f1 + 2*2;

1 1
izl =— +2
& s+ 2 g—1

2
e L PR

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);
s+ 5
¥g) =—
52 +5—2
A = RSP

Podemos verificar isto com o Maple.



> Y=y =t

ODE := diff(y(t),t$2)+diff(y(t),t)-2*y(t) = O:
ICs := {y(0)=1, D(y)(0)=4}:

'D. E. " = ODE;

. C.'s " =ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));

Z s+ (300
DE  =|| 5w |+| v |- 25(0)=0

ot
LCE ={y0)=1D)0)=4}

Yy
wih= Cle'+ 2 Rt

-2
v = —EI: ) + 2 naz

Exemplo 5Resolva o problema de valor inicial

YU -y + i) =10 yi)=-1  yfh=4
com e

> s:='s": S:='S ="t Yi="Y"

yO0 :=-1:
yl :=4:
F:=0:

Yy (1) -3y'(t) + 2y(t) = 07;

¥(0) "=y0, y(0) =y1;

eqgn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y$) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YUY -+ =0

yith =-1, yith =4

32 Tisl+es-"7-3c¥(s)+2¥(s1=0



1
¥zl = -6 +5
= g—1 g— 2

‘) (2, __1
Le)=""1 Le =13

Usando que '
a solucdo é combinacéo linear.

> F1 :=1/(s-2):

F2 :=1/(s-1):

Y(s)  =5*F1 - 6*F2;

fl := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) = 5*f1 -6*12;

1
i) = -6 +5
& g—1 g— 2

) _5e0T g

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);

7 = -

g —35+2

2
1) 5ottt gt

Podemos verificar isto com o Maple.

> yi=yn =t

ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = O:
ICs := {y(0)=-1, D(y)(0)=4}:

'D. E. = ODE;

. C.'s " = ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));



D E = i B[E ] 2 =10
2 =|| 0|3 (50 )+ 2500

LG ={Dyi0)=450)=-1}

2 ¢
y()= Clel+ 2 ot4t)

3?(5):59(25)—635

Teoremas de Deslocamento

. Fls)
Teorema (deslocamento na variavel Se é a transformada de
f£)
Laplace de , entéo
(@i}
Lie fit))=Fls—a)
. F(s)
Teorema (deslocamento na variavel pe é a transformada de
f£)
Laplace de
L(U (mas) g
0<a (U le)fie-a))=e ()
e , entao

Carregue o pacote de transformacdes para tralmhao Maple.

> with(inttrans):



1,(;“3.9':M:I

Exemplo 1Calcule

)

pH]

(m+1)
Usando que 5 . e fazemos o deslocamento.

Ly =

> a:="a": f.="f". F.='F: n:='n"; s:='s": t:="1",
f:=t->t"n:

F :=s->nl/sN(n+1):

“formulas dadas:;

() " =1(1);

F(s) " =F(s);

“deslocamento na variavel s para obter:’;
f(t) = f(t)*exp(a*t);

F(s) " =F(s-a);

Jarmulas dadas:

) =£"

zl

(m+1)
g

Fis) =

deslocamento na variavel s para obigr:

I = E(ﬂf:'
nl

(_ﬂ+sﬁm+1)

Fis) =

Podemos verificar isto com o Maple.

> assume(A,positive);
assume(N,positive);

"Por exemplo, comece com:’;

f(t) " =t"n;

L := laplace(t*N, t, s):

"F(s) " = subs(N="n',L);

"Deslocamento na variavel s para obter:’;
f(t) T = t"n*exp(a*t);

LS := laplace(t*N*exp(A*t), t, S):

"F(s) * = subs({A="a’,N="n},LS);



For exemplo, comecs cam!

) =¢"

(-n—1)
Figl =& I'fe+1)

Deslocamenta na variavel ¢ para abier:

) _ E(ﬂf:'

(-n—1)
Fred =T(n+ 1) (s—a)

Exemplo 2Resolva o PVI

YOty = Ug(s) y0)=0 yfh=0
com e

> S:='st SI='St =T Y=Y Y=Y

y0 :=0:

yl:=0:

F := laplace(Heaviside(t-Pi), t, s):

YU +y(t) = UPI(t);

y(0) " =y0, y(0) " =y1;

eqgn := s"2*Y(s) - s*y0 - y1 + Y(s) = F: egn;
sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

1/(s*(s"2+1)) = convert(1/(s*(s"2+1)), parfrac, s);
Y(s) ~ = exp(-Pi*s)/s - exp(-Pi*s)*s/(s"2+1);

YU+ o) = Ui
¥ =0, yih =0

(-T &)
e

32 Tis1+Ti(s)=

(-7 a)

F{S) :E—
sl + 1



(-7s) LT
L(U (¢) cos(t— 7)) =

LU, (£)) =~
s +1

Use que €

> F1 := exp(-Pi*s)/s:

F2 := exp(-Pi*s)*s/(s"2+1):
fl := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
Y(s) =F1-F2;

f(t) =11 -12;

(-ms)  (-Ts)
e e &
Ko ==~

52 +1
i) = Heawnzide(f — 70 + Heawiside! £ — 710 cos(£)
Podemos verificar isto usando o Maple.

> ODE := diff(y(t),t$2)+y(t) = Heaviside(t-Pi):
ICs :={y(0)=0, D(y)(0)=0}:

'D. E. " = ODE;

I.C.'s =ICs;

dsolve(ODE, y(t), method=laplace);
dsolve({ODE} union ICs, y(t), method=laplace);

2
DR = [[3—2 };(r.]] +vi#) = Heawiside(s — :n:)]
ot

LC% ={y0)=0Diy)0)=0}

1 42
viE =900 cos(£) 4+ D000 sinl ) 4+ 2 Heawiside( s — ) cos(g.ﬁ]



1 92
v i) = 2 Heawaide(f — 1) cos(gz]

Invertendo a Transformada de Laplace

> with(inttrans):
laplace(t,t,s):
.93 -4s+1

s(s—13°

Y(s) =

Exemplo 1Determine a transrformada invets:

> si='s Y=Y
Y :=s->(s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(s) =Y(s);
.5'3 -4s+1
o) =—"—""_
sla—1)

Vamos usar fragOes parciais para decompor a edwessY(s) em fatores
mais simples

> si='s" Y=Y
Y :=s->(s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(S) = Y(s);
Y(s) ~ = convert(Y(s),parfrac,s);

33 -4ds+1

¥g) =——
sis— 1]3
1 1 1 1
) =——=2 + +2

g—1

(s-1)°  (s-1)°

Usamos a tabela de transformada de Laplace parmarpr@cinversa, obtemos
a solucéo

fe)=—1-t2e’4iel+2e

Podemos usar o Maple para conferir.



> "F(s) " =(s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3);
“f(t) * = invlaplace((s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3), &);

33—4s+1
Fig) =———

sle— 1)3

) =-1—-t2e riefsoel

S5

F(s)=

2 2
Exemplo 2Determine a transformada inversa (e +4) (s +9)

> S:='s Y=Y
Y := s -> 5*s/((s"2+4)*(s"2+9)):
Y(s) =Y(s);

¥ =5
(s +4) (s° +9)

Podemos usar o Maple para converter em fracéemjzarc

> si='st Y=Y
Y := s -> 5*s/((s"2+4)*(s"2+9)):
Y(s) =Y(s);

Y(s) * = convert(Y(s),parfrac,s);

Y =5
(5 +4) (s +9)

iy

g
sl = -
52+4 52+9

Use a tabela de transformadad e Laplace para detereninversa:

yifi=cos(28)1—cos(3 1)



.5'3+3.5'2—.5'+1

e = 2 2
. ] sle+ 1017 (s7+ 1)
Exemplo 3Determine a transformada inversa
Em fracdes parciais, temos

> s:='st Y=Y

Y =5 ->(s"3+3*s"2-s+1)/(s*(s+1)"2*(s"2+1)):
Y(s) =Y(s)

Y(s) * = convert(Y(s),parfrac,s);

.5‘3+3.5'2—.5'+1

s =
s(s+1)2(32+1)

v 1 5 1 5 1 s+1
=—- — +
= g s+ 1 2

(s+1)2 s +1

Usando uma tabela de transformada de Laplace temeos mpsposta é€:
y(h=1—-2¢ RO PR cos(2) + sin(£)

Exemplos de PVI

> with(inttrans):

Exemplo 1Resolva o problema de valor inicial

P -3 v + 2 =0 y(0)=73 yi =4
com e

> S:='s". S:='S" =" Y=Y

y0 :=3:

yl:=4:

F:=0:

y'(t) -3y'(t) + 2y(t) = 0

y(0) =y0, y'(0) =yl

eqn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y¢) = F
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) = Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);



YUY -+ =0

yth =3, yith =4

32Y(s)—33+5—3sY(s]+2Y(s):U

A5-05
¥ =
g —3s4+2
¥ig) =2 1
& = g—1 * g—2
2 1
Le')= T A
g—1 g— 2
Usando que '
a solucéo é combinacéo linear.
> F1 :=1/(s-2):
F2 :=1/(s-1):
Y(s)  =F1+ 2*F2;
f1 := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) = f1 + 2*2;
¥ig) =2 !
& = g—1 * 5= 2
2
1) S RPN.

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) =Y(s);
f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);
ds—-10
el =—
g —35+2
PR P

Podemos verificar isto com o Maple.

> yi=yn =t
ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = O:



ICs := {y(0)=3, D(y)(0)=4}:

'D. E. = ODE;

. C.'s " = ICs;

dsolve(ODE, y(t));
dsolve({ODE} union ICs, y(t));

= o] -3(30)
DE  =||5¥)|-3| v |+ 25(e)=0

ot
LCE ={y0)=3D)0)=4}

2 ¢
wty= _clef+ 2 o2t

2
y{i}:e( £)+23£

Exemplo 2Resolva o problema de valor inicial

Y -3y o) =10 yil)=-1  yfil=4
com e

> s:='s": S:='S ="t Y=Y,

yO0 :=-1:
yl :=4:
F:=0:

y'(t) -3y'(t) + 2y(t) = 07

y(0) " =y0, y'(0) =yI;

eqgn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y$) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) = Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YUY -+ =0

w0 =-1, ) =4

5'2 Tiel+es-T-3cY(s)+2%(s1=0

g—"77
e =-

g —35+2



1
iz = -6 +35
& g—1 g— 2

L(ef']l:—l L(e(zzj):—l
g—1 g— 2
Usando que '

a solucdo é combinacéo linear .

> F1 :=1/(s-2):

F2 :=1/(s-1):

Y(s)  =-6*F1 + 5*F2;
fl := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) © = - 6*f1 + 5*f2;

1 1
Iig) = -6 +5
& 5— 2 s—1

2
) IPIRELY PN

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) =Y(s);
f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);

¥ = -

g —35+2

) PRSP

Podemos verificar isto com o Maple.

> Y=y t=tn

ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = O:
ICs := {y(0)=-1, D(y)(0)=4}:

'D. E. = ODE;

. C.'s " = ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));

= o] -3(30)
DE  =||5¥)|-3| v |+ 25(e)=0

ot



Los ={v0)=-1D{yu01=4}

2 ¢
wty= _clef+ 2 o2t

7
y{ﬁ}=52( D gl

> restart:
> with(inttrans):
Exemplo 3Resolva o problema de valor inicial

¥ oy =¢ y(0)=-1 yil =3
com e

> s:='s" SI='Sh =" Y=Y

yO0 :=-1:

yl:=3:

F :=laplace(t, t, s):

Yt +y(t) =t

'y(0) " =y0, y'(0) =vyI;

eqgn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 +1*Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) = Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YU+ oy = o

yith =-1, yith =3

1
SEY(3)+S—3+Y(3):—
5
33—332—1
W=
= (e +1)
v 1_ —2+s
fs) = 5 3

g g+ 1



1
L(ﬁ):—z LiZamis)—cos(s)) =

Usando que g ‘ 5 +1
a solucéo é combinacéo linear.
> F1 :=1/(s"2):
F2 := (s-2)/(s"2+1):
Y(s) * = F1-F2;
f1 := invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =11 -f2;

1) 1 -2+4=

o) = —
52 52 +1
FE)y =i —cos(E)+ 2 amnlé)

>
> restart:

> with(inttrans):
Exemplo 4Resolva o problema de valor inicial

YUY Ay - ) = drexpl) yo)=1 =0
com e

> s:='s" SI='Sh =" Y=Y

y0 = 1:

yl:=0:

F = laplace(4*exp(t), t, S);

YU +Y'(0)-y() = 4*exp(t);

'y(0) " =y0, y'(0) =vyI;

eqgn = s"2*Y(s) - s*y0 - y1 +(s*Y(s) - y0)-1*Y(s) +:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

Y(s) = convert(Y(s), parfrac, s);

1

g—1

=4

YU+ Yty = Nexp(t)



w0 =1, y0) =0

SE Y(S]I—.*;—1+.*3".‘L’|(s]|—Y{s):ﬂ,L

g—1

g 3
Fis) =
g —2s4+1
1 T+3s
e =4 'l_
&7 g +s-1

Algo mais sobre EDO's

Métodos Numeéricos para EDO no Maple
> restart:

Se vocé esta interessado na solugdo de um prodierelor inicial em um
ponto particular ou em um namero pequeno de pgadgulares, € mais
eficiente resolver numericamente a equacéao difeaakdo que tentar resolvé-
la exatamente usando formulas. Muitas vezes, ndteaxna expressao
explicita para a solucéo, e ai teremos que usadoEenhumeéricos.

Vamos ver agora como se pode obter a solucdo ntemésando o Maple.

O comando dsolve, sem informacéo de opcao tentaaasolucao exata.
Uusando o comando dsolve com a opc¢ao "numeric” plidvtatorna um
procedimento que vocé devera usar para obter @Z&oho ponto procurado.

Como default o Maple usa o método de Runge-Kutiardem 4.
22

X =y
Exemplo 1: Considere a EDO y* , com y(0)=1.

> {D(Y)(X) = x*2 - y"2, y(0)=1};

(Do) ="~y 7(0)= 1)
> solucao:=dsolve({D(y)(x) = x*2 - y(x)"2, y(0)=1}, (), numeric);

solucan = proc(ricf4s x) . end



O Maple retornou um procedimento que dara a solnggmwnto desejado.
Para saber a solugé&o no ponto

x=1, execute a linha abaixo.
> solucao(1); #da a solucdo no ponto x=1 e etc.
[x=1,%(x)=7500156981235434 ]
> solucao(2);
[x =2, y(x)= 1679458970842937 ]
> solucao(5);
[x =35, v(x)=4896724060220174]

Nao temos nenhum controle, deixando o Maple fambag as contas e tomar
todas as decisdes. Para obter mais controle devespesificar o método a
ser usado pelo Maple e também o passo a ser usadtem trés métodos
numéricos que usamos mais comumente: método deg Eldeodo de Heum e
0 Runge-Kutta.

Vamos ver como isto pode ser feito.
2
¥y —-x
Exemplo 2: Considere a seguinte EDO y com y(0)=0.

> edo = D(y)(X) = y(x)"2-x;

eda =D(yvi(x1= y(x]lz -x
Estimar y(1) se y(0)=0, usando o método de Eulergasso h = 0.01.

> eulersol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric,
method=classical[foreuler], stepsize=0.01);

eulersnl = proc(x_classical) . end
> eulersol(1);
[x=1,v(x)=-4524652340061601 ]

Estimar y(1) se y(0)=0, usando o método de Euler onatlto com passo h =
0.05.



> Melhoreulersol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric
method=classical[heunform], stepsize=0.05);

Melhorewlersol = proc(x_classical) . end
> Melhoreulersol(1);
[x=1,y(x)=-4555263344850716]
Estimar y(1) se y(0)=0, usando o método de Rungé&akuam passo h = 0.1.

> rksol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric, methodelassical[rk4],
stepsize=0.1);

rhsol = proc(x_classical) . end
> rksol(1);
[z=1,yix)=-4555438427045770 ]
Exemplo 3

Vamos ver agora como usar 0s recursos numerichiagte para plotar
campos de direcdes de EDO's.

Uma EDO y'(x)= f(x, y) define um campo de direc@@dMaple pode plotar
este campo. Vejamos como se se faz isto.

Antes precisamos carregar o pacote de ferrameataseguacdes diferenciais.
> with(DEtools):
> eqcl:= diff(y(x),x) + y(x) = 0;

eged = (iy(xj] +y(xi=10
%

> ODE:= diff(y(x),x) = sqrt(y(x)"2+1);

D :=ai3r(xj = 4 y(leg +1
%

> DEplot(eqcl,y(x),x=-4..4,y=-4..4 title="Exemplo 1",
arrows=slim);
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> DEplot(ODE,y(x),x

=slim);
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> eqc2 := diff(y(x),x) = (y(x)-x)*(1-y(x)"3);

3,
eged = —wlx)
i

(7(x) = x) (1= 9(x)°)

Gerando um campo de direcbes

SLIM);

"Exemplo 3arrows=

0.5..2,title=

0..2,y=

> DEplot(eqc2,y(x),x



Exempla 3
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Podemos também plotar a solu¢do usando o métoHalde

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},
arrows=NONE,method=classical[foreuler]);

2_
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YW)1E
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0.4

0.2
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05] 02 04 08 08 1,72 14 18 1
0.4

Usando método de Euler melhorado.

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},
arrows=NONE,method=classical[heunform]);



X

Usando Runge-Kutta4, default do Maple.

Yl 02 04 0B 08 1,12 14 16 18 2

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},arrows=SMAIL);
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> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},

T e e
T g Ty Sy S
NENENENEVRNRNY
RN N N RN

arrows=NONE,method=classical[heunform]);
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Alguns Modelos

> restart:

> with(inttrans):

Modelo 1:Desintegracdo Radioativa

Se a quantidade do material radiotivo no instaetft),

entdo a taxa de variacdo no instante t é propak@n
quantidade Q(t), isto é,

d Q()
=k Q)

onde k>0 é chamada a constante de desintegragatvado
material.

Se a quantidade inicial de material é Q[0], entdaepnos usar a transformada
de Laplace para determinarmos a solucéo do PVI:

d ()
o =k Q(£)
&
Q(0)= "
> S:='s" S:='S" =" Y=Y,
y0 = QIO]:
F:=0:

y'(®) +ky() =07



'y(0) " =y0;

eqgn = s*Y(s) - y0 +k*Y(s) = F:

eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s -> subs(S=s,sol):

Y(s)  =Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

»© o) = 0
¥ =0,

s ¥(s)— Oy +hk T(s)=0

Qo
=T
o
=T
(—kt) 1
Lie )= s+k
Usando que
a solucdo é combinacéo linear .
> F1 := 1/(s+k):
Y(s) "= Q[O]* F1;
fl := invlaplace(F1, s, t):
f(t) ~ = Q[O]*f1 ;
>
Qo
=T
—k ¢
Jie =y E{ :

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) " = Y(S);
f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);



&y
s+ i

He) =

—ki
0 =0pe Y

Modelo 2: Movimento num meio viscoso

Uma particula de massa m é abandonada num mea@swoissto €,
num meio que oferece resisténcia ao seu movimeapmrional a
velocidade. O movimento da particula no meio visaepende da
constante k de viscosidade, da seguinte forma

ma=mg—Lv

onde a € a aceleracdo e v € a velocidade.

Reescrevendo,
v

—+kmv=
dt £

w0 = vy

Supondo que , obtemos a solucgéo via Laplace dada po

> restart:
> with(inttrans):

> s:='st Si='St =" Y=Y

y0 :=v[O]:

F:=gls:

y'(t) +kmy(t) = g7

y(0) " =Y0;

eqgn := s*Y(s) - yO +k*m*Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

yie) thep(i) = g

¥ =vg



sY(sj—vD+km Y{.‘;]l:E
s

v05+g

e = sis+ikm)

g E:mv[j—g

+
Eme kmis+km

¥ =

Leet Ty _ L(1y= 2
(e s+ iom ( :I_.S'

Usando que [
a solucdo é combinacéo linear.

> F1 := 1/(s+k*m):

F2 :=1/(s):

Y(s) "~ = (k*m*v[0]-g)/(k*m)* F1+ (g/k*m)*F2;
f1 := invlaplace(F1, s, t):

f2 := invlaplace(F2, s, t):

f(t) * = (kK*m*v[0]-g)/(k*m)*f1 + (g/k*m)*f2 ;

kmv[]—g zm
Fig) = +
kmis+ikm) ks
(—kmi)
(kmvﬂ—g)e gm
i o= +
T ko s

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) " = Y(s);
f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);
vost+eg
Y5 = YR,
(—kwmi)
f0 = Ty

Modelo 3: Lei de resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxaaléagéo da



ar
dt _

temperature de um corpo em relacéo ao
tempo é proporcional a diferenca da sua temperaterda
T
0

temperatura ambien , isto &,

A r-Ty
di 0

onde k>0 é uma constante que depende do material.

T =0 _
Supondo que , Obtemos a solucéo via Laplace dada po

> restart:
> with(inttrans):

> s:='s" S:='Sh =" Y=Y

y0 :=C:

F := k*T[0]/s:

y'(t) +ky(t) = k*T[O];

y(0) " =Y0;

eqgn = s*Y(s) - y0 +k*Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

Y Hhy(s) = BFTO]

¥ =T

kTD

sl —C+ET(s)=
5

O+ k TD

fig) =——

& = et h)

=—+
= g g+ i



re T ot
(e ]_S+ﬁc ( )_S
Usando que (

a solucéo é

> F1 :=1/(s):

F2 := 1/(s+k):"Y(s) ~ = T[O]*F1+(-T[O]+C)*F2;
f1 := invlaplace(F1, s, t):

f2 := invlaplace(F2, s, t):

f(t) © = T[O]*f1+(-T[0]+C)*f2 ;

Ty, -Ty+C
Yg) =—+
=

g+ i

(k)
J&) =Ty +(-Ty+Cle

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);
Cst+k T,
="t
f&) =Ty~ o) Ty+ e ¢

Modelo 4 : Péndulo



Diagrama do Pendulo

O diagrama mostra um péndulo consistindo de umagmegmassa
esférica suspensa por um fio. O péndulo esta inersom

liquido que resiste ao seu movimento. A flecha@endstra a
velocidade v da esfera, a flecha vermelha modiveca

agindo sobre ela.

Existe uma forga para baixo g devido a gravidacgerdém
r uma forcga resistiva devido ao fluido, agindo imagho oposta a velocidade
do péndulo.

A equacéo que descreve o movimento do péndulo mnosedo

=
angulo entre a esfera do péndulo e a verticatia gar:

8, =k 8, 8¢

A constante k é a medida que mostra quanta resiatén
fluido exerce sobre a esfera. Se k = 0 entédo ddln&o
exerce resisténcia.

Tomando as condi¢des iniciais dadas por

80)=¢  8,(0)=0
e

obtemos via transformada de Laplace aa seguintedmlu

> restart:



> with(inttrans):

> §:='st SI='St =" Y=Y

y0 := phi:

yl:=0:F:=0:

Ty () +ky'(D)+y(t) = 07

y(0) =y0, y'(0) =yl

eqgn := s"2*Y(s) -s*y0-y1 +k*(s*Y(s)-y0)+Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y := s -> subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YU iyt =0

¥ =9, yih) =0

SEY@]—S¢+k(SY@)—¢)+Y@)=U

1) = his+k)
g +ke+1
Yo = bis+k)
g 4+ks+1

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
f(t) * = simplify(invlaplace(Y(s), s, 1));
g = 2B
g 4+ks+1
-5+
pe © (4 .:OSG,«M y .a:]— P cos[%«."lé‘r pR z] tafd—k% sin(%a."ldl e z]]

St =—
44



