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Célculo Diferencial e Integral: um KIT de sobrevivéncia
Prof. Doherty Andrade
Transformada de Laplace

f£)
Teorema (Existéncia da Transformada de Laplace) Se é de ordem

. Liz)=F(s) |
exponencial, entdo sua transformada de Laplace é dada por
(4]
J (-s1)
Fis)= | fitie dt
0

) o Fis) ) T<E

A integral definida existe nos pontos
: : 2

Teorema (Linearidade da Transformada de Laplace ) Sejam

glt) Fis) 16y
e tendo transformada de Laplace dadas por e :

i b

respectivamente. Se e sdo constantes,

o Liaflé)+&gli))=aFis)+& Gis)
entdo

. . fzy o gle)
Teorema (Unicidade da Transformada de Laplace) Sejam e
F(s) Gi=) :
tendo Transformada de Laplace dadas por e , respectivamente.
. Fls)=Gis) %0 fle)=gle)

Para trabalhar com Transformada de Laplace no Maple, vocé precisa carregar
0s procedimentos "Laplace transform" .

Faca isto com



> with(inttrans):

Warning, new definition for hilbert

Exemplo 1 Determine a transformada de Laplace da funcdo degrau unitario.

) =1 0=t ¢

se <

Hey=0 <t
se

> c='et = FETR gr=tgt s =Tt =t T
fO:=t->1:

g :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T)):

F :=t->subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T),T=0..c)):
"For 0 <=t<=c, f(t) " =f0(t);

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t);

"F(s) =7, Int(f(t)*exp(-s*t),t=0..c) = F(s);

"F(s) "~ = simplify(F(s));

Fopl=z=t==¢ fii) =1

(—51)
jﬂ:z)e(_mdz:—e—
=
f (—s£) ROh
Fig)=,| fizre di=————
=
0
(—5¢)
o _
Fig) =-
Veja o grafico de f.

> f:=x -> piecewise(x>0,1);#tomei c=0 aqui
F=x = pecewise(0 <x, 1)
> with(plots):

> plot(f(x),x=-2..4,y=0..2);



Exemplo 2 Determine a transformada de Laplace de

> a="a" ="' F:="F": g:="g": s:='s": ="t T:="T":
fO :=t -> exp(a*t):

() - =10(t);

g := proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) ~ =subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));

F :=s->-subs(S=s, g(0,S)):

F(s) = F(s);

70 =Y

(¢(a—=s))
(=) e
Jf[f)e di=—"————

Definite integration: Can't determine if the integral is convergent.
Need to know the sign of --> -a+s

Will now try indefinite integration and then take limits.



(cxﬁ—s.ﬁ)_l

Fig) = lim
f—>00 -
(oo {a—=))
e -1
Fig) = —
Fig) =—
f— 5
> f(t) ~ = exp(a*t);
"F(s) * = laplace(exp(a*t), t, s);
fy =Y
Fe = —x+s

] fe)=sinhieaf)
Exemplo 3 Determine a transformada de Laplace de
e t) (—a i)
e — B
2
e sinhi )
Como = = , usamos que
1
Ll(em .ﬁ}j _
g
e
(—at) 1
EE{E )= g+
> L:="L"

f(t) * = sinh(a*t);

f(t) = (exp(a*t)-exp(-a*t))/2;

L1 :=laplace( exp(a*t), t, s):

L2 :=laplace(exp(-a*t), t, s):
L(exp(a*t)) = L1,

L(exp(-a*t)) = L2; " ;

F(s) = (L(exp(a*t)) - L(exp(-a*t)))/2;
F(s) = (L1-L2)/2;

"F(s) " =simplify((L1 - L2)/2);



Jt) = sinh(a £)

(i) 1 (—af)
-—e

1
Jie) =2e >

E{a:f,)): 1

&+ &

L{

(—ai) 1
e =
fogs ol

L{

1 @i 1 —at
Figl =5L(E( :I:I—ELI:EI: }}

l 1 l 1
2—a+s Zs+4a

Fle) =

B == (a—g)is+a)

Podemos verificar este resultado usando as rotinas do Maple.

> “f(t) * = sinh(a*t);
"F(s) * = laplace(sinh(a*t), t, s);

Jt) = snh(a )

Fig) = 5 >

5 i

. =t
Exemplo 4 Determine a trasnformada de Laplace de

> a="a" =" F:="F": g:='g": si="s": i ="t" T="T:
fo:=t->t:

() = fo(t);

g := proc(t,S)
simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) ~ = subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) ~ = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));



F :=s->-subs(S=s, g(0,5)):
F(s) " =F(s);

Jit) =t

(-5£)

Jﬂizje(—mdﬁ:_e (s2+1)

2
g

Definite integration: Can't determine if the integral is convergent.
Need to know the sign of --> s

Will now try indefinite integration and then take limits.

(—st) (—s¢)
e +e -1

g
Fig) = lm -
f— 00 &

soe +e -
Fig) =— 5
&
R - L
fg) = >
&

Podemos verificar este resultado usando as rotinas do pacote Transformada de
Laplace.

> f(t) =t
"F(s) " = laplace(t, t, s);
J) =¢
[
& ==
=

) fle)=cos(bf)
Exemplo 5 Determine a transformada de Laplace de

>ar="a": f:="f": F:="F": g:="g": s:="s": ti="t": T:="T™:
fO :=t -> cos(b*t):

(D) " =10(1);

g := proc(t,S)



simplify(subs(T=t,int(fO(T)*exp(-S*T),T)))

end:

Int(f(t)*exp(-s*t),t) = g(t,s);

"F(s) * = subs(T=t, int(fO(T)*exp(-s*T), T=0..infinity));
"F(s) * = simplify(g(infinity,s) - g(0,s));

F :=s->-subs(S=s, g(0,S)):

"F(s) " =F(s);

Jt) = cos(d i)

(—5£) .
(—st) e {—scos(b i)+ Eanlb i)
Jf{.ﬁ) e di =
SE+E:'2
_ —SEI:_SE:I cos(b i1+ h e(_“)sin(sz+s
Fig) = lim
if— oo .5‘2+f:'2
-z E(_SD:I:I cos{bho)+ b EI:_S 2 sinfb )+ 2
Frs) =
SE+E:'2
Fis) =
g+ b

Verifique este resultado usando as rotinas do Maple.

> f(t) * = cos(b*1);
“F(s) " = laplace(cos(b*t), t, s);

Jit) = cos(d )

Fig) =
s + 5

Exemplo 6 Determine a transformada inversa de s 49

> f="f' F="F'osi="st ="t
FO :=s->(3*s + 6)/(s"2 + 9):
"F(s) =F0(s);

"F(s) * = expand(F0(s));




Ag+6

Fee) =

s +9

1

g
Fisl =13 + &
32+9 32+9

Fis) . :
A transformada € uma combinacéo linear.

> F1:=5s/(s"2 +9):
F2 :=3/(s"2 +9):

F[1](s) = F1;
F[2](s) = F2;
“F(s) =7, 3*F[1](s) + 2*F[2](s) = 3*F1 + 2*F2;
g +9
Fols)=3 !
ohES=
32 + 4

1

Fs) =, 3F(s)+2 Fy(s)=3 ; +6

g+ 8 32+9

Fl(s) 5 cos(38) Fg(s)

A inversa de e a inversa de

> f1 :=invlaplace(F1, s, t):

f2 := invlaplace(F2, s, t):
f[1](t) , = L"™-1 (F1(s)) =f1;
f[2](t), = L"™-1 (F2(s))  =12;

F1(8), = I (Fl() = cos(+f9 1)
1
A6, = D1 F2e) =0 smtifo o)
e) 3R+ 25(8)  3cos(36)+2sin(3¢)
Portanto = =

> f(t) =, 3F[L](E) + 2*f[2](t) = 3*F1 + 2*f2;

sin(3¢)
e



A=, 35, +205() =3 coscﬁm%ﬁsm(ﬁr)

Podemos verificar isto usando os procedimentos do Maple.

> "F(s) = (3*s+6)/(s"2+9);
“f(t) * = invlaplace((3*s + 6)/(s™2 + 9), s, 1);

ds+6

Frs) =
s +9

Frt) =3 cos(3 )+ 2 sini 3 ¢)
Transformada de Laplace de derivadas e integrais

fte) S
Teorema (Derivada de f(t)) Seja e continuas em

0=¢ : L)) =sF(s) - 0]
, € de ordem exponencial. Entéo, :

Lifte)y=Fis)
de

on
ey S 0=¢
Teorema (Integracéo de f(t)) Seja e continuas para
F(s)
L j dty=—"
: . JRe &) 5 L{f{z))=F(=)
e de ordem exponencial . Entéo, , onde

VVamos ver alguns exemplos de como usar estes resultados.
Carregue os procedimentos para transformada de Laplace. Faga isto com.

> with(inttrans):

Li cos(.ﬁ)zj
Exemplo 1 Determine

> =" F:="F':si='s" ="t T:="T:

f:=t->cos(t)"2:
f1 :=t -> subs(T=t,diff(f(T),T)):



(1) " =1(0);
1(0) " =1(0);
10 =11(0);

A1) = cos(t)?
fO) =1
FiE) =—=2cos(f) sin(s)

sin( 2 1= 2 amni(#) cosii) .
Note que e assim use que

> LDf :=-2/(s"2 + 4):

LDf = "L(f'(t)) ;

egn := LDf = s*F(s) - f(0): egn;
sol := solve(egn, F(s)):
"Resolva para F(s).";

"F(s) " =sol;
sol := simplify(sol):
"F(s) " =sol;
-2 5 - Lir e
g +4
-2 =sFis)-1
g +4

Resalva para Fiz).

2+52
Hig) = >
sis +4)
2+s2
Pyl = >
sl +4)

Verifique isto usando as rotinas para Laplace

> f(t) * = cos(t)"2;
“F(s) " = laplace(cos(t)2, t, s);

Lsin(2£)) =

=

+4



A = cos(£)°
1+l.':?2
2
Flg) =2
5 (5% +4)

Surpresa, o Maple NAO pode calcular!

Exemplo 2 Use o teorema acima apra determinar

L(ﬁE]l

(@)

Fih=2 He 2
WEl=2 ¢
Como e &

> =" F:="Fosi='sts ="t
f:=t->t"2:

fl :=t -> subs(T=t,diff(f(T), T)):
f(t) = f(t);

() =f1(Y);

LDf := laplace(f1(t), t, s):
"L(F'(t)) = LDf;

Lf := LDf/s:

"F(s) = L(f'(t))/s " =Lf;

fe) =62
Fi =2

1
L) =2—

=

Fg) = L{fee =2 LB

=

Verifique isto com as rotinas do Maple para Laplace.

> f(t) " =t"2;
"F(s) " = laplace(t™2, t, s);

.onde



f) =2

Fg) =2 %

Lie)
(b)

&
frﬁ/:l:Bf,g L(352}=_3

g
Como e

> =" F="Fosi='sts ="t
f:=t->t"3:

fl :=t -> subs(T=t,diff(f(T), T)):
(1) - =1(1);

(1) =f1(Y);

LDf := laplace(f1(t), t, s):
"L(f'(t)) = LDf;

Lf := LDf/s:

"F(s) = L(f'(t))/s " =Lf;

f =t

=3

1
Lty =6 —

=
1
Fle) =L ls =6 —
=

Verifique isto com as rotinas do Maple.

> f(t) © = t13;
"F(s) " = laplace(t"3, t, s);

s =o

B = 6—
(=67,

5



Exemplo 3 Resolver o seguinte problema de valor inicial

Y +yi) =0 yi0)=2  yfh=3
com e

> si='st ="t Y=Y Ysi="Ys":

y0 :=2:
yl:=3:
F:=0:

YD) +y() =0;

y(0) =y0,"y'(0) " =yl;

egn :=s"2*Y(s) - s*y0 -yl + Y(s) = F: eqn;
sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);
yiug oy =0
WOy =2, yi{h =3

52 Ts)— 25— 3+ V() =0

2s+3

V) =

g +1

Licos(2)) = Lismn(£)) =
Usando que s+l s+l

vamos determinar a solucdo que é uma combinacéo linear de cos(t) e sin(t) .

> F1:=s/(s"2+1):

F2 ;= 1/(s"2+1):

Y(s) " =2*F1 + 3*F2;

f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " = 2*f1 + 3*f2;

1

g
Iis) = 2 +3
52+1 32+1

it =2 cos(E)+ 3 sl

Podemos usar o Maple para determinar diretamente a inversa.



> Y(S) =Y(s);
“f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);

243

figh =
g +1

i) =2 cos()+ 3 sl

Podemos usar os procedimentos do Maple para EDO para obter a solugéo
diretamente.

> Y=y t=t

ODE := diff(y(1),t$2)+y(t) = O:
ICs := {y(0)=2, D(y)(0)=3}:
'D.E. = ODE;

'I1.C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));
dsolve({ODE} union ICs, y(t));

22
DE  =||—v)|+ye)=0
3’

LoE ={y0)=2Diy)N0)=3}
viil= CTan(f)+ CF cos(i)

viil=2 cos(£)4+ 3 snls)

Exemplo 4 Resolva o problema de valor inicial

YU Y- v =0 yo)=1 Hih=4
com e

> §:="s": S:='St ="t Y=Y

y0 :=1:
yl:=4:
F:=0:

YO +y(H-2y() =0

y(0) =y0, y'(0) =yl

egn :=s"2*Y(s) - s*y0 - y1 + s*Y(s) - y0 - 2*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):



Y(S) =Y(s);
"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);

YU+ Y - v =0

» =1, yih =4

52 T(s)—s— 545 V(s)— 2 T(s) =0

g+ 5
="

g +s-2

1 1
g =- + 2
© g+ 2 g—1

(-2¢), 1 ¢ 1
Lie )_s+2 L(E}_S—l
Usando que e

a solucdo e combinacéo linear.

> F1:=1/(s+2):

F2 :=1/(s-1):

Y(s) =-F1+2*F2;

f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 ;= invlaplace(F2, s, t):
f(t)  =-f1+2*f2;

1 1
g =- +2
& g+ 2 g—1

#t) = ISP

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) =Y(s);
f(t) ~ = invlaplace(Y(s), s, t);
s+ 5
T
g +s5-2
(=2¢) £

it =—e +2e

Podemos verificar isto com o Maple.



> Y=y t=t

ODE := diff(y(t),t$2)+diff(y(t),t)-2*y(t) = O:
ICs :={y(0)=1, D(y)(0)=4}:

'‘D. E. =O0ODE;

'I.C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));

nE i [i J 2 0
B = 23?(-6} + aﬁ&f(f) —Zylt)=
At
Lk ={y(0)=1,D)0)=4}

2 ¢
y(t)= Clel+ 2 Rl

-2
i) = —EI: 2 + 2 uaz

Exemplo 5 Resolva o problema de valor inicial

Y -yt =10 wo=-1 yih=4
com e

> §:="s": S:='St ="t Y=Y

y0 :=-1:
yl:=4:
F:=0:

yU() -3y'(Y) +2y(t) = 07;

'y(0) =y0, y'(0) =yi;

egn :=s™2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqgn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);

YU -y + 2y = 0

yh =-1, y{h =4

32 Tigi+e-TFT-3s¥(s)+2¥{s1=0



Lielye—— 1 1
(Ej_s—l ( g— 2
Usando que e

a solugdo é combinagdo linear.

> F1:=1/(s-2):

F2 :=1/(s-1):

Y(S)  =5*F1 - 6*F2;

f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =5*fl -6*f2;

1
i) = -6 +5
& s—1 5— 2

5
Ft) 5ottt

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> " Y(S) =Y(s);
“f(t) * = invlaplace(Y(s), s, t);

sl =—
g —3s4+2

F) EPIRCLPIN

Podemos verificar isto com o Maple.

> Y=y =t

ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = 0:
ICs :={y(0)=-1, D(y)(0)=4}:

'D.E. =ODE;

I.C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));



DE = i B(E ]2 =0
LB = azzw} - aﬁ}ﬂ(f) +2yit)=

LCE ={Dyj0)=4y0)=-1}

2 ¢
vt = _clet+ 2 oY)

y(£)=5 RERIIPN.

Teoremas de Deslocamento

) Fis)
Teorema (deslocamento na variavel s) Se é a transformada de

fz)
Laplace de , entéo

(at)
Lie £t =F(s-a)

. Fls) |
Teorema (deslocamento na variavel t) Se é a transformada de
fz)
Laplace de
(—as)

Ve LU () ft—a))=e F(s)

e , entao

Carregue o pacote de transformacdes para trabalhar com o Maple.

> with(inttrans):



n lat)

Lit" e )

Exemplo 1 Calcule
#l

(n+1)
Usando que s . e fazemos o deslocamento.

Lty =

> a:="a": f:="f" F:="F" n:="'n"; s:="s": ="t
f:=t->t'n:

F :=s->nl/s™(n+1):

“formulas dadas: ;

() " =1(1);

"F(s) " =F(s);

“deslocamento na variavel s para obter:’;
f(t) ~ = f(t)*exp(a*t);

"F(s) " =F(s-a);

Jarmudas dadas:

fy =¢"

1

=D
=

deslocamenta na variavel s para abter:

) = 7 E(ﬂ £}
) #l
ol =
(—a:+s]|(n + 1)

Podemos verificar isto com o Maple.

> assume(A,positive);
assume(N,positive);

"Por exemplo, comece com:;

() " =t n;

L :=laplace(t™N, t, s):

"F(s) " =subs(N="n",L);

"Deslocamento na variavel s para obter:’;
f(t) T = t"n*exp(a*t);

LS := laplace(t*N*exp(A*t), t, s):

"F(s) " =subs({A="a',N="n"},LS);



For exemplo, comecs cam!

) =¢"

Fs) 4T ”r(ml)

Deslocamenta na variavel s para abtar:

) _ E(ﬂf)

(= —1)
Frigd =T(a+ 11 (s—a)

Exemplo 2 Resolva o PVI

¥ oyt = U i) y(0)=10 yay=1a
com e

> §:='s": S:='St ="t Y=Y Y=Y

y0 :=0:

yl:=0:

F := laplace(Heaviside(t-Pi), t, s):

yU(t) + y(t) = UPI(t) ;

y(0) =y0, y'(0) =y1;

egn :=s"2*Y(s) - s*y0 -yl + Y(s) = F: eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) " =Y(s);

1/(s*(s"2+1)) = convert(1/(s*(s"2+1)), parfrac, s);
"Y(s) " = exp(-Pi*s)/s - exp(-Pi*s)*s/(s"2+1);

YU oy = Uni)
yh =0, y{h =0

(-m &)
e

32 Tis1+Tis)=

(~7 5]
e

V) =———

sls”+ 1)



{—Ta) (—Ta)
e e g
L{UH(E):I:T L(Uﬂ(ﬁj cos(f—T)) =

s +1
Use que e

> F1 := exp(-Pi*s)/s:

F2 := exp(-Pi*s)*s/(s"2+1):
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
Y(S) =F1-F2;

f(t)  =f1-12;

(-ms)  (-Ts)
e e g

Y ==

32 +1
Fi) = Heawimide( s — 710 + Heaviside( s — ) cos()
Podemos verificar isto usando o Maple.

> ODE := diff(y(t),t$2)+y(t) = Heaviside(t-Pi):
ICs := {y(0)=0, D(y)(0)=0}:

'D.E. = ODE;

'I1.C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t), method=laplace);
dsolve({ODE} union ICs, y(t), method=laplace);

2

J

DA = [[—Ey(z)} + (¢ = Heawside(f — :n:]}
ot

LCE ={y0)=0D0)0)=0}

1 32
w1 =500 cos(f) + D000 aind ) + 2 Heawside{s — 71) cos(gﬁ]



1 32
vi£)= 2 Heawiside(f — 70 cos(gz]

Invertendo a Transformada de Laplace

> with(inttrans):
laplace(t,t,s):

53 —ds+1
o=y
) ) sle—1)
Exemplo 1 Determine a transrformada inversa de
> S:='s" Y=Y
Y :=5->(s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(s) =Y(s);
33 -4a+1
=
sis—13

Vamos usar fragdes parciais para decompor a expressao de Y(s) em fatores
mais simples.

> Si='s Y=Y
Y :=5->(s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3):
Y(s) =Y(s);
"Y(s) ~ = convert(Y(s),parfrac,s);

33 —ds4+1

Vg =——
s(s—1)°
1 1 1 1
gl =——=2 + +2

-1} (o121

Usamos a tabela de transformada de Laplace para procurar a inversa, obtemos
a solucéo

Fe)=-1-t2ef+iel+2et

Podemos usar o Maple para conferir.



> "F(S) " = (s"3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3);
f(t) " = invlaplace((s”3 - 4*s + 1)/(s*(s-1)"3), s, 1);

33—4s+1
Fig) =————

s(s—1)°

o =-1-t2elrielsnel

5

F(s)=

2 2
Exemplo 2 Determine a transformada inversa de (e +41(s +9)

> S:1='s"I Y=Y
Y :=5->5*s/((s"N2+4)*(s"2+9)):
Y(s) =Y(s);

Yie) =5
(5% +4) (5 +9)

Podemos usar o Maple para converter em fragdes parciais.

> S:='s" Y=Y
Y =5 ->5*%5/((s"N2+4)*(s"2+9)):
Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s),parfrac,s);

Yig) = 5
(5 +4) (s +9)

iy

=
e =— -

g +4 =49
Use a tabela de transformadad e Laplace para determinar a inversa:

wii=cos(2 ) —cos(38)



33+352—s+1

Hel= I
. . s(e+ 1) {s7+1)
Exemplo 3 Determine a transformada inversa de
Em fragdes parciais, temos

> Si='s Y=Y
Y =5 ->(s"N3+3*s"2-s+1)/(s*(s+1)"2*(s”N2+1)):
Y(s) =Y(s);

"Y(s) "~ = convert(Y(s),parfrac,s);

.5'3+3.5'2—S+1

Trg) =
s(s+19% (% +1)
i i 1 s+l
V) = ——2 2
(s+1) st et

Usando uma tabela de transformada de Laplace temos que a resposta e:
y(y=1-2¢ RO P cos(£) + sin(£)

Exemplos de PVI

> with(inttrans):

Exemplo 1 Resolva o problema de valor inicial

Y -3y o) =10 ¥0i=3 yi=4
com e

> §:="s": S:="S" ="t Y=Y

y0 :=3:
yl:=4:
F:=0:

YU () -3y'(Y) +2y(t) =07;

y(0) =y0, y'(0) =yi;

eqn := s"2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y(s) = F:
eqgn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);



YU - + =0

yith =3, y{h =4

32Y(Sj—33+5—33Y(3)+2Y(3)=U

25—10
¥ig) =
32— ds4+ 2
Fg) =2 1
& = =1 * =2
1 2 1
Liely= —— L(e( f':'):—
s—1 g— 2
Usando que e
a solucdo e combinacéo linear.
> F1:=1/(s-2):
F2 :=1/(s-1):
Y(s)  =F1+2*F2;
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =1+ 2*f2;
¥ =2 1
& = g—1 * 5= 2
2
e RSP

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> " Y(S) =Y(s);
“f(t) "~ = invlaplace(Y(s), s, t);
ds—5
Vgl =——
5 =354+ 2
) = RERIP

Podemos verificar isto com o Maple.

> Y=yt
ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = 0:



ICs :={y(0)=3, D(y)(0)=4}:

'D. E. =ODE;

1. C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));
dsolve({ODE} union ICs, y(t));

ES (i ]
DE ==y |-3| @) |+25()=0
of
L& ={y0)=5Dly)0)=4}

2 ¢
wy= clef+ 02 ot4H)

)= 9(2 ‘) + 2 Eﬁ

Exemplo 2 Resolva o problema de valor inicial

Y-yt ) =0 wo=-1 =4
com e

> §:="s": S:="S" ="t Y=Y

y0 :=-1:
yl:=4:
F:=0:

YU () -3y'(Y) +2y(t) = 07;

'y(0) =y0, y'(0) =yi;

egn :=s"2*Y(s) - s*y0 - y1 -3*(s*Y(s) - y0) + 2*Y(s) = F:
egn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqgn),Y(S))):

Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YU -+ =0

0 =-1, yi0) =4

32 Tigi+=s-T-3Y(2)+2¥(s1=0

=7
sl =—
g —3s4+2



1
i) = -6 +5
& g—1 F—2

1 2 1
Liel)= L(e{ ﬁj):—

g—1 g— 2
Usando que e

a solugdo é combinacdo linear .

> F1:=1/(s-2):

F2 :=1/(s-1):

"Y(s) =-6* F1+5*F2;
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 := invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =-6*f1 + 5*2;

1
fig) = -6 +35
© g—2 g—1

F) =6 RERP;

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
“f(t) "~ = invlaplace(Y(s), s, t);

sl =—
g —3s542

o) _5ettt gt

Podemos verificar isto com o Maple.

> Y=y r=t

ODE := diff(y(t),t$2)-3*diff(y(t),t)+2*y(t) = 0:
ICs := {y(0)=-1, D(y)(0)=4}:

'D.E. =ODE;

'I.C.'s = ICs;

dsolve(ODE, y(t));

dsolve({ODE} union ICs, y(t));

I E = Ei B(E- ] 2 =10
LB = 23?(5} - aﬁ?‘(ﬁ]‘ +2y(i)=

ot



Los ={y(0)=-1,D(y)N01=4}

2 ¢
wy= clef+ 02 ot4H)

y(£)=5 ORI

> restart:
> with(inttrans):
Exemplo 3 Resolva o problema de valor inicial

Y oy =i F(0)=-1 Pl =3
com e

> S:='s": SI='S U= Y=Y

y0 :=-1:

yl:=3:

F :=laplace(t, t, s):

YU +y() =t

'y(0) =y0, y'(0) =yi;

egn :=s"2*Y(s) - s*y0 - y1 +1*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqgn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);

YUY+ p) =t

yh =-1, yih =3

1
SEYI:S:I+S—3+YI:S:I=_
g
53—332—1
gl =- >
s (s +1)
v L —2+s
(@) = 2" 2



L':f:'=1_2 L{2sin(s) — cos(£)) = 5

Usando que £ e s +1

a solucdo e combinacéo linear.

> F1:=1/(s"2):

F2 :=(s-2)/(s"2+1):

Y(s)  =F1-F2;

f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f2 ;= invlaplace(F2, s, t):
f(t) " =11-12;

Fit) =t —cos(E)+ 2 amis)

>
> restart:

> with(inttrans):

Exemplo 4 Resolva o problema de valor inicial

YU Ty -y = rexpit) =1 »ih=0
com e

> Si='s" S:="S ="t Y=Y

y0 = 1:

yl:=0:

F = laplace(4*exp(t), t, S);

yU() + Y (H)-y(t) = 4*exp(t);

y(0) " =y0, y'(0) =yl

eqgn :=s"2*Y(s) - s*y0 - y1 +(s*Y(s) - y0)-1*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);

1

s—1

Fo=4

YU+ Y o) = drexp()



yth =1, y{h =0

.5'2 Y(s]—s—1+SY(sj—Y(5):4%
5

g +3
Fg) =
5T —254+1
Y =4 1 T4+3s
gl = -
s— 1 .5'2+.5'—1

Algo mais sobre EDO's

Métodos Numeéricos para EDO no Maple
> restart:

Se vocé estd interessado na solugdo de um problema de valor inicial em um
ponto particular ou em um nimero pequeno de pontos particulares, & mais
eficiente resolver numericamente a equacao diferencial do que tentar resolvé-
la exatamente usando formulas. Muitas vezes, ndo existe uma expressao
explicita para a solucgéo, e ai teremos que usar métodos numericos.

VVamos ver agora como se pode obter a solu¢do numérica usando o Maple.

O comando dsolve, sem informacéo de opg¢éo tentard uma solucéo exata.
Uusando o comando dsolve com a opg¢éo "numeric" o Maple retorna um
procedimento que vocé devera usar para obter a solugdo no ponto procurado.

Como default o Maple usa 0 método de Runge-Kutta de ordem 4.

X -y
Exemplo 1: Considere a EDO y'= , com y(0)=1.

> {D(y)(X) = x"2 - y"2, y(0)=1};
(DON(x) =27 —y2, 3(0) = 1)
> solucao:=dsolve({D(y)(x) = x2 - y(x)"2, y(0)=1}, y(x), numeric);

safucan = procipkf4s x) . end



O Maple retornou um procedimento que dara a solugdo no ponto desejado.
Para saber a solugdo no ponto

x=1, execute a linha abaixo.
> solucao(1); #da a solucdo no ponto x=1 e etc.
[x=1,y(x)= 7500156981235434 ]
> solucao(2);
[x=2 vix)=1679458570842937 ]
> solucao(5);
[x =15, y(x)=4896724060220174]

N&o temos nenhum controle, deixando o Maple fazer todas as contas e tomar
todas as decisdes. Para obter mais controle devemos especificar o método a
ser usado pelo Maple e também o passo a ser usado. Existem trés métodos
numéricos que usamos mais comumente: metodo de Euler, Método de Heum e
0 Runge-Kutta.

Vamos ver como isto pode ser feito.
2
y -
Exemplo 2 : Considere a seguinte EDO y' = com y(0)=0.

> edo := D(Y)(X) = y(X)"2-x;

ede =Dy ix) = y{x}z -x
Estimar y(1) se y(0)=0, usando o método de Euler com passo h = 0.01.

> eulersol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric,
method=classical[foreuler], stepsize=0.01);

enfersal = procix_classical) ... end
> eulersol(1);
[z=1,yix)=-4524652340061601]

Estimar y(1) se y(0)=0, usando o método de Euler melhorado com passo h =
0.05.



> Melhoreulersol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric,
method=classical[heunform], stepsize=0.05);

Melhoreulersol = procix_classical) .. end
> Melhoreulersol(1);
[x=1 v{x)=-4555263344850716]
Estimar y(1) se y(0)=0, usando 0 método de Runge-Kutta com passo h = 0.1.

> rksol:=dsolve({edo, y(0)=0}, y(x), numeric, method=classical[rk4],
stepsize=0.1);

rksal = procix_classical) . end
> rksol(1);
[x=1,v(x)=-4555438427043770]
Exemplo 3

\Vamos ver agora como usar 0s recursos numéricos do Maple para plotar
campos de direcdes de EDO's.

Uma EDO y'(x)= f(x, y) define um campo de dire¢des. O Maple pode plotar
este campo. Vejamos como se se faz isto.

Antes precisamos carregar o pacote de ferramentas para equacdes diferenciais.
> with(DEtools):
> eqgcl:= diff(y(x),x) + y(x) = 0;
370)
egel = —wyixi|+vwix)=0
ax

> ODE:= diff(y(x),x) = sqrt(y(x)"2+1);

CNDE :=a£§.r(xj = A y(x)z +1
7

> DEplot(eqcl,y(x),x=-4..4,y=-4..4 title="Exemplo 1",
arrows=slim);
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-4. 4 title

> DEplot(ODE,y(x),x=-4..4y

=slim);
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(YO)-X)*(1-y(x)"3);

> eqc2 ;= diff(y(x),x)

3,
eged =—w(x)
ax

= (y(x) = x) (1= 9(x)°)

Gerando um campo de diregdes

SLIM);

"Exemplo 3",arrows

0.5..2 title=

0.2,y=

> DEplot(eqc2,y(x),x
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Podemos também plotar a solucéo usando o método de Euler.

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},
arrows=NONE,method=classical[foreuler]);

2

1.8
15
1.4
1.2
Y[K)1
na
N5
0.4
nz

U902 04 0% 08 1, 12 14 16 18 2
5] 02 04 0B 08 1,12 14 16 1
0.4

Usando método de Euler melhorado.

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},
arrows=NONE,method=classical[heunform]);



M

Usando Runge-Kutta4, default do Maple.

i 02 04 06 08 1, 12 14 16 18 2

> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},arrows=SMALL);
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> DEplot(eqc2,y(x),x=0..2,{[0,2],[0,0.5]},

arrows=NONE,method=classical[heunform]);
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Alguns Modelos

> restart:

> with(inttrans):

Modelo 1:Desintegracdo Radioativa

Se a quantidade do material radiotivo no instante t é Q(t),
entdo a taxa de variacdo no instante t é proporcional a
quantidade Q(t), isto é,

d Q(¢)
- c Q)

onde k>0 é chamada a constante de desintegracdo radiotiva do
material.

Se a quantidade inicial de material € Q[0], entdo podemos usar a transformada
de Laplace para determinarmos a solucao do PVI:

d Qit)
7 =k Q)
¢
Q)= "
> §:='s": S:="'St ="t Y=Y
y0 := Q0]
F:=0:

y'(t) +ky(t) =07;



'y(0) " =yo0;

egn :=s*Y(s) - y0 +k*Y(s) = F:

eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

Y = 0
»0) = Q,

s ¥(s)— Oy +k T(s)=0

&
) = s+k
o
=
(—kt) 1
L(e )= s+k
Usando que
a solucéo e combinacéo linear .
> F1:=1/(s+k):
Y(s) = QI[0]* F1;
f1 :=invlaplace(F1, s, t):
f(t) " = QIOJ*f1;
>
&
9 = s+ ik
—k¢
Jith =y e( :

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
“f(t) "~ = invlaplace(Y(s), s, t);



&y
s+ i

e =

-kt
a0 =0ge Y

Modelo 2: Movimento num meio viscoso

Uma particula de massa m é abandonada num meio viscoso, isto ¢,
num meio que oferece resisténcia ao seu movimento proporcional a
velocidade. O movimento da particula no meio viscoso depende da
constante k de viscosidade, da seguinte forma

ma=mg—kv

F= :
onde a € a aceleracdo e v € a velocidade.

Reescrevendo,
e

—+kmv=
it £

w0 = vy

Supondo que , obtemos a solugéo via Laplace dada por

> restart:
> with(inttrans):

> §:='s" SI='St ="t Y=Y

y0 :=v[0]:

F:=gls:

Y'(t) tkmy(t) = g';

y(0) =y0;

egn :=s*Y(s) - y0 +k*m*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(S) =Y(s);

"Y(s) "~ = convert(Y(s), parfrac, s);

Vi) thept) = g

20 =vg



sY(s)—vD+ﬂsm YI:S:I:E
g

vljs+g

¥s) =

sle+im)

p ﬁcmvg—g

+
kmes kmis+km)

) =

peet )y L(1)=—
(e s+ iom ( )_s

Usando que e
a solucéo e combinacéo linear.

> F1 := 1/(s+k*m):

F2 :=1/(s):

Y(s) " = (k*m*v[0]-g)/(k*m)* F1+ (g/k*m)*F2;
fl :=invlaplace(F1, s, t):

f2 := invlaplace(F2, s, t):

f(t) = (k*m*v[0]-g)/(k*m)*fl + (g/k*m)*f2 ;

km Vg~ E g m
Ha) = +
kmis+im) ks
(—km £)
(& m Vi~ Ele gm
A = ke m T
Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.
> " Y(S) =Y(s);
“f(t) "~ = invlaplace(Y(s), s, t);
Ly gtz
g =————
© sls+km)
(—kwm )
g (—kmi) e z
St = & m e Y0 ko

Modelo 3: Lei de resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton diz que a taxa de variacdo da



dT
ot N

temperatura de um corpo em relagdo ao
tempo é proporcional a diferenca da sua temperatura T e da
T
0

temperatura ambiente , Isto €,

a  er-Ty
di a

onde k>0 é uma constante que depende do material.

Ty =
Supondo que , obtemos a solucéo via Laplace dada por

> restart:
> with(inttrans):

> §:='s" SI='St ="t Y=Y

y0 :=C:

F := k*T[0]/s:

y'(t) +ky(t) = k*T[O]';

y(0) =y0;

egn :=s*Y(s) - yO +k*Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqgn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) " = convert(Y(s), parfrac, s);

YL ) = E¥TE0T

yh =C

kT
sY(s)— Otk Vis)=——
oy

CstkT,
¥ = ————
& = i)
T, -Ty+C
Vi) = —+
=

s+ i



re o ra)-—
(e )= s+ & (b= &
Usando que e
a solucéo e
> F1:=1/(s):

F2 :=1/(s+K):"Y(s) " = T[O]*F1+(-T[0]+C)*F2;
fl :=invlaplace(F1, s, t):

f2 := invlaplace(F2, s, t):

f(t) " = T[O]*f1+(-T[0]+C)*f2 ;

Ty -Ty+C
¥g) =—+
=

s+ i

(—ki)
S = Ty+(-Ty+Cle

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(s) =Y(s);
“f(t) " = invlaplace(Y(s), s, t);

Ce+k TD

= atn

(—kt) (—kt)
e

Ji) =Ty —e Tyt Z

Modelo 4 : Péndulo



Diagrama do Pendulo

O diagrama mostra um péndulo consistindo de uma pequena massa
esférica suspensa por um fio. O péndulo esta imerso em um

liquido que resiste ao seu movimento. A flecha verde mostra a
velocidade v da esfera, a flecha vermelha mostra a forga

agindo sobre ela.

Existe uma for¢a para baixo g devido a gravidade e também
r uma forca resistiva devido ao fluido, agindo na direcdo oposta a velocidade
do péndulo.

A equacdo que descreve o movimento do péndulo em termos do

g
angulo entre a esfera do péndulo e a vertical é dada por:

B, =—k8, - 81)

A constante k é a medida que mostra quanta resisténcia o
fluido exerce sobre a esfera. Se k = 0 ent&o o fluido nédo
exerce resisténcia.

Tomando as condic@es iniciais dadas por

80)=¢  B,(0)=0
e

obtemos via transformada de Laplace aa seguinte solucéo.

> restart:



> with(inttrans):

> s:='s" S='S =" Y=Y

y0 := phi:

yl:=0:F:=0:

v (D) +ky'(H)+y(t) =07

y(0) =y0, y'(0) =yl

egn :=s™2*Y(s) -s*y0-y1 +k*(s*Y(s)-y0)+Y(s) = F:
eqn;

sol := simplify(solve(subs(s=S,eqn),Y(S))):
Y :=s->subs(S=s,sol):

Y(s) =Y(s);

"Y(s) ~ = convert(Y(s), parfrac, s);

YU eyt =0

¥ =¢, yih =0

.92 Yiel—sdp+kisT(a)—p1+T(s)=10

i
IC
g +ke+1

i

pe =+
g +ke+1

Podemos usar a inversa de Laplace diretamente.

> Y(S) =Y(s);
f(t) * = simplify(invlaplace(Y(s), s, t));
Yo = $is+k)
g +ks+1
SO 5
$e : (4::05(% 4—3525}—%72'::::5(% 4—k2£]+ 4—%23551&1(% 4—k2£JJ

Jit) =—
44k



