Universidade Estadual de Maringé - Departamento de Matematica

Célculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia
(© Publicacao eletronica do KIT http://www.dma.uem.br/kit

Transformada de Laplace

Prof. Doherty Andrade
Universidade Estadual de Maringa
Departamento de Matematica - 87020-900 Maringa-PR, Brazil

Sumario

1. Preliminares

2. Funcoes Continuas

3. Teoremas de Ponto Fixo

4. Introducao as EDO’s

5. Prova do Teorema de Existéncia

6. Transformada £ de Laplace

7. Propriedades

8. A Inversa da Transformada de Laplace
9. Fragoes Parciais

10.Teorema da Convolucgao

11.Aplicacoes a EDO’s

12.Métodos para determinar a transformada inversa de Laplace

13.Aplicacao a sistemas de EDQO’s

10

13

18

20

24

24

27

28

30


http://www.dma.uem.br/kit

Prof. Doherty Andrade

Resumo: Estas notas foram especialmente elaboradas para servirem de tex-
to para o mini-curso sobre Transformada de Laplace. Este mini-curso é
introdutorio e exige-se o minimo de pré-requisitos.

Acompanham estas notas um diskete contendo arquivos em Maple com os
exemplos e outras atividades para serem realizadas no computador.
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1. Preliminares

Nesta secao vamos ver alguns conceitos elementares que serao tteis no res-
tante da teoria.

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto nao vazio e
d uma funcao d : M x M — R que para todos os pontos x e y de M satisfaz:

a) d(z,y) > 0, (positiva)

b) d(z,y) = 0 <= x =y, (ndo degenerada)

¢) d(z,y) = d(y, x), (simétrica)

d) d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) (desig. triangular).

A funcdo d é chamada uma métrica e d(z,y) significa a distancia entre z

e .
O espaco métrico que temos de imediato e mais interessante é o R", cuja
métrica d : R" x R" — R é dada por d(x,y) = ||z — y/||, onde

|z —yll = V(v —y,x —y).

Esta é, por razoes 6bvias, chamada métrica euclidiana.
Pode-se provar que em R" todas as métricas sao equivalentes, isto é, duas
métricas d; e dy sobre R" quaisque satisfazem

di(z,y) < crda(z,y) < c2di (2, y),
para quaisquer z, .
Teorema 1..1 (Cauchy-Schwarz) Se x,y € R" entdo
(@, )| < ll|llly]l-

Teorema 1..2 (Desig. triangular) Se z,y € R" entdo

lz +yll < =l + vl
Corolario 1..3 Se x,y € R" entao

lz = yll = ll=ll = llyll

Teorema 1..4 ( Teorema de Pitagoras) Sejam x,y € R™. Entao x ey
sao ortogonais se, e somente se,

Iz +yl1* = [l2l* + Iyl
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Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma norma sobre espago
veotrial V' & uma fungao n : V' — K, satisfazendo, onde n(z) é denotado por
]| :

a) ||z]| = 0,
b) ||z]| =0 <= x =0,
c) laz|| = |all«],

d) [z +yll < ||zl + llyll, (desig. triangular),

para todos x,y € V e todos os escalares a.

Um espago normado é um espaco vetorial munido de uma norma.

Neste ponto é interessante certificar-se de que o R™ é um espaco normado.

Em geral, num espago vetorial normado (X, [|-]|), definimos d : X xX — R
por

d(z,y) = [lz =yl
temos que (X, d) é um espago métrico.

Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma funcdo z : N — M. E
comum representar x(n) por x, e uma tal sequéncia é representada por (z,,).

Seja (z,,) uma sequéncia sobre um espago métrico (M, d). Dizemos que
a sequéncia (z,) converge para ro € M se, dado € > 0, existe ny natural tal
que d(z,, o) < € para todo n > ny.

Seja (z,) uma sequéncia sobre um espaco métrico (M, d). Dizemos que a
sequéncia (x,) é sequéncia de Cauchy se se dado € > 0, existe ny natural tal
que d(x,, x,,) < € para todo m,n > ny.

E facil ver que toda sequéncia convergente é de Cauchy. Mas, em geral,
nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Um espaco métrico (M, d) é chamado de completo se suas sequéncias de
Cauchy sao convergentes em M.

Os exemplos mais comuns de espacos métricos completos sao R e R".

Num espaco métrico M um subconjunto X é aberto se todos os seus
pontos sao interiores. X é fechado se o complementar M — X é aberto.

Num espaco métrico, podemos tomar a colecao de todos os conjuntos
abertos A. A colecao A possui uma estrutura, quase independente da métrica
do espago, caracterizada pelo teorema:

Teorema 1..5 Num espago métrico (M,d):
1i) 0s conjuntos O e M estao em A, isto €, sao abertos.
2i) a unidgo S de qualquer cole¢ao de conjuntos abertos é conjunto aberto.
3i) a intersecao I de toda colecio finita de conjuntos abertos é aberto.

Observacao 1..6 O teorema 1..5 descreve de certa forma uma estrutura
particular no conjunto dos abertos de um espaco métrico. Esta estrultura € a
mais importante do assunto que estamos tratando.
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Teorema 1..7 Num espa¢o métrico (M,d) um subconjunto X € aberto se,
e somente se, € reuniao de bolas abertas.

Demonstracio: E claro que qualquer reunido de bolas abertas é um con-
junto aberto em virtude do teorema acima. Segue que se X = UB,, onde B,
é bola aberta, entao X é conjunto aberto. Se X é um conjunto aberto, entao
para cada z € X existe uma bola aberta B, centrada em x inteiramente
contida em X. Logo, {z} C B, C X. Logo, tomando a reuniao temos

X=|J{s}cl|JB. c X

zeX

Em relacao a colecao de todos os subconjuntos fechados temos uma es-
trutura similar a da colegao dos abertos dada pelo teorema 1..5

Teorema 1..8 Num espag¢o métrico (M, d) valem as sequintes propriedades:

1) Os conguntos O e M sao fechados,

2i) A intersecao de qualquer colegao (Fy),a € I de fechados é um con-
Junto fechado,

3i) A reunido de qualquer colecao finita {Fi,..., F,} de conjuntos fecha-
dos € fechado.

Demonstragdo: 1i) Os conjuntos () e M sao fechados pois seus complemen-
tares sao abertos.
2i) O conjunto interse¢ao é fechado porque o seu complementar

M_<ﬂFa):U(M_Fa>

é aberto pelo teorema 1..5
3i) O conjunto reuniao é fechado porque o seu complementar

n n

M—(_UFZ-) Zﬂ(M—E)

¢ aberto pelo teorema 1..5. O

Vimos que a reuniao de uma colecao arbitraria de conjuntos abertos num
espaco métrico é um conjunto aberto, e que a interseccao de uma colecao
finita de abertos num espaco métrico ¢ um conjunto aberto. Isto sugere a
seguinte noc¢ao.
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Definicao 1..9 Uma topologia sobre um conjunto X € uma colecio T de
subconjuntos de X tendo as sequintes propriedades:

17) 0 e X estao em T.

2i) a unido de elementos de qualquer subcolegao de T estd em T .

3i) a interseccdo de elementos de qualquer subcolecdo finita de T estd em
T.

O par (X,7) é chamado de espago topologico.
Se T é uma topologia em X e U € 7 entao U é chamado de conjunto
aberto em X.

Exemplo 1..10 Um espago métrico (M, d) é um espago topoldgico. A topo-
logia de M ¢ a topologia

T={AC M;Aé aberto de M},

onde o termo aberto estd dado na definicao. Esta estrutura é chamada de
topologia gerada pela métrica de (M, d).

Definicao 1..11 Sejam 7 e 7' topologias de X. Se 7" D 7, entdo dizemos
que 7' € mais fina que . Também dizemos que T’ € maior do que T.

Duas topologias sobre um conjunto X nao precisam ser comparaveis.

Teorema 1..12 Num espago topoldgico (X, T) valem as seguintes proprieda-
des:

1i) Os conguntos O e X sao fechados.

2i) A intersecao de qualquer cole¢ao de fechados é um conjunto fechado.

3i) A reuniao de qualquer colegdao finita de conjuntos fechados € fechado.

2. Funcoes Continuas

O conceito de funcao continua é fundamental em matematica. Neste capitulo
vamos formular uma definicao de continuidade que, embora envolva apenas
a nocao de conjunto aberto, engloba a nocao de continuidade na reta real
como caso especial.

Definigao 2..1 Sejam (X, 1) e (Y, 7') espagos topoldgicos. Uma fungao f :
X — Y € dita continua se para cada aberto V de'Y, o subconjunto f~1(V) é
aberto de X.

Note que a nocao de continuidade envolve apenas o conceito de conjunto
aberto.
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Teorema 2..2 (construgao de fungoes continuas) Seja X,Y e Z espa-
¢os topoldgicos.

a) Se f: X =Y € fungao constante, entao f é continua.

b) Se A € subespago de X, entao a inclusao j: A — X € continua.

c)Sef: X =Y eg:Y — Z sio continuas, entio go f € continua.

d) Se f: X — Y € continua e A é subespaco de X, entdo a restri¢io
fla: A=Y é continua.

Demonstragdo: a) Suponha f(z) =a € Y. Se V é um aberto de Y, entdo
f~YV) éigual a X ou igual ao conjunto vazio, conforme a € V ou nao. Em
qualquer caso f~1(V) é aberto.

b) Dado aberto U em X, entao j~'(U) = U N A, que ¢ aberto em A.

¢) Dado aberto W em Z, entao g~ ' (W) é aberto em Y e f~'(g7'(W)) ¢é
aberto em X. Mas f~1(¢7'(W)) = (g o f)"*(W). Logo, (go f)"1(W) &
aberto em X e assim (g o f) ¢ continua.

d) Finalmente para provar d) basta notar que f|4 é igual a composta da
inclusdo j: A — X com f: X — Y e portanto f|4 é continua. O

Teorema 2..3 Sejam X = AUB, f: A—Y eg: B — Y continuas tais
que f(z) = g(x),Yx € (AN B). Entdo é continua a func¢io h: X —Y dada
por

| f(x), sex e A
hw) = {g(x), sex € B.

Teorema 2..4 Seja [ : Z — X XY dada por f(a) = (fi(a), f2(a)). Entao,
f € continua se, e somente se, f1 e fy sao continuas.

Teorema 2..5 Sejam (X, dy) e (Y,dy) espacos métricos. A funcio f: X —
Y € continua se, e somente se, para todo v € X e e > 0 existe 6 > 0 tal que
di(x,y) < 6 implica do(f(x), f(y)) < e.

Demonstracao: Primeiramente suponhamos f continua e sejam dados = €
X ee > 0. Como f & continua, f~*(B(f(z),e)) é aberto de X e contém
x. Logo, contém alguma bola B(x,d) centrada em z. Se y € B(x,d) entao
fly) € B(f(z),¢)). Isto &, dy(x,y) < ¢ implica que da(f(z), f(y)) < €.
Suponha agora que a condicao seja satisfeita. Tomemos um aberto V' de
Yexe f~YV). Como f(z) € V existe B(f(x),e) C V. Logo, pela hipotese,
existe B(x,d) tal que f(B(z,0)) C B(f(x),e). Segue que f~1(V) é aberto
em X. O
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Exemplo 2..6 Se (M;,d;) e (M, dy) sao dois espagos métricos podemos
introduzir pelo menos duas métricas em My X My. Sao elas dadas por se
x = (r1,22) ey = (y1,y2) sdo elementos de My x My

dz,y) = (di(z1,m))?+ (da(x2,12))?
m(z,y) = max{di(x1,v1),da(T2,92)}

Estas métricas geram a mesma topologia em My x My que tornam as projegoes
m 2 My X My — My e mg @ My X My — M,y dadas por m(x1,y1) = 71 €
mo(x1, 1) = 11, continuas.

Uma sequéncia em um espacgo topologico é uma funcao s : N — X. Deno-
mos s(n) por x revemos (x,) ou (1, Ta,...,Tp,... ra representar
tamos Or T, € escrevemos (T,) o , Lo, s T s ara representa
s.
Dizemos que a sequéncia (z,,) de elementos de X converge para x € X se
para todo aberto U contendo x existe um natural ng tal que z,, € U, Vn > ny.
Escrevemos x, — x para representar que (z,) converge para .

Lema 2..7 Seja (X, d) espago métrico e A C X. Se eziste sequéncia (x,,) de
pontos de A convergindo para x, entdo x € A.

Demonstragao: Seja (z,) sequéncia de pontos de A tal que z, — z. Entao,
todo aberto U contendo z contém pontos de A e assim z € A. Suponha que
r € A, entdo para cada n € N tomemos z,, € B(z, %) N A. Provaremos que
() converge para x. Dado um aberto U contendo x existe B(x,e) C U.
Seja ng € N tal que % < g, entao x, € U para todo n > ny. O

Note que apenas na prova da reciproca utilizamos o fato de X ser métrico.

Teorema 2..8 Sejam (X, d) espago métrico, Y espaco topoldgico e f : X —
Y uma funcao. Entao, f é continua se, se somente se, para toda sequéncia
convergente x, — x em X tem-se f(x,) — f(x).

Demonstracao: Primeiramente assuma que f seja continua. Dado x,, — =
e V aberto contendo f(z), entdao f~1(V) é aberto contendo x e assim existe
no € N tal que z,, € f~1(V), Vn > ng. Segue que f(z,) € V, ¥n > ng e assim
Fln) — (@), N

Reciprocamnte, seja A C X e x € A. Entao, existe (z,) sequéncia de
pontos de A convergindo para x. Por hipotese, a sequéncia f(x,) converge
para f(x). Como f(z,) € f(A), o lema anterior assegura que f(z) € f(A).
Logo, f(A) C f(A) e f é continua. O
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Lema 2..9 As operacoes adi¢ao, subtracao e multiplicacao sao fungoes con-

tinuas de R xR em R. A operagao de divisao é fun¢ao continua de R x (R —
{0}) em R.

Teorema 2..10 Seja X espaco topoldgico e f,g: X — R funcées continuas.
Entao, (f £9g) e (f-g) sdo continuas. Se g(x) # 0 para todo v € X, entdo

(=) € continua.
g

Demonstragido: Como (f + ¢) é a composta de h: X — R x R, dada por
h(z) = (f(x),g(x)), com a adicdo + : R x R — R e ambas sdo continuas
segue que (f + g) é continua. Argumento analogo para as outras fung¢oes. O

3. Teoremas de Ponto Fixo

Se um conjunto é levado em si mesmo por uma funcao f, pode acontecer
que algum ponto seja mantido fixo pela funcao. Um ponto x satisfazendo
f(x) =z é chamado ponto fixo da aplicagao f.

O seguinte teorema é um resultado simples sobre existéncia de ponto fixo.

Teorema 3..1 Toda aplicagao continua f : [a,b] — [a,b] tem pelo menos
um ponto fixo.

Demonstragao: Defina a seguinte aplicacdo g : [a,b] — R dada por g(z) =
f(z) — x. Assim, g mede a distancia orientada entre x e sua imagem f(z).
Um ponto fixo de f é um ponto z onde g(x) = 0. Se um dos extremos do
intervalo é ponto fixo nada temos a provar. Entao suponha que nenhum deles
seja ponto fixo. Como f(a) e f(b) estao no intervalo [a, b] segue que a < f(a)
e f(b) < be portanto g(a) > 0e g(b) < 0. Como g é continua, existe x € [a, b
tal que g(z) = 0. O

Um dos teoremas mais importantes sobre ponto fixo é o teorema do ponto
fixo de Banach ou o principio da contracdo. Sejam (M,d) e (N,d;) dois
espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N é dita uma contragao se existe
0 <k<1tal que

di(f(z), f(y)) < kd(z,y), Y,y € M.

E facil ver que toda contracao ¢ uniformemente continua.
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Teorema 3..2 (Teorema do Ponto fixo de Banach) Sejam (M, d) um es-
paco métrico completo e f : M — M uma contracao. FEntao, [ possui um
unico ponto firo em M. Além disso, dado xq € M a sequéncia definida por

x1 = f(z0), Tpy1 = f(z,), n€N (3.1)
€ uma sequéncia convergente e lim, .., x, = a € ponto fixo de f.

Demonstracao: se a sequéncia (z,) definida acima converge para a € M,
entao como f é continua temos

f(a) = f(limx,) = lim f(x,) = limz,; = a.

Provando que a é ponto fixo de f.
Se f tem dois pontos fixos a e b, entao temos

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b),

0 que é absurdo a menos que a = b. Logo, a = b.

Resta provar que a sequéncia (x,) converge. Notemos que d(xy,zs) <
kd(zo, 1) e que em geral d(z,41,%,) < k"d(z1,x0),Vn € N. Segue que para
n,p € N temos

d(@n, Tnip) < d(@n, Tpgr) + -+ A(@pap-1, Tnap)
< [kn+kn+l +...+kn+p—1]d(xo,$1)
k/,n
S 1_kd<x07x1>‘

Como lim £ = 0 segue que a sequéncia é de Cauchy e portanto convergente,
o que completa a prova do teorema. O

Exemplo 3..3 Seja f : [a,b] — [a,b] uma aplicacio continua com derivada
tal que sup,ery |f' ()| < 1. Entao, f é uma contragdo.
Este resultado decorre da sequinte desiguadade

|f(y) = f(@)] < |y — x| sup |f'(c)] < kly —xl.

c€(a,b)

4. Introducao as EDO’s

Esta secao é dedicada ao estudo de problemas de Cauchy

le—atj = f(t,x), x(ty) = xo,
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onde a fun¢do f é admitida ser continua sobre seu dominio de definicao.
Equacoes diferenciais ordinarias sao importantes em muitos problemas
encontrados quando modelamos fenémenos fisicos ou biologicos. Vamos ver
mais adiante alguns exemplos que ilustram esta importancia.
Uma equacao diferencial ordinaria, ou simplesmente uma EDO, é uma
equacao

F(z,y,y,y®,....y™) =0, (4.1)

envolvendo derivadas de uma fun¢ao y(z) que desejamos determinar.

A ordem de uma EDO é a ordem da mais alta derivada que aparece na
equacao.

Seja Q um aberto de R** e f: Q — R", n > 1, uma funcio definida
e continua em (). A equagao diferencial ordinaria de ordem 1, que estamos
interessados, é uma equagao do tipo

dx(t)
ke (t,z(t)), (4.2)

satisfazendo & seguinte condigdo inicial x(ty) = o
Dada ¢ : I — R" definida sobre um aberto I e de classe C! neste intervalo,
se estiver verificada a condigao (4.2), isto é,
dp(t)

i f(t,o(t)), (4.3)

e o(tg) = zo dizemos que ¢ é uma solugao de (4.2).
Se n > 1, (4.2) é de fato um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias,

pois f = (f* f2, ..., f") onde f*sao fungdes reais e continuas definidas em
Q:

ffQ—-R, i=1,2,...,n
A ordem da equacao
u"” + 2*uPu’ —sin(z) =0

é trés. Note que esta equacao é nao linear.
A equagao geral (linear) de ordem k é do tipo

u® + pr ()Y 4 (@) = (). (4.4)
Quando f(xz) =0 em (4.4) dizemos que a EDO ¢é homogénea.
Suponha que sejam dados k& nimeros reais fixados by, b, ..., b;. Entao a
EDO de ordem k juntamente com as condic¢oes

u(zo) = by, v (xg) = bo, ... ,u(k_l)(xo) = by,. (4.6)
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é chamado de problema de valor inicial.

Note que x( é o valor da variavel independente em que todas as condigoes
iniciais sao impostas e que existem tantas condicoes iniciais quanto é a ordem
da EDO. Se condi¢oes sao dadas em mais que um valor de x, resulta num
problema de fronteira. E claro que uma combinacdo dos dois resulta num
problema de valor inicial e fronteira.

Uma das trés questoes fundamentais no estudo das equacoes diferenciais
ordinérias é a determinacao de suas solucoes. Existem muitos métodos para
determinacao explicita de solucoes, mas estes métodos nao sao gerais e
determinam as solugoes apenas de alguns tipos muito particulares de EDO’s.
A maior parte das EDO’s nao pode ser resolvida explicitamente. J& que
a forma explicita da solucao de uma EDO pode nao existir, outra grande
questao que surge é o estudo das propriedades das solugoes (sem conhecé-
las), é a teoria qualitativa. Esta parte da teoria das EDO’s estuda o
comportamento das solucoes e propriedades geométricas.

Uma terceira questao importante trata da existéncia e unicidade de so-
lucoes das EDO’s. Saber da existéncia de solucoes é o primeiro passo no
estudo das EDO’s, se existe podemos procurar determina-la ou uma aproxi-
magao para ela. O resultado mais importane e bésico da teoria das EDO’s é
o Teorema 5..1 de existéncia e unicidade. Antes mais alguns comentéarios.

Muitas vezes ndo é possivel escrever a EDO (4.1) da forma

an(a:)y(”) + an_l(x)y(”_l) + -+ a(z)y + ag(x)y = g(x).

Esta é uma situacao particular que merece uma definicao.
A EDO (4.1) é chamada linear se F' é linear na variaveis y, v/, y@®, ..., y™.
Deste modo uma EDO linear geral de ordem n é uma expressao do tipo

an(2)y™ + -+ ar(2)y + ao(2)y = g(2). (4.7)

Para comecar o nosso estudo vamos considerar primeiramente as EDO’s
lineares de primeira odem. Isto é, EDQO’s do tipo

Y 4+ p(x)y = g(x).

Antes de avancarmos precisamos duas novas nocoes. Para ilustrar, consi-
deremos a EDO 3" + y = 0 que admite solu¢ao dada por y(z) = ¢; cos(x) +
cosin(x), em que ¢; e ¢p sdo constantes arbitrarias, tendo entdo a EDO aci-
ma infinitas solucoes. Para determinar de modo tnico a solucao, precisamos
determinar as constantes e para isto precisamos mais informacoes sobre a
solucao. Ha duas formas de fazer isto.
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Dando condigoes iniciais que a solucao deve satisfazer num ponto. Neste caso
temos um problema de valor inicial (PVI). Por exemplo:

{y// + y = 0
y(0) =0, y'(0) = 1.

Aqui a solugao é y(z) = sin(x).
Ou, dando condigoes de fronteira que a solugao deve satisfazer na fronteira
de um conjunto. Neste caso temos um problema de valor de fronteira (PVF).
Por exemplo:
{ y' +y=0
y(0) =1, y(r) = —1.

Aqui a solugao é y(x) = cos(z).

Alguns métodos importantes de solu¢ao de EDO’s se baseiam no tipo de
problema PVI ou PVF.

5. Prova do Teorema de Existéncia

Vamos dar a prova do teorema de existéncia e unicidade de solucoes de EDO’s
numa situacao particular.

Teorema 5..1 (Existéncia e Unicidade) Seja Q@ C R? um aberto e f :
Q — R funcao continua com f, : Q@ — R também continua. Dado (to,yo) €
Q, existe um intervalo aberto I > ty e uma unica funcao diferencidvel ¢ :
I — R com (t,p(t)) € Q, para todo t € I, que é solu¢ao do problema de valor
nicial
/ =
y(to) = Yo-

Demonstragao: A fungao ¢ : I — R é solucao de (5.1) se e somente se, for
solucao da equacao integral

o0 =+ | Fls,y(s))ds, Vel (5.2

Assim, vamos estudar detalhadamente a equagdo (5.2). Sejam a e b reais

positivos tal que o retangulo
R={(ty);lt —tol <aely—yol <0}

esteja inteiramente contido em (2. Como f é continua e R é compacto, entao
f é limitada em R, seja

M = max{|f(t,y)]; (t,y) € R}.
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Tome b
0 <a<mi —
a < min{a, M}

e o intervalo
Jz = [to — @, 1o +a).

Seja
C ={g;9: Jz — R continua, g(to) = yo € |g(t) — vo| < b}.

Munimos C da seguinte métrica

d(g1,92) = max{|gi(t) — g2(t)|; 1 € Ja}.

Segue que (C,d) é um espaco métrico. Mais ainda, (C, d) é um espago métrico
completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy é convergente.

De (5.2) observamos que toda solugao deve ser ponto fixo da aplicagao
dada por C 5 g — ®(g) onde

M@@:m+[f@mm@. (5.3)

E facil ver que ®(g) é continua em J; e ®(g)(ty) = yo. Além disso,

@@m»ﬂmsylf@mﬁmﬂgMu_wgﬂme

e portanto ®(g) € C. Logo temos que
d:C—C.

Por outro lado, se g; e g pertencem a C temos que

[@(91)(1) — P(g2)(1)] < /t [ (s,91(5)) = f (s, 92(5)) ds.

Como f é Lipschitiziana na variavel y, existe uma constante positiva k tal
que
t
[B(90)0) = (a2) (0] < [ Hlon(5) = ga(5)lds < kad(gr. ).
to
Segue que
d(®(g1), ®(g2)) < kad(gy, g2)-

Tomando @ tal que ka < 1 concluimos que ® é uma contracao. Pelo Teorema
da contracao, ¢ tem um tnico ponto fixo e o teorema fica provado com
I:(to—a,tg+a). O
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Agora vamos provar que se duas solugoes ¢ e 1 coincidem em algum
ponto t = t; entao elas coincidirao em todos os valores de t em que estiveram
definidas.

Teorema 5..2 Sejam ¢ e ¢ solugoes de (5.1), definidas em intervalos I e
Iy, respectivamente. Suponha ty € I NIy que e p(ty) = ¢(to) = xo. Entao, ¢
e ¢ coincidem em todos os valores de t € I N Is.

Demonstragao: Sejam x = ¢(t) e y = ¢(t) duas solugoes satisfazendo

p(to) = ¢(to) = wo.

Seja J = (r1,r2) = I1 N I3 o intervalo em que ¢ e ¢ estdo definidas. Seja

N={titeJ e ()=o)}

Note que N é nao vazio, pois to € N. Mostraremos que N é aberto e fechado
em J e como J é conexo teremos que J = N.

Seja (t,) uma sequéncia de elementos de N convergente para t € J.
Assim, ¢(t,) = ¢(t,). Como ¢ e ¢ sdo continuas temos que @(t) = ¢(t),
segue que t € N. Logo, N é fechado em J.

Sejat; € N. Entao, temos que p(t1) = ¢(t1) = 1. Resolvendo o problema
de valor inicial com o par (¢;,z1), o Teorema de existéncia e unicidade nos
da @ e b tal que Ka < 1. Podemos escolher, usando a continuidade de ¢ e ¢,
a tal que

le(t) — ()] < b,

com [t —t;| < a@.
Como ¢ e ¢ sao solugoes temos que

o) = ot [ (o
o(t) = a1+ /t : f(s, (s))ds.
Para |t — t,| < @ obtemos
lot0) = o) < K [ lots) — o(0)ds < b

Voltando na desigualdade anterior obtemos

lp(t) — o()]] < b(Ka)*.
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Repetindo o argumento, chegamos que

lp(t) = eI < b(Ka)",

para todo n > 1. Como Ka < 1 obtemos que ¢(t) = ¢(t) para todo |t —t;] <
a. Logo, existe uma vizinhanga de t; onde ¢(t) e ¢(t) coincidem, isto é, N é
aberto. Como N é nao vazio, aberto e fechado em J e J é conexo, segue que
N =J. O

Para o proximo resultado, que trata da contuidade da solugao com os
dados iniciais, vamos usar a seguinte notacao, u(t; ¢, yo) denota a solugao de
(5.1) com u(ty) = yo.

Teorema 5..3 Sob as mesmas hipéteses do teorema de existéncia, a solucao
u(t; to, yo) € fungao continua de yo para ty et fizos.

Demonstracao: Consideremos as seguintes aplicagoes
t

Aoz (t) = y0+/ f(r,z(7))dr,
to

Ajx(t) = y1+/t f(r,z(1))dr,

cujos pontos fixos sao as solucoes com condi¢oes iniciais 3y € y; num intervalo
[to, b]. Podemos escolher h < @ e considerar Jj, = [to, to + h| intervalo fechado
de modo que estas aplicacoes sejam contracoes com mesma constante k. Se
d(yo,y1) < € entao as contragoes sao proximas e portanto a distancia entre

seus pontos fixos nao excede = Segue que

€
-k

max{d(u(t;to, yo), u(t;t1,41)), t € Jp} < 1

Assim, duas solucoes diferem no méaximo por € em t = tg e no maximo por

- em todo o intervalo Jj,.
Movendo o ponto inicial de ¢y para t; = to+h podemos estender a solucao

para o intervalo [to,to + 2h] e entdo repetir o argumento, Encontramos que
5

as duas solucoes diferem no méaximo por

(1—k)*
Continuando este argumento, nés finalmente obtemos a seguinte estima-
tiva

max |[ut, to, o) — u(t, to, ur)|| < —— (5.4)

to<t<b (1 =k)m
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onde

h

Assim, fazendo ||ug — ul| suficientemente pequeno, podemos fazer o lado
esquerdo de (5.4) tao pequeno quanto desejado. Isto prova a continuidade
de u(t,to,UO). O

b—t
m:[ O}—i—l.

O teorema de existéncia de solugao para equacgoes diferenciais ordinari-
as garante a existéncia de solucao numa vizinhanca do ponto inicial ;. A
pergunta que surge naturalmente é: podemos estender esta solucao para in-
tervalos maiores? O seguinte resultado responde esta pergunta.

Se ¢ é uma solugao do pvi definida num intervalo aberto I, dizemos que
» é uma extensao de ¢ se ¢ ¢é solucao do pvi, estd definida em um intervalo
aberto I que contém propriamente I, e em I, e @ coincidem. Se uma solugao
» nao admite uma extensao, dizemos que ela é uma solu¢gao maximal.

Teorema 5..4 Sob as hipoteses do teorema de existéncia, temos que toda
solugao do problema (5.1) pode ser estendida a um intervalo mazimal e este
€ aberto.

Demonstragao: Seja .S o conjunto de todos as solugoes ¢, do (5.1) definidas
em intervalos abertos I 3 tg. Seja [ = UI,. Defina ¢ : I — R dada por

p(t) = @at), t €l

Notemos que [ é aberto. Em em virtude do Teorema 5..2 ¢ esta bem definida
e além disso, ¢ é solugao do PVI (5.1).

Suponha que I = (w_,w;). Vamos provar que / é maximal, isto é, ndo
existe um intervalo I contendo propriamente I onde o PVI tenha solucio ¢.
De fato, suponha que isto nao seja verdade. Entao este conteria uma das
extremidades, digamos w,. Assim, o PVI dado por

{yl - f(tv y)»
y(wy) = o(wy),

teria uma solugdo @ num aberto (w_ — @,wy + @). Segue que

% {90<t>7t€ (w—>w+)

~ @)t € [wy, wi +7)

seria solugdo do PVI (5.1) no intervalo I que contém propriamente I. Mas
isto ¢ um absurdo. O
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6. Transformada £ de Laplace

Nesta secao vamos usar o conceito de operador linear e seu inverso, na solucao
de problemas de valor inicial. A técnica da Transformada de Laplace' é uma
poderosa ferramenta na determinacao de solucoes de equacoes diferenciais or-
dinarias com condi¢oes iniciais. O operador £ é um operador integral (linear)
que destréi derivadas, transformando edo’s em simples equagoes algébricas.

Dizemos que f é continua por partes em [a, b] se é continua exceto num
ntmero finito de pontos deste intervalo e se em cada ponto xg de desconti-
nuidade existem os limites laterais a direita e a esquerda, isto é,

lim f(xzg+h) e lim f(zg— h)?, existem
h_)0+f(0+ ) h_)0+f(0 ),
quando h tende a zero por valores positivos.

Seja f : [0,00) — R e consideremos

/000 exp(—st) f(t)dt, (6.1)

onde s ¢ uma variavel real. Quando f ¢ suficientemente bem comportada, que
serd feito preciso mais adiante, esta integral convergird para certos valores
de s, definindo uma funcao de s, chamada de transformada de Laplace de f,
e sera representada por L[f] ou L[f](s).

Como exemplo vamos determinar L[cos(at)].

L[cos(at)] = /Oooexp(—st)cos(at)dt

to

= tlim exp(—st) cos(at)dt
00— 00 0

exp(—stg)

22 (asin(atg) — s cos(aty)) +

to—00 82 + a2

= lim{

= %, 5> 0,
s2+a
pois este limite existe se s > 0.
Observe que para (6.1) existir devemos exigir que f seja dominada por
alguma exponencial, assim e * f(¢) tende para zero rapidamente quando t
cresce. Mais precisamente, vamos introduzir o seguinte conceito,

IPierre Simon de Laplace (1749-1872), matematico francés com grandes contribui¢oes
a matematica, mecanica celeste e teoria das probabilidades
2apenas um destes limites tem sentido quando zg é extremo do intervalo.
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Definigao 6..1 Dizemos que f € de ordem exponencial em [0, 00) se existem
constantes C' > 0 e « tais que

|f(t)] < Ce, Vit > 0. (6.2)
Sao exemplos de fungoes de ordem exponencial, f(t) = C' (constante) e

t", e™, sin(bt), cos(at), e™t"sin(bt), e™t"cos(bt).

Como consequéncia também sao funcoes de ordem exponencial, os po-
linébmios e os polindmios trigonométricos.

Para simplificar a linguagem, uma fungao de ordem exponencial satisfa-
zendo (6.2) serd chamada de funcao de ordem exponencial a.

Teorema 6..2 (Condic¢oes suficientes para a existéncia de £) Se f ¢
continua por partes e de ordem exponential, entao existe um real o tal que

[e¢]
| e s
0

converge para todos os valores de s > «.

Demonstracao: Como f é de ordem exponencial, exitem C > 0 e « reais

tais que

[f(B)] < Ce.

Logo, temos que

| /0 T exp(—st) f(D)dt] < C /0 " exp(—s(—a)t)dt
c

= i 1 — exp(—(s — a)t
Jim ——— 1 —exp(—(s — a)to)]
C

= , se s> q.
S —

Logo, a transformada de Laplace de toda funcao de ordem exponencial
existe, mas e a reciproca? Uma funcao cuja transformada de Laplace existe
é necessariamente de ordem exponencial? A resposta é nao, pois a funcao

1
f(t) = —= tem transformada de Laplace dada por

Vit
1V

2 §3/2
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embora nao seja de ordem exponencial. Também, et ndo é funcao de ordem
exponencial.

Assim, o conjunto das funcoes que possuem transformada de Laplace
contém propriamente o conjunto £ das funcoes continuas por partes e de
ordem exponencial. O conjunto £ é o suficiente para a maioria das nossas
aplicacoes.

7. Propriedades

Vamos representar por £ o conjunto de todas as func¢oes continuas por partes
e de ordem exponencial. Note que & munido das operacoes usuais de soma
de funcoes e de multiplicacao de escalar real por funcao, é um espaco vetorial
real. Por F vamos representar o cojunto de todas as fungoes reais definidas
em intervalos da forma (ag, 00) ou [ag, 00), ag > —oo. Em F adotamos a
seguinte definicao modificada de soma de fungoes: se f e g pertencem a F
definimos f+ ¢ como sendo a fungao cujo dominio ¢ a intersecao dos dominios
de f e g, e cujo valor em qualquer ponto s da a interse¢ao ¢ f(s)+g(s). Desta
maneira segue que £ é um operador linear entre £ e F.
Vamos resumir este comentario com o seguinte resultado.

Teorema 7..1 (Linearidade L) Sejam f e g pertencentes a € e k € R.
Entao, L[k f + g](s) = k L[f](s) + L[g](s).

Cuidado ao dizer que £ é um operador linear. E preciso deixar bem claro
esta no¢ao, pois se considerarmos f(t) = 1 e g(t) = —f(t)), entao L[f]+ L]g]
¢ a func¢ao nula no intervalo (0, 00), enquanto L[f + g|] = £]0] é fun¢ao nula
no em (—o00,00). Assim, s6 podemos dizer que L[f + g] e L[f] + L[g] sao
iguais para aqueles valores de s onde ambas as fungoes estao definidas. Esta
dificuldade pode ser contornada se concordarmos que duas funcoes de F sao
idénticas quando elas coincidem em algum intervalo da forma (a, o).

Teorema 7..2 (Lerch) Sejam f e g pertencentes a £. Suponha que existe
so € R tal que L[f](s) = L[g](s), Vs > so. Entao, f(t) = g(t), Vt > 0,
exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade.

A demonstragao serd omitida. Observe que o teorema acima diz que L é
injetora. O

Teorema 7..3 (Comportamento assintotico de L[f]) Se f € &, entao,

lim £[f](s) = 0.

S— 00
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Demonstracao: Como existem constantes C' > 0 e « tais que

, Vs> a,

ILLf1(s)] <

S —

o resultado segue imediatamente. O

Teorema 7..4 (Féormulas Elementares) Sejam f, g € £ e a € R, entdo

Ll | £lg]
1 | cos(at) iz, >0
2 | sin(at) Ziaz $>0
3 1 %, s>0
4 | 25, s>0,neN
5 || exp(at) sia, s>a
6 7 SELT= J(07), se, P €E
6 | f” s’LIf] = sf(07) = f'(0%), se, f"€E
7 | exp(at)f || L[f](s —a), 1° deslocamento na variavel s
S [0 | - LL[),
9 | t"f(t) (—D)" F= L),
10 [ fo flw)du [ LLIF(s),

Teorema 7..5 (1° teorema do deslocamento na variavel s) Seja f fun-
cao continua por partes e de ordem exponencial. Entao,

Le" f] = L[f)(s — a)”.

Demonstragao: A demonstracao é imediata e deixamos como exercicio. O

Assim, podemos escrever imediatamente:

f(t) L[f]
atyn n‘
et (5 — a)n 1

at
e COS (Cdt) m
)

e sin(wt)

s —a)?+ w?
( )

3exp(—as) é chamado fator de retardamento
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Para o proximo resultado precisamos da fungao degrau unitéario wu,(t) definida

por
O,se t<a
Ua(t) = {1, se t > a.
A funcao degrau unitario é 1til para escrever fungoes como esta

f(t):{o,se t<a

sin(t —a), se t > a.

Com efeito, f(t) = uq(t)sin(t — a).
E facil determinar que

efas

Llua(t)] =

S

Teorema 7..6 (2° teorema do deslocamento) Seja f(t) = u,(t)g(t—a), a >
0, funcao continua por partes e de ordem exponencial. Entao,

L[f] = exp(—as)L]g].
Demonstracio: E imediato e deixamos como exercicio.
Teorema 7..7 (Mudanca de Escala) Seja f fungdo continua por partes
e de ordem exponencial e a # 0. Entao,

S

£lf(at)] = - £1AC).

a

Teorema 7..8 (Transformada de Laplace da derivada) Seja f'(t) € fun-
cao continua por partes e de ordem exponencial. Entao,

L[f'(1)] = sLLf] = £(0+).

Demonstracao: A prova decorre de uma integracao por partes. De fato,
b

clro) = [ o= jm [ oo

0

b—o0

= SLIf](s) - F(0+).

b
= lim [e ' f(1)], + s /0 e f(t)dt
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Corolario 7..9 Se f(™ ¢ continua por partes e de ordem exponencial em
[0,00), entao é facil obter

LW = s"L[f] = " f(0F) = " 2f1(07) = oo = f0(07).

Demonstracao: A prova segue por inducao. O

Teorema 7..10 (Transformada de Laplace de integrais)
! 1
e| [ stoad] = ein
0

Demonstragao: Se G(t) = fg f(u)du, entdao G'(t) = f(t) e G(0) = 0. Logo,
L[f] = LIG'] = sL[G] = G(0) = sL[G),
e assim L|G] = 1L[f]. O

Teorema 7..11 (Transformada de Laplace de fungoes periodicas) Se
f € ordem exponencial e de periodo p, entao

1

L[f] W/Opexp(—st)f(t)dt.

:1—exp

Demonstracao: Por definicao e fazendo z =t — np

e (n+1)p
cfl = Y / exp(—st) f (£)dt

= Zexp(—nps) /Opexp(—sx)f(:c)dx
1 P
= Tp(—ps)/o exp(—sx) f(z)dz,

de onde segue o resultado. O
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8. A Inversa da Transformada de Laplace

Na determinacao da solucao de uma EDO usando a transformada de Laplace
devemos reconstruir a solugao y(t) conhecendo-se a sua transformada Y (s) =
L(y). O operador que retorna y(t) a partir de £(y) ¢ a transformada inversa
de Laplace. Escrevemos

y(t) = L7(Y) ou y(t) = L7 [L(y)].

Observe que o Teorema 7..2, Teorema de Lerch, diz que a tranformacao
linear £(y) ¢ injetora. Assim, se denotamos por £(£) a sua imagem temos
que

L: & — L(E)
fo—=L(f)
¢ inversivel. Como a inversa de uma transformagao linear ¢ também linear,

temos que £~! é linear.
Assim temos o seguinte resultado,

Teorema 8..1 Se F' = L[f] e G = L[g], entao, L'k F+G|(s)=kf+g.

A tabela da pagina 21 pode ser usada no calculo de L71[F].

Exercicio 8..2 Calcule

25+ 3
L —r.
L? —43+20]

sugestao: use fragdoes parciais para decompor a erpressao,

9. Fracoes Parciais

No trabalho com £, em geral, nos deparamos com expressoes racionais F'(s) =
P(s)
Q(s)’
¢ conveniente decompor F' em fragoes o mais simples possivel. Fazemos isto
usando o método das fracoes parciais.

Como F(s) — 0 quando s — 0o, podemos considerar apenas o caso em
que o grau de P é menor do que o grau de () e sem fatores em comum.

onde P(s) e Q(s) sao polinomios. Para determinar a inversa £ (F)

Primeiro caso: Fatores Lineares Distintos:
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Se Q(s) s6 tem fatores lineares nao repetidos, por exemplo,
Qs) = (s —a1)(s —az) -~ (s — an),

entao decompomos F' em fracoes do tipo

A A,
F(s)= —— 4 + .
S — aq s —apy

Como exemplo, decomponha

s2+35s—6

Fls) = s(s—1)(s—2)

Como o denominador s6 tem fatores lineares nao repetidos
Q(s) = s(s = 1)(s — 2),
vamos determinar A, B e C' tais que

s>+3s—6 A B C

s(s—1)(s —2) P T

Realizando uma conta simples, obtemos A = —3, B = 2 e C' = 2. Logo,

temos que
52+ 35 —6 3 3 2

s(s—1)(s—2) _g+s—1+3—2'

Segue que a determinagao de £71(F) agora é mais facil. De fato,

LYF)(s) = =3+ 2exp(t) + 2exp(2t).

Outro exemplo, decomponha

1

s3—s

F(s) =

Segundo caso: Fatores Lineares Repetidos: Se ((s) tem fatores line-
ares repetidos, a cada fator linear repetido ax + b que aparece n vezes no
denominador, corresponde uma soma de n fragoes parciais da forma

Al + AQ + + An
ar+b  (axth)? (aztb)"’

onde Ay, Ay, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.
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Por simplicidade vamos supor que Q(s) tem um unico fator linear (s — a)
repetido m = 2 vezes, isto é, em (s) aparece o fator (s — a)™. Neste caso
Q(s) tem a forma

Q(s) = (s —a)™(s =b1) -~ (s = bn),

e entao devemos procurar por constantes A, A, By, ..., B, tais que
Ay Ay By B,
F(s) = + + +
(5) s—a (s—a)? s—Nh s — by

Se existem mais termos lineares repetidos devemos incluir termos como
os dois primeiros da igualdade acima.
Como exemplo, decomponha

S

F(s) = o1

Como o denominador tem fatores lineares repetidos, Q(s) = (s — 1)?, vamos

determinar A e B
s A B

(8—1)2:3—1+(3—1)2'

Realizando uma conta simples, obtemos A = B = 1. Logo, temos que

5 1 + 1
(s—1)2 s—1 (s—1)%

Segue que
L7Y(F)(s) = texp(t) + exp(t).

Outro exemplo, decomponha

s2—1
(s —2)%(s+3)

F(s) =

Terceiro caso: Fatores distintos do segundo grau: A cada fator do
segundo grau irredutivel az? 4 bz + ¢ que aparece uma vez no denominador,
corresponde uma fracao parcial da forma

Ax + B
ax? +bx +c’

onde A, B e C sao constantes a serem determinadas.
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Quarto caso: Fatores repetidos de segundo grau: A cada fator do
segundo grau irredutivel az? 4 bz + ¢ que aparece n vezes no denominador,
corresponde uma soma de n fracoes parciais da forma
All‘ + B1 Agx + BQ Anl’ + Bn
+ e _|_ ,
ar? +br+c  (ax?+br +c)? (ax? 4+ bx + c)»

onde A;, B; sao constantes a serem determinadas.
Na teoria da transformada de Laplace sempre é possivel usar nimeros
complexos.

10. Teorema da Convolucao

Uma questdo que surge naturalmente é como expressar £~ '[FG]. E isto que
vamos tentar responder agora.

Dadas funcoes f e g, representamos a convolucao entre elas por f * g e
definimos por

<wm@=4ﬂwmeu

Note que valem as seguintes propriedades de demonstracao imediata:

&) 14 1 = F(t) — F(0)du

Teorema 10..1 (Teorema da Convolugao) Sejam [ e g continuas por
partes e de ordem exponencial tais que F(s) = L[f] e G(s) = L|g]. En-
tao, vale a sequinte relacao

LUFG)=fx*g.

g
Como exemplo,consideremos F(s) = 5 e G(s) = ﬁ eY(s) = F(s)G(s).
Vamos determinar y(t) tal que Ly] =Y.

Notemos que L[t] = F e L[sin(t)] = G. Pelo teorema da convolugao,
temos que
1 1
t)y = L7115 ——
y() L’Q 52 4 11

— /0 (t — u)sin(u)du
= —(t —u)cos(u) — sin(u)|}
= —sin(t) +t.
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11. Aplicacoes a EDO’s

Agora vamos utilizar as propriedades do operador £ para obter solucoes de
algumas EDQO’s simples.
A- Considere o PVI dado por

y'—y=1,
y(0) =0, y'(0) = 1.
Aplicando £ a equacao obtemos
Lly"] - Lly] = L[1].

Usando o Teorema 7. obtemos

Logo,
1 1 1

E[y]:s(s—l)zs—l_;

Novamente usando o Teorema 7. temos que

Lly) = Llexp(t)] - £[1) = Llexp(t) — 1,

de onde segue que
y(t) = exp(t) — 1.
B- Considere o PVI dado por

y' 4+ — 2y =4dexp(t) + 1,
y(0) =0, ¢'(0)=0.

Aplicando £ dos dois lados da equacao e usando as propriedade obtemos

obtemos
KPP B G 1
U= e is 2 s—1 s)\(s2+s5—2)

Como s? + s — 2 = (s + 2)(s — 1), podemos escrever

Clyl = s+1 i 4 . 1
T 6-0) T 5126+ ss—1)(s+2)°

Usando fracoes parciais, devemos determinar constantes A, B, C e D tais
que

s+1 4 1 A B C D

(s +2)(s— 1)+(5— 1)2(5+2)+s(5— 1)(s+2) s+s+2+(s— 1)2+5— 1
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Uma conta simples mostra que A = —%, B = —g C = % e D= g
A Aplicando £7!, obtemos
1 17 4 5
y(t) = —5*+ 15 exp(—2t) + §t exp(t) + 5 exp(t).

C- Considere o PVI dado por

y" + 4y + 13y = 2t + 3exp(—2t) cos(3t),
y(0) =0, ¥(0) =—-1.

Aplicando £ dos dois lados da equacao e usando as propriedade obtemos

1 2 3(s+2)

£ = — .
] s?+4s+13 * s2(s2 +4s +13) * (s +4s+ 13)?

Aplicando fracoes parciais e £~ , obtemos

179 8 1 2 8
y(t) = ~x0 exp(—2t) 5111(315)—1—@ exp(—2t) cos(3t)+§t exp(—2t) sin(3t)+ﬁt—@

Exercicio 11..1 Resolva cada um dos PVI abaizo.
y' =3y +2y=0, y(0)=3, y(0)=4.
y'+y=t y0)=-1, y'(0)=3.
y'+y —y=4dexp(t), y(0)=1, ¢
2y" + 50y = 100 sin(wt), y(0) =0, o
y'+4y +8y =0, y(0)=2, y(0)=

Crds fo o =
—

12. Meétodos para determinar a transformada
inversa de Laplace

Um dos métodos mais simples para determinar a transformada inversa de
Laplace é usar o método das fracoes parciais juntamente com a tabela de
valores da transformada de Laplace. Este foi o método utilizado até aqui.
Outro método muito util é o método das séries de poténcias negativas.
Se F(s) tem um desenvolvimento em séries de poténcias negativas (cuidado!
precisamos de condigoes adicionais) dado por
ap a1 an

F(S):;+S—2+...+F

entao podemos inverter termo a termo para obter

fit)=ap+ait+...+ayt"+....
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Existe uma formula explicita para a transformacao inversa de Laplace,
mas ela envolve integracao sobre um contorno no plano complexo, chamado
de contorno de Bromwich.

A titulo de curiosidade apresentamos a sua expressao aqui:

1 Y4100
f(t) —/ e F(s)ds, t >0
y

270 Jo oo

e F'(t) = 0 se t < 0. Esta integral deve ser calculada ao longo de uma reta
5 = 7 no plano complexo, onde s = x+1y. O numero real v deve ser escolhido
de modo que s = « esteja a direita de todas as singularidades.

13. Aplicacao a sistemas de EDO’s

Como exemplo, vamos considerar o seguinte sistema de equacgoes diferenciais
ordinérias.
Resolva o seguinte sistema de EDO’s

Se L[z] = X e L]y] =Y, entdo tomando a transformada de Laplace nas
duas equacoes e usando as condigoes iniciais, temos

sX -8 = 2X-3Y
sY -3 = Y —-2X.

Resolvendo o sistema linear, obtemos

5 3
X —
s+1 s—4’
5 2
s+ 1 s—4

De onde segue que
x(t) = bexp(—t) + 3exp(4t),

y(t) = bexp(—t) — 2 exp(4t).
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