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Resumo: Nestas notas vamos apresentar o Teorema de existéncia de solucao
ra EDO de primeira ordem, se¢ao §2.1. Vamos ilustrar o método das iteradas
de Picard para determinar numericamente uma aproximagao de solucao,
secao§2.2 destas EDO’s usando o Maple.
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Capitulo 1

Principio da Contracao

Um dos teoremas mais importantes sobre ponto fixo é o teorema do ponto
fixo de Banach ou o principio da contragao. Sejam (M,d) e (N,d;) dois
espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N é dita uma contragao se existe
0 <k <1 tal que

di(f(x), f(y)) < kd(z,y), Y,y € M.

E facil ver que toda contragao é uniformemente continua.

1.1 O Teorema de Ponto Fixo

Teorema 1.1 Sejam (M,d) um espago métrico completo e f : M — M
uma contra¢ao. Entao, f possui um tunico ponto firo em M. Além disso,
dado xo € M a sequéncia definida por

3171:f(1'0), xn-‘rl:f(xn); n > 1. (111)
€ uma sequéncia convergente e lim, .., x, = a € ponto fixo de f.

A sequéncia dada pelo Teorema pode ser usada para determinar numeri-
camente uma aproximacao de solugoes de EDQO’s. Veja o Teorema 2.1. Veja
também a pagina http://www.dma.uem.br/kit/edolordem.html para ex-
emplos usando o Maple.

Demonstragao: se a sequéncia (x,) definida acima converge para a €
M, entao como f é continua temos

f(a) = f(limx,) = lim f(x,) = limz, = a.

Provando que a é ponto fixo de f.
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Se f tem dois pontos fixos a e b, entao temos

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b),

o que é absurdo a menos que a = b. Logo, a = b.

Resta provar que a sequéncia (x,) converge. Notemos que d(x1,zs) <
kd(xo,z1) e que em geral d(x,41,x,) < k"d(x1,20),¥n € N. Segue que para
n,p € N temos

ATy, Tryp) < d(@p, Tpga) + 0+ d(Toip1, Tnip)
S [l{?n+kn+1 +“'+kn+p_1]d(l'0,$1)
kn
< - kd(:co,xl).

Como lim k™ = 0 segue que a sequéncia é de Cauchy e portanto convergente,
o que completa a prova do teorema. | |

Exemplo 1.2 Seja f : [a,b] — [a,b] uma aplicacdo continua com derivada
tal que sup,cpay |f'(2)| < 1. Entao, f € uma contragdo.
Este resultado decorre da sequinte desiguadade

1f(y) = f(@)] < |y — x| sup |f'(c)] < kly —xl.

c€(a,b)

Agora vamos ver um resultado que estabelece a relacao entre pontos fixos
de duas contragoes. Duas aplicagoes A e B de um espago métrico (M, d) em
(M, d) sao ditas e-préximas se

d(Az,Bx) <e, Vo € M.

Teorema 1.3 Sejam A e B duas contragoes definidas sobre um espago métrico
completo (M, d). Suponha que

d(Az, Ay) < kad(z,y) d(Bz, By) < kpd(z,y), Yx,y € M

e que A e B sdao e-prorimas. Entao, a distancia entre seus pontos fixos nao

€
excede , onde k =min{ka, kp}.

(1—k) {ka, ke
Demonstragao: Sejam z e y, pontos fixos de A e B, respectivamente.
Entao vy ¢ o limite da sequéncia Bxg, Bz, - - -, B"xg, - - - . Assim, temos que

d(xo, B"xo) < d(zo, Bxo) L (A Bay) < —S
x x xo, Brg) = xg, Bx
05 0) = 7, ¢ B 1~ kg 0 Br0) S T
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pois A e B sao e-préximas. Tomando o limite quando n — oo obtemos

€
d(x < .
(z0,%0) < 1— kg
Repetindo o mesmo argumento com a sequéncia Axg, A%xg,- -+, A%z, - -
obtemos que
€
d(xo, < .
(w0, yo) < 1—ka

Isto conclui a prova do teorema. [ |



Capitulo 2

O Teorema de Existéncia de
Solucoes de EDO

Vamos dar a prova do teorema de existéncia e unicidade de solugoes de EDQO’s
numa situagao particular. A prova no caso geral para espagos de Banach nao
sera discutida aqui.

2.1 O Teorema

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade) Seja Q C R? um aberto e f :
Q2 — R fungao continua com f, : @ — R também continua. Dado (to,yo) €
Q, existe um intervalo aberto I > ty e uma unica fungao diferencidvel ¢ :
I — R com (t,p(t)) € Q, para todo t € I, que € solu¢ao do problema de valor
macial

wr(t) = f(t.y),
{ y(to) = to. (2.1.1)

Demonstracao: A funcao ¢ : I — R é solucao de (2.1.1) se e somente se,
for solucao da equacao integral

y(t) = yo + /tt f(s,y(s))ds, Vtel. (2.1.2)

Assim, vamos estudar detalhadamente a equagao (2.1.2). Sejam a e b reais
positivos tal que o retangulo

R=A{(t,y);|t —to] <aely—yo| <b}

6
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esteja inteiramente contido em 2. Como f é continua e R é compacto, entao
f é limitada em R, seja

M = max{|f(t,y)]; (t,y) € R}.

Tome .
0 <a < mi —
< a < min{a, M}

e o intervalo
JE — [to - 6, t() —I—E]

Seja
C={g;9: Ja — R continua , g(to) = yo e [9(t) — yo| < b}.
Munimos C da seguinte métrica
(g1, g2) = max{|g:(t) — g2()[;t € Ja}.

Segue que (C, d) é um espaco métrico. Mais ainda, (C, d) é um espago métrico
completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy é convergente.

De (2.1.2) observamos que toda solugao deve ser ponto fixo da aplicagao
dada por C 3 g — ®(g) onde

t
Blo)(t) =un+ [ fls.9(5)ds. 213
to
E facil ver que ®(g) ¢ continua em J; e ®(g)(ty) = yo. Além disso,

t
29)(6) ~wl < | | Fs.9(5)ds] < Mt~ to < Ma <
to
e portanto ®(g) € C. Logo temos que

d:.C—=C.

Por outro lado, se ¢g; e go pertencem a C temos que

1B (g0 (t) — D(g2)(8)] < / (5, 91(5)) — F(s, ga(s))lds.

Como f é Lipschitiziana na variavel y, existe uma constante positiva k tal
que

B(90)(0) ~ 2(g2) (0] < [ Hor(s) — ga(o)lds < kadlgn. ).

to
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Segue que
d(®(g1), ®(g2)) < kad(g1, g2).

Tomando @ tal que ka < 1 concluimos que ® é uma contracao. Pelo Teorema
da contracao, ¢ tem um unico ponto fixo e o teorema fica provado com
I =(ty—a,ty+a). [ |

Apenas a continuidade da f ja garante a existéncia de solu¢ao mas nao

a unicidade. Para obtermos unicidade é preciso assumir alguma condicao
adicional.

Exemplo 2.2 Consideremos o sequinte problema de valor inicial

{y’(w) = ly|z,
y(0) = 0.

Neste exzemplo a fun¢io f(z,y) = \y]% é continua em todo o plano R? e
vemos claramente que y(z) =0 € solugao. Mas eziste ainda outra solugdo,

Ly

-z, >0,
1 >

y(x) = 1
—1x2,x < 0.

Isto ocorre porque f, ndao é continua em 0.

Exemplo 2.3 Agora consideremos o sequinte problema

{y/(x) =7,
y(l) =1.

A fungao f(z,y) = y* e f, sdo continuas em todo o plano R?, assim o
teorema diz que existe uma e apenas uma solugdo em um intervalo (1 —a, 1+

a).

2.2 Um exemplo numérico

Uma vez que o operador dado em 2.1.3 é uma contracao podemos usar a
sequéncia introduzida em 1.1.1 para gerar aproximacgoes da solucao de uma
EDO de primeira ordem.

O processo iterativo de Picard consiste em construir uma sequéncia (x,,)
de funcgoes que se aproximam cada vez mais da solugao procurada. Como
exemplo, consideremos o seguinte PVI

{ yl(z) = 22(y + 1),
y(0) = 0.
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Primeiramente, vamos escrever a equc¢ao integral equivalente

y(z) = /Ox 25(y(s) + 1)ds.

Facamos yo(x) = 0 e para n > 1 usamos a férmula

ma(e) = [ 2sn(s) + 1.

Para y;(z) obtemos

yi(z) = / 2sds = x°.
0

Substituindo na férmula geral da sequéncia obtemos ys(z),
4

Yya(z) = /Oz 25(y1(s) +1)ds = /0“ 2s(s* + 1)ds = 2% + %

Continuando desta forma obtemos uma sequéncia y,,(z). Vamos determi-

nar mais alguns termos desta sequéncia:

n =10 yo(x) =0
n=1 yi(z) ==’
n=2 yz(x)zxztx;ﬁ
n=3 yg(x):x2+%+%
n=4 y4(x)::1:2+x?—4+§—f+i—?
21

k e

n=k|  w)=Tho

Do nosso conhecimento sobre séries de Taylor sabemos que esta sequéncia
converge para y(z) = exp(z?) — 1. Veja também, para exemplos usando o
Maple, http://www.dma.uem.br/kit/edolordem.html

2.3 Outros Resultados

Agora vamos provar que se duas solugoes ¢ e 1 coincidem em algum ponto
t = ty entao elas coincidirao em todos os valores de t em que estiveram

definidas.
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Teorema 2.4 Sejam ¢ e ¢ solugoes de (2.1.1), definidas em intervalos I e
Iy, respectivamente. Suponha ty € Iy NIy que e o(ty) = ¢(ty) = xo. Entao, ¢
e ¢ coincidem em todos os valores det € Iy N I5.

Demonstragao: Sejam x = ¢(t) e y = ¢(t) duas solugoes satisfazendo

¢(to) = ¢(to) = wo.

Seja J = (ry, ) = I1 N I3 o intervalo em que ¢ e ¢ estao definidas. Seja

N={titeJ e ot)=9¢(t).}.

Note que N é nao vazio, pois ty € N. Mostraremos que N é aberto e fechado
em J e como J é conexo teremos que J = N.

Seja (t,) uma sequéncia de elementos de N convergente para t € J.
Assim, ¢(t,) = ¢(t,). Como ¢ e ¢ sao continuas temos que p(t) = ¢(t),
segue que t € N. Logo, N é fechado em J.

Sejat; € N. Entao, temos que ¢(t1) = ¢(t1) = x1. Resolvendo o problema
de valor inicial com o par (¢1,z;), o Teorema de existéncia e unicidade nos
da @ e b tal que Ka < 1. Podemos escolher, usando a continuidade de ¢ e ¢,
a tal que

le(t) — o)l <0,

com |t —t1| < @.
Como ¢ e ¢ sao solucoes temos que

olt) = o+ / £(5,0(s))ds,

o(t) = @1+ /t f(s,(s))ds.

Para |t — t;| < @ obtemos

t
lo(t) = 60 < K [ llp(s) ~ o(s)]ds < bica
t1
Voltando na desigualdade anterior obtemos

le(t) — o) < b(Ka)*.

Repetindo o argumento, chegamos que

let) — o) < b(Ka)",
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para todo n > 1. Como Ka < 1 obtemos que ¢(t) = ¢(t) para todo |t —t;| <
a. Logo, existe uma vizinhanga de t; onde ¢(t) e ¢(t) coincidem, isto é, N é
aberto. Como N ¢é nao vazio, aberto e fechado em J e J é conexo, segue que

N =J [

Para o proximo resultado, que trata da contuidade da solucao com os
dados iniciais, vamos usar a seguinte notacao, u(t; to, yo) denota a solucao de
(2.1.1) com u(ty) = yo.

Teorema 2.5 Sob as mesmas hipoteses do teorema de existéncia, a solucdao
u(t; to, yo) € fungao continua de yo para ty et fizos.

Demonstragao: Consideremos as seguintes aplicagoes

Aot(t) = yo+ / F(r,2(r))dr,
A(t) = i+ / f(r, x(r))dr,

cujos pontos fixos sao as solugoes com condigoes iniciais 1y e y; num intervalo
[to, b]. Podemos escolher h < @ e considerar Jj, = [tg, to+ h| intervalo fechado
de modo que estas aplicacoes sejam contragoes com mesma constante k. Se
d(yo,y1) < € entdo as contragoes sao e-proximas e portanto, pelo Teorema

1.3, a distancia entre seus pontos fixos nao excede 7 . Segue que

—k
g
maX{d(u(t;t(J?yO)?u(t;t17y1))7 t e Jh} S T

Assim, duas solugoes diferem no maximo por € em t = t3 € no maximo por

- em todo o intervalo Jj.
Movendo o ponto inicial de ¢y para t; = tg+h podemos estender a solugao

para o intervalo [to, o + 2h] e entao repetir o argumento, Encontramos que
. .. €
as duas solugoes diferem no maximo por W
Continuando este argumento, nés finalmente obtemos a seguinte estima-
tiva

lu(t, to, wo) — ult, to, w)|| < =—
m — —_—
togétl%(b ult, to, Ug u\t,to, Uy = (1 _ k)ma

b—to
= 1.
m [ 3 }—i—

(2.3.4)

onde
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Assim, fazendo ||ug — ul| suficientemente pequeno, podemos fazer o lado
esquerdo de (2.3.4) tao pequeno quanto desejado. Isto prova a continuidade
de u(t, to, up). [

O teorema de existéncia de solucao para equacoes diferenciais ordinarias
garante a existéncia de solucao numa vizinhanca do ponto inicial ¢y,. A per-
gunta que surge naturalmente é: podemos estender esta solugao para inter-
valos maiores? O seguinte resultado responde esta pergunta.

Se ¢ é uma solucao do pvi definida num intervalo aberto I, dizemos que
@ € uma extensao de ¢ se ¢ é solucao do pvi, estd definida em um intervalo
aberto I que contém propriamente I, e em I, ¢ e p coincidem. Se uma solugao
» nao admite uma extensao, dizemos que ela é uma solu¢ao maximal.

Teorema 2.6 Sob as hipdteses do teorema de existéncia, temos que toda
solugdo do problema (2.1.1) pode ser estendida a um intervalo maximal e
este € aberto.

Demonstracao: Seja S o conjunto de todos as solugoes ¢y do (2.1.1)
definidas em intervalos abertos I, 3 tg. Seja I = UI,. Defina ¢ : [ — R
dada por

p(t) = pa(t), t el

Notemos que [ é aberto. Em em virtude do Teorema 2.4 ¢ estd bem definida
e além disso, ¢ é solucao do PVI (2.1.1).

Suponha que I = (w_,w; ). Vamos provar que I é maximal, isto é, nao
existe um intervalo I contendo propriamente I onde o PVI tenha solucéo Q.
De fato, suponha que isto nao seja verdade. Entao este conteria uma das
extremidades, digamos w,. Assim, o PVI dado por

{y/ - f<t7y)7
y(wy) = plws),

teria uma solugdo @ num aberto (w_ — @,wy + @). Segue que

_ Je),te (w,wy)
=< " _
Qp(t)at < [W+,W+ + a)
seria solucdao do PVI (2.1.1) no intervalo I que contém propriamente I. Mas
isto é um absurdo. |
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