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Resumo: Os ntmeros quatérnios possuem muitas aplicagdes, em particular, na
computagdo grafica para descrever movimentos tridimensionais. Neste trabalho esta-
mos interessados na construcdo deste conjunto e em suas propriedades. Vamos apre-
sentar o conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operacdes de
adigdo e multiplicacdo, e apresentar uma construgdo para algumas fung¢des elementares

a valores quatérnios.

Palavras-chave: Quatérnios. Ntimeros Complexos.

Sumario

Introducio 3
Quatérnios 4
1 O conjunto dos quatérnios 4
2 Algebra dos quatérnios 5
3 Conjugado e médulo de um quatérnio 19

4 Poténcias inteiras de um quatérnio 27


http://www.dma.uem.br/kit

© KIT Célculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia

Sequéncias e séries de quatérnios

1 Sequéncias de Quatérnios

2 Séries de quatérnios

Funcdes elementares no conjunto dos quatérnios

1 A funcdo exponencial

2 As fungdes trigonométricas

3 As funcdes trigonométricas hiperbélicas

Consideragoes finais

Referéncias

29

29

33

36

37

42

53

55

57



© KIT Cilculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia 3

Introducao

Os ntimeros complexos, surgiram da necessidade de se determinar raizes de
equacdes do segundo grau do tipo x2 +1 = 0, pois, ndo existe ndmero real x que
satisfaca esta igualdade. Depois de construido o conjunto dos nimeros complexos,
eles se tornaram um excelente método para resolver problemas em diversas éreas.
Estes ntimeros se tornaram muito tteis nas rotacoes e reflexdes no plano. Entdo, uma
pergunta natural surge: E possivel construir um novo conjunto numérico que ofereca

propriedades similares as dos complexos no plano, para o espago?

Hamilton, aceitou o desafio, e inicialmente buscou desenvolver uma 4lgebra

para tripletos (x,y,z).

Hamilton buscou definir a soma e o produto desses ntimeros triplos
obedecendo as mesmas regras da soma e da multiplicacdo dos pares
numéricos e esperava que isso levasse a translagdes e a rotagdes no
espaco, da mesma forma que acontecia com os pares numéricos no
plano. Ele observou que i é um segmento perpendicular a 1, entdo
é normal que haja outra unidade imagindria perpendicular as duas
anteriores, e definiu j assumindo que esta também satisfaz j> = —1,
pois isso levaria, quando do produto de 1 por j?, a uma rotagdo de 180°
obtendo —1, porém essa rotacdo aconteceria no plano xOz, enquanto
que o produto de 1 por i numa rotagdo de 180° no plano xOy e desse

modo o tripleto tomou a forma x + yi 4 zj [2].

Definir a soma de tripletos nao foi dificil, j4 que procedendo de modo andlogo

aos complexos temos

(@a+bi+cj)+ (x+yi+zj)=(a+x)+ (b+y)i+ (c+2)j.

Porém, se definirmos a multiplicacdo similar a dos complexos, e assumindo a

comutatividade da multiplicagdo entre as componentes i e j, temos
(a+bi+cj)- (x+yi+zj) = (ax — by — cz) + (ay + bx)i + (az + cx)j + (bz + cy)ij,

que em principio ndo é um tripleto pois aparece o fator ij. Hamilton tentou defini-lo
de vérias formas para que a multiplicacdo de tripletos fosse fechada, no entanto, ndo

obteve éxito.
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Hamilton continuou com sua pesquisa e percebeu que era necessaria a
existéncia de outro termo, k, definido da mesma maneira que j, isto é, K =—-1e
k deveria ser perpendicular simultaneamente a i e a j. E definiu os ntimeros da forma
x + yi + zj + wk como quatérnios. Neste caso, a multiplicagdo e a soma sdo fechados,

porém a multiplicagdo ndo é comutativa.

Os ntimeros quatérnios possuem muitas aplicagdes praticas. Em particu-
lar sdo usados em computagdo gréfica para descrever movimentos tridimensionais.
Neste trabalho estamos mais preocupados com a construcdo deste conjunto e com as
propriedades destes niimeros. Desta forma, nosso objetivo principal é apresentar o
conjunto dos quatérnios, provar as principais propriedades das operacdes de adigdo
e multiplicacdo destes ntimeros, e apresentar uma construc¢do para algumas fungdes

elementares a valores quatérnios.

Quatérnios

1 O conjunto dos quatérnios

Nesta secdo apresentaremos a definicdo de um ntimero quatérnio e as princi-

pais notagdes envolvendo o conjunto dos quatérnios e os nimeros quatérnios.

Defini¢ao 1. O conjunto dos nimeros quatérnios, denotado por H, é formado por
todos os nimeros da forma q = a+bi+cj+dk,coma,b,c,d € Rei, j e k satisfazendo

as relacdes i = > = k> = —1,ij =k e ji = —k.

Desta defini¢do, temos que
ijk = (ij)k = kk = k* = —1,
e com isto,
ik = i(ij) = i%j = —j,
ki = —j*(ki) = —j(jk)i = —jii = —j(=1) =,
jk = —i%(jk) = —iijk = —i(ijk) = —i(—1) =,

K= (if)j = i(}?) = —i.
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Observe que para definir os produtos ik, ki, jk e kj, é assumida a associativi-
dade da multiplicacdo das componentes i, j e k.

De maneira pratica, segundo [1], podemos realizar a multiplicacdo das uni-
dades com base no diagrama abaixo. Neste diagrama, a multiplicacdo de quaisquer
duas unidades no sentido hordrio é a terceira unidade, e a multiplicacdo de quaisquer

duas unidades no sentido anti-horério é o oposto da terceira unidade.

A

Identificando bi + ¢j 4+ dk com o vetor il = (b,¢,d) € R3, podemos representar

qualquer g € H por uma das seguintes formas,
g=a+bi+cj+dk=a+ (bc,d)=a+1u=(ai).
A expressdo q = a + bi + cj + dk é dita forma algébrica de um quatérnio e a
expressdo g = a + ii é dita forma vetorial de um quatérnio.

Defini¢ao 2. Dado um quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + ii, definimos a parte real
de g como sendo o namero real 4, e denotamos por Re(q) = a. Também definimos a

parte imagindria ou parte vetorial de g por Im(q) = bi+cj+dk = (b,c,d) = u.

Definicdo 3. Dois nimeros quatérnios q = a + bi + c¢j +dk e r = x + yi + zj + wk sdo
ditos iguais, e escrevemos g = r, se e somente se, 1 = x, b =y, c = zed = w. De

outra forma, g = r, se e somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).
Fica claro da definicdo anterior que, considerando a forma vetorial de um

quatérnio,seq =a+iier =x+ Uentdo g = r se e somente se a = x e if = T.

2 Algebra dos quatérnios

Definic¢ao 4. Definimos a adi¢do entre quatérnios como sendo a aplicacdo

+ HxH — H
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que a cada par de quatérios q = a+bi+cj+dk =a+ier = x+yi+zj+wk = x+7,
associa o quatérnio denotado por g + r, denominado resultado da adi¢do de g com r,

e dado por

g+r=(a+0bi+cj+dk)+ (x+yi+ zj+ wk)
=(a+x)+b+y)i+(c+z)j+ (d+wk,

ou equivalentemente na forma vetorial,

g+r=(a+iu)+ (x+79) = (a+x)+ (U+7).

Fica claro da defini¢do anterior que consideramos a adi¢do de dois vetores i =
bi+cj+dk = (b,c,d) e ¥ =yi+zj+wk = (y,z,w) como sendo a adigdo convencional

da geometria analitica (il +7) = (b+y)i+ (c+z)j+ (d+w)k = (b+y,c+z,d+w).

A seguir provaremos algumas propriedades da adigdo de quatérnios. E con-
veniente, por uma questdo de simplicidade da notacdo, utilizar a forma vetorial para
as demonstragdes que se seguirdo. Desta forma usaremos entdo propriedades envol-
vendo a adi¢do de vetores no espago IR3. Em particular, lembremos que a adicdo de
vetores € associativa e comutativa, isto é, (i +7) + @0 = i+ (7+ @) e (i +7) = (T+if)

respectivamente, para quaisquer que sejam i, 7, @ € R3.
Proposicao 5. A adigio de quatérnios é associativa, isto é,
(g+7r)+s=q+(+s)

para quaisquer que sejam q,7,s € H.

Demonstragido. Dados g = a+ i, r = b+ U e s = ¢ + W, quatérnios arbitrarios, temos
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Proposicao 6. A adicio de quatérnios é comutativa, isto €,
g+r=r+q,

para quaisquer que sejam q,v € IH.

Demonstragido. Dados g = a + ii e ¥ = b + ¥, quatérnios arbitrarios, temos

g+r=(a+i)+ (b+7)
= (a+b) + (il +7)
= (b+a)+ (T+i)
=b+0)+(a+i)=r+g

Proposicao 7. Existe r € H de forma que q +r = r + q = q, para todos q € TH.

Demonstragido. Dado q = a + ii € H arbitrario, queremos encontrar r =

x + w de

forma que g +r = q. A igualdade r 4+ q = g ficard automaticamente satisfeita em

virtude da comutatividade da adicdo.

Para que a igualdade g + r = g seja satisfeita devemos ter

—

(a+ i

—

)+ (x +@) = (a+10),

ou ainda

(a4 x)+ (i +®) = (a+ i),

e da igualdade de quatérnios, devemos ter

a+x=a, e 04+ w=1i.

Como estas ultimas igualdades sdo igualdades entre ntimeros reais, e entre

vetores de R3, existem x € R, e @ € R3 asaberx =0e @ = 0, que cumprem estas

duas igualdades simultaneamente para todos 2 € R e if € R3.

Segue que existe r = 04 0i +0j + 0k = 0+0 € H de forma que g +r =

r 4+ q = q para todos q € IH.

]

O elemento (04 0) € H a que se refere a proposigdo anterior é chamado de

elemento neutro da adicdo no conjunto H. E comum chamar também o elemento
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neutro de elemento nulo, ou zero do conjunto. Sendo assim, deste ponto em diante, o
elemento (04 0) € H sera chamado de zero e representado por O ou simplesmente 0
quando nao houver davida que 0 € H. Entdo, 0 = Oy =0 +0=0+0i+ 0j+0keH

é o (inico) elemento que cumpre 0 + g = g + 0 = g para qualquer que seja g € IH.

Definicao 8. Definimos H* como sendo o conjunto formado por todos os quatérnios

ndo nulos, ou seja, H* = H — {0} = H — {0}.

Proposicao 9. Todo niimero quatérnio admite simétrico para a adigdo, isto é, dado qualquer

q € H, existe r € H, de forma que g +r =r+q = 0.

Demonstragido. Dado q = a + ii € H arbitrario, queremos obter r = x + @ € H de
forma que g +r = 0. A igualdade r + g = 0 ficara garantida pela comutatividade da

adicdo.

Para que g + r = 0 seja satisfeita, queremos entdo que

ou ainda

Segue da igualdade de quatérnios que, desejamos encontrar x € R e @ € R3
de forma que

x+a=0, e i+ =0,

paraa € Reil € R3. Da igualdade de ntimeros reais, existe x € IR, a saber, x = —a,
que cumpre a igualdade desejada. Também da igualdade de vetores de IR?, segue que

existe @ € R3, que é precisamente @ = —il, e que cumpre a igualdade desejada.

Assim, dado qualquer g = a + il € H, existe r = (—a) + (—#) € H de forma
queqg+r=r+qg=0. [

O elemento r € H a que se refere a tiltima proposicdo é chamado de elemento
simétrico de g € H para a adicdo no conjunto H. Deste ponto em diante, o elemento
(—a) + (—il) = (—a) + (=b)i+ (—c)j + (—d)k € H sera chamado de simétrico de
g = (a+1i) = (a+bi+cj+dk) € H, denotado simplesmente por (—q) e representado
comumente por —q = —(a+il) = —a — i = —a — bi — ¢j — dk. De qualquer forma,

—q € H é o (tnico) elemento que cumpre (—q) +q =g+ (—q) =0.
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Sob o ponto de vista da algebra, do que temos até agora, o par ordenado
(H, +) é um grupo abeliano.

Defini¢do 10. Dados q,r € Hcom g =a+bi+cj+dk =a+iier = x+yi+zj+wk =
x + ¥, definimos a diferenca de g com 7, como sendo o quatérnio denotado por (g — 1),
e dado por
g—r=q+(=r) = (a+bi+cj+dk)+ ((—x) + (=y)i + (=2z)j + (=d)k)
= (a=x) +(b—y)i+ (c—2)j+ (d - w)k,
ou equivalentemente,

—

g—r=(a+iu)+ ((—x)+ (—9)) = (a—x)+ (i — 7).

Defini¢ao 11. Definimos a multiplicagdo de um quatérnio por um escalar real como
sendo a aplicagdo

-tRxH — H,

que a cada escalar (real) & e cada quatérnio g = a + bi + ¢j + dk = a + ii, associa o

quatérnio representado por (ag), dado por
ag = a(a+bi+cj+dk) = (aa) + (ab)i + (ac)j + (ad)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,

—

ag = oa(a+ i) = aa + wil.

Fica claro da defini¢do anterior que estamos admitindo que a multiplicacdo
de um vetor il = bi + cj +dk = (b,c,d) € R3 por um escalar a € R é a multiplicacio

usual da geometria analitica ail = (ab)i + (ac)j + (ad)k = (ab, ac, ad).
Definicdao 12. A multiplicacdo entre quatérnios é a aplicacdo
HxH — H,

que a cada par de nimeros quatérnios g =a+bi+cj+dk=a+iler=x+yi+zj+
wk = x + T, associa o quatérnio denotado por g - r ou por gr, denominado resultado

da multiplicacdo, ou produto de g com r, e dado por

qr = (a + bi + cj +dk) - (x + yi + zj + wk)
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= (ax — by — cz —dw) + (ay + bx + cw — dz)i
+ (az —bw+cx +dy)j + (aw + bz — cy + dx)k,

ou equivalentemente na forma vetorial,
gr = (a+1i) - (x+7) = (ax — (i,0)) + (a0 + xii + i X 0),

sendo que (i, ¥) representa o produto escalar (ou produto interno), e (i x ¥) repre-

senta o produto vetorial, entre os vetores i e ¥ em IR3.

Embora a multiplicacdo entre dois quatérnios possa parecer complicada, basta
observar que esta multiplicacdo segue da ideia da distributividade da multiplicacao
em relacdo a adi¢do e considerando que ii = jj = kk = —1,ij =k, ji = —k, jk =1,
ki = —i, ki = j e ik = —j. A expressdo vetorial para a multiplicacdo é conseguida
diretamente da expressdo algébrica levando em conta as igualdades (ii,7) = (by +
cz+dw) e (i x0) = (cw—dz,dy — bw,bz — cy) para il = (b,c,d) e ¥ = (y,z,w) em

R3.

Proposicao 13. A multiplicacdo de quatérnios nio é comutativa, isto é, existem q e r tais que,
qr # 1q.

Demonstragio. Basta ver que ij = k e ji = —k. O

No que se segue provaremos algumas propriedades da multiplicacdo de
quatérnios. Propriedades estas que tornardo este conjunto um “quase” corpo.
E conveniente, também para a multiplicagdo, utilizar a forma vetorial para as
demonstra¢des, em virtude da expressdo mais curta. Em contrapartida, precisare-
mos utilizar propriedades envolvendo os produtos vetorial e escalar entre vetores de
R3. A préxima proposicdo retine alguns destes resultados. Nao demonstraremos es-

tes resultados aqui mas o leitor interessado na demonstragdo pode consultar algum

texto de geometria analitica ou de dlgebra linear. Recomendamos [3].

Proposicdo 14. Se ii, 7, W € R3 sdo vetores arbitririos e o € R, entdo
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Aparentemente a associatividade da multiplicagdo de quatérnios seria con-
sequéncia, entre outras propriedades, da associatividade do produto vetorial. Fato
este que ndo ocorre. Entretanto é possivel conseguir algum tipo de associatividade do
produto vetorial, com termos compensadores. Este resultado é enunciado no préximo

lema e serd necessdrio para a prova da associatividade da multiplicacdo de quatérnios.
Lema 15. Se ii, 7, @ € R3 sio vetores arbitrdrios, entio

(il X 0) x @ — (il, )@ = il X (Tx @) — (T, D)il.
Demonstragio. Dados quaisquer i, 7, @ € R3,

(il X 0) x @0 — (il, )0 = — (0 x (i X T)) — (il, V)W

= — (@, )i — (@, )7) — (i, 0) @

I
T
8l
N
~
(=)

|
T~
=
Y
~—
Sl

|

Proposicao 16. A multiplicacdo de quatérnios é associativa, isto é, para quaisquer q,r,s € H,
tem-se q(rs) = (qr)s.
Demonstragdo. Suponha que q = (a+ii), r = (b+7) e s = (c + @) sdo quatérnios

arbitrarios. Entao
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= abc — c(ii,0) — a(¥, W) — b(il,0) — (i x T, D)

+ abtw — (il, U)W + cat + cbil + c(il x T) +a(0 x @) + b(il x @) + ((il X T) X D)

)+ (be — (3, @))ii + (il x (bW + ¢T+ (T x @)))

O

Proposicao 17. A multiplicagdo de quatérnios é distributiva em relagdo a adigdo. De outra
forma, se q,r,s € H entdo

s(q+r) =sq+sr,
e também

(g+71)s =gs+rs.

Demonstragio. Sejam q = a + i, r = b+ U e s = ¢ + @ arbitrarios. Entao

s(g+r)=(c+®)[(a+ i)+ (b+7)]
=(c+@)[(a+b)+ (i +7)]
= (cla+b) — (W, i+ 7)) +c(il +7) + (a+ b)W + @ x (il + T)
=ca+cb— (@0,i) — (0,0) +cii + cT+ a0+ b0+ XU+ XT

= sq +sr,
e também,
(g+r)s=[(a+ i)+ (b+7)] (c+ D)
=[(a+Db)+ (i+7)] (c + D)
= ((a+b)c= (i +7,@)) + (a+b)D+c(ii +7) + (I +7) x @
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= [(a+i)(c+@)] + [(b+7)(c+D)]

=gs+rs.

]

Do ponto de vista da 4lgebra, a terna ordenada (H,+,-) é um anel, isto é,
a adicdo é associativa, comutativa, admite elemento neutro, e todo elemento admite
simétrico, e a multiplicagdo é associativa e distributiva em relacéo a adicao. E também
claro que (H,+,-) ndo poderd ser corpo ja que a multiplicagdo ndo é comutativa.
Entretanto, provaremos ainda que IH possui unidade, e que todo elemento ndo nulo

é invertivel.

Para os proximos resultados, vamos utilizar também propriedades de médulo
(ou norma), de um vetor de R3. Lembremos que se il = (b,c,d) € IR3, entdo |if| =
Vb?%+ 2+ d?. A proxima proposigdo retne alguns resultados envolvendo o médulo

de um vetor em R®. A demonstragéo destas igualdades pode ser encontrada em [3].

Proposigdo 18. Se i, 7 € R> sdo vetores arbitrdrios e x € R, entdo

i) |il] > 0, e além disso, |ii| = 0 se e somente se ii = 0;
i) |ail| = |a||il];
i) |i)? = (i, il);
iv) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) | (i, 7)| < |i||7);
v) (Desigualdade triangular) |ii + 7| < |i| + |7,
vi) it + 3| = |it|® + 2(ii,7) + |5|%
vii) |ii + 7> = |il|> + |F|?, se e somente se, ii e T sdo ortogonais;
viii) |il x )% = |i|?|9)* — (i, T)>.
A definicdo de vetores ortogonais, a que nos referimos nesta ultima
proposigdo, é determinada pela condi¢do (if,7) = 0, isto é, dois vetores sdo orto-
gonais se e somente se 0 produto escalar entre eles é igual a zero. Mas notemos que

(0,9) = (ii,0) = 0 para quaisquer i,7 € R® e portanto entenderemos que ao dizer

que ii e U sdo ortogonais pode ocorrer que pelo menos um deles seja o vetor nulo.
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Proposicao 19. A operacio de multiplicacdo no conjunto dos quatérnios admite elemento

neutro. De outra forma, existe r € H tal que qr = rq = q para todos q € IH.

Demonstragio. Queremos encontrar r = x + @ € H de tal forma que
qr=rq =4,

para todos g = a + i € H.

Da igualdade gr = g, temos que

—

(a4 i) (x+©) = (ax — (il,0)) + (a@ + xti + (i X D)) = a + i,
e da igualdade de quatérnios queremos obter x e @ de forma que

ax — (i, W) =a 2.1)

=1

atw + xil + (# X @) =
Da segunda equacdo em (2.1), temos que
atb + (x — 1)il + (it x @) = 0,

e desta forma existem escalares, ndo todos nulos, tais que a combinagdo linear dos
vetores W, i e (il X @), resulta no vetor nulo. Segue que os trés vetores envolvidos
sdo linearmente dependentes. Como o vetor (if x @) é simultaneamente ortogonal a
il e a W entdo para que os trés vetores sejam linearmente dependentes deve ocorrer

que i e W sejam linearmente dependentes. O vetor procurado @, deve entdo satisfazer

W = aif, para algum escalar & € R.

Substituindo isto na segunda equagédo de (2.1), e levando em conta que (il x
(wif)) = 0, obtemos

(va+x —1)i = 0.

—

Mas sendo i um vetor arbitrario em IR3, ndo podemos esperar que i = 0
sempre, e assim segue que o escalar deve ser nulo, isto é, (xa + x — 1) = 0, ou ainda

(x —1) = —wa. Voltando agora na primeira equagdo em (2.1), temos que

—

a = ax — (il,®) = ax — (i, ail) = ax — alii|?,

ou ainda

alii]? =ax —a=a(x—1),
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e substituindo (x — 1) = —aa, temos

w|if]? = a(x — 1) = —aa®.

Ora, como |ii|? e a?

sdo ambos ndo negativos, os dois membros desta tltima
igualdade possuem sinais contrarios e assim, a igualdade somente sera satisfeita se
« = 0 e portanto @ = aii = 0. Com @ = 0 de volta em qualquer uma das duas

equagdes em (2.1) segue que x = 1.

Desta forma, r = x+@ = 140 = 14+ 0i + 0j + Ok é o (tinico) elemento
que cumpre gr = q para todo g € H. E facil ver que também rq = g para todo
g € H. Segue que a operacdo de multiplicacdo admite elemento neutro, a saber

r=1+0=1+0i+0j+ Ok. O

O elemento neutro da operacdo de multiplicacdo a que se refere a proposigao
anterior, 1 4+ 0 = 1+ 0i 4 0j 4 Ok ser4 deste ponto em diante chamado de unidade de

H, e representado por 1 ou simplesmente por 1, quando ficar claro que 1 € H.

Defini¢ao 20. Um quatérnio g é dito invertivel se admitir simétrico pela operagdo de

multiplicacdo. Isto é, se existir » € IH tal que
qr=rq =1,
e neste caso, o quatérnio r serd chamado de inverso de g e representado por g~ 1.

Proposig¢do 21. Todo elemento ndo nulo de H é invertivel. Isto é, dado g = (a + i) € H*,
existe v € H, de forma que

qgr=rq = 1.
Demonstragio. Primeiro observemos que q =a+ i =0, se e somentesea =0 e il = 0,

se e somente se 2 = 0 e |if| = 0, se e somente se (a° + |if|?) = 0.
Seja entdio g = a + i € H*, e portanto (a® + |if|>) # 0. Queremos obter
r =x+ @ € H, de forma que gr = rg = 1. Da igualdade gr = 1, temos que

—

(a+if)(x + ) = (ax — (il,®)) + (a® + xil + i x @) =1 =1+0,
donde segue da igualdade de quatérnios que

ax — (il,w) =1
. (2.2)
aw + xil + 1 x w = 0.
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Da primeira equagdo em (2.2), temos ax = 1+ (if, ¥), e multiplicando ambos

os membros por a, segue

Mas notemos que na igualdade acima, (i, il x W) = 0, pois, i X W é um vetor

ortogonal a ii e desta forma o produto escalar entre eles é igual a zero. Segue que

—

a*x = a — x(ii, il) — (ii, il X ©) = a — x|ii|?,

donde
x(a® + |ii]?) = a,
e como (a2 + |if|?) # 0, segue que

a

Y= e FiER

Notemos agora que da segunda igualdade em (2.2) segue que os trés vetores
envolvidos na soma sdo linearmente dependentes. Isto porque existem trés escalares
ndo nulos tais que a soma entre estes trés vetores resulta no vetor nulo. Mas o vetor
il X W é ortogonal a i e a @ simultaneamente, entdo para que os trés vetores sejam
linearmente dependentes deve ocorrer que ii e @ sejam linearmente dependentes.

Segue que @ = «il para algum escalar « € R.

Voltando com @ = il na primeira equagdo em (2.2), obtemos

ecom x = m, segue que
2 212
=12 a —|i]
— —1 = ——]_ = ="\
afl” = ax a% + |il]? aZ + |il]?

Esta ultima igualdade é sempre satisfeita colocando a

)
a?+|if)?

r=xt = | + 1 = o (a — i)
N -\ a2+ |il]? a2 +il2 ) " \ a2+ |i)?

—1
m (mesmO

quando i = 0). Desta forma @ = wil = ( ) ii, e portanto
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é o (tinico) quatérnio que cumpre gr = 1. Podemos verificar que também rg = 1 e
desta forma, dado qualquer g € H¥, existe r € IH que cumpre qr = rq = 1, chamado

de inverso multiplicativo de g. O

De acordo com esta tltima proposicédo, se g = (a + if) # 0 entdo g é invertivel,

e além disso,

-1 _ a i —1 7= 1 (a—i[)
Tom\ewR) e aR) T e P

é o tGnico quatérnio que cumpre g(g~!) = (g7 ')g = 1. Observe ainda que, sendo g
ndo nulo, ! é também ndo nulo, e portanto também invertivel. A prépria igualdade

q(q_l) = (q_l)q = 1 nos diz que g é o inverso de q_l, isto é, g = (q_l)_l.

Observemos que em virtude da igualdade 0-g = g-0 = 0, para qualquer
g € H, entdo 0 ndo pode jamais ser um elemento invertivel. A proposicdo anterior
pode portanto ser entendida também no sentido reciproco, isto é, g é invertivel se e

somente se q # 0.

Com o que provamos até agora, a terna ordenada (H, +,-) é um anel, nédo
comutativo, com unidade, no qual todo elemento ndo nulo admite inverso multipli-

cativo.

Defini¢ao 22. Dados dois quatérnios g e ¥, com r # 0, definimos o quociente de g por
r como sendo o quatérnio representado por 4, chamado de resultado da divisdo de g

por r e dado por

Em virtude desta tltima defini¢do, no caso em que g € H*, é comum escrever
que g1 = %. Além disso, outras propriedades advindas da teoria dos anéis podem
ser aplicadas a esta notagdo. E importante tomar algum cuidado pois ndo podemos
fazer uso da propriedade comutativa da multiplicacdo. Como consequéncia disto,

podemos ver que g (£) = L, mas (1) r # L.

Por este motivo vamos evitar a notagdo , de divisdo entre quatérnios. Usare-
mos esta notacdo apenas quando estivermos tratando com ntimeros reais. A notagdo

9 com a € R* e g = (a+ i) € H significara (%)q = (%)(ﬂ +il) = £+ %ﬁ

«
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Provaremos agora que o conjunto dos quatérnios ndo possui divisores
proprios de zero. Esta propriedade faria do conjunto dos quatérnios um anel de

integridade se este conjunto fosse um anel comutativo.
t dad t tof 1 tat

Proposicao 23. Se q e r sdo dois quatérnios tais que qr = 0, entdo q = 0 ou r = 0.

Demonstragio. Sejam q = (a + if) e r = (b + ¥) e suponha ainda que
(a+i)(b+7) =0. (2.3)
Para provar que g = 0 ou r = 0, vamos supor que um deles ndo seja zero

e, neste caso, provar que obrigatoriamente o outro serd. Suponha entdo que também

q = (a+1i) # 0, e equivalentemente que (a® + |if|?) # 0.
Da igualdade (2.3) temos que
(ab — (it, 7)) + (a¥ + bii + il x 7) = 040,

e portanto

l

7)) =0

. (2.4)
+iUx7=0.

ab — (
av+b

=

Multiplicando a primeira equagdo em (2.4) por a € R, temos que
2 oo
a“b — (ii,ad) =0,
e substituindo (a7) da segunda equagdo obtemos

0 = a?b — (il,ad) = a®b — (ii, —bil — il X T) = a®b + blii|> + (ii, il x 7).

Mas (ii, il x ¥) = 0 pois il x 7 é um vetor ortogonal a ii e desta forma o produto

escalar é igual a zero. Segue que esta ultima igualdade fica reescrita como
0 = a®b + blii|* = b(a® + |ii|?),

e como (a? + |if|?) # 0 entdo segue que b = 0. Voltando ao sistema (2.4) com b = 0
temos
i,7) =0
(,9) . (2.5)
av+ i x 7= 0.
Tomando o médulo ao quadrado da segunda equagdo de (2.5), temos que

a7 + (it x 7)|> = |0]> =0,
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e como o vetor (il X ¥) é ortogonal ao vetor av segue dos itens (iv) e (v) da proposicdo

18 que
0 = [a? + (i x 0)|* = |a7]* + | x T* = |a*|7]* + |7]*|7]* - (7,7)%,
e levando em conta a primeira igualdade de (2.5) temos que
0 = [a?|5]? + |@*[3)* = (|a|* + |it]*)|7]?,

e como (|a]? + |i|?) # 0, segue que |7]?> = 0, donde ¥ = 0, e portanto r = (b + 7) = 0.
Isto termina esta demonstragao. U

O préximo corolério é a contrapositiva equivalente da proposigdo anterior.
Corolario 24. Se q e r sdo dois quatérnios ambos ndo nulos, entio qr é também ndo nulo.

Corolario 25. Se q e r sdo dois quatérnios invertiveis, entdo qr é invertivel e além disso,

()t =1l

Demonstragio. Supondo que q e r sdo dois quatérnios invertiveis, entdo sdo dois
quatérnios ndo nulos. Do corolédrio anterior, gr também é ndo nulo e portanto in-

vertivel. Além disso, como

(gr)(r g ) =q(rr g =g =1,

e também

(r g D) =rq gr=r"r=1,
entdo segue da definicdo de inverso que o inverso de (gr) é precisamente r 1!, isto
é (qgr) ' =r"1g71, O

3 Conjugado e médulo de um quatérnio

Nesta secdo estudaremos os conceitos de médulo e de conjugado de um
quatérnio. A nogdo de médulo é fundamental para outros estudos com estes niimeros.
As defini¢des de convergéncia de sequéncias e de séries de quatérnios bem como de
limite de fungdes a valores quatérnios, se fundamentam principalmente na ideia de

distancia entre dois quatérnios. Esta distancia é tradicionalmente representada pela
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expressado |g — r|. Nestes termos é fundamental o conceito de médulo de um quatérnio

e o estudo de propriedades a respeito deste médulo.

A nogdo de conjugado por sua vez esta ligada com a de médulo, principal-
mente em virtude da expressdo (q-7) = |q/2, que é verdadeira se g for um nimero
complexo e se 7 representa o conjugado de g. Estabeleceremos esta ideia também no

conjunto dos quatérnios.

Defini¢do 26. Seja q = a + il = a + bi + ¢j + dk um quatérnio arbitrario. O médulo de

g é o numero real, representado por |q|, e dado por

9] = Va2 + b2 + 2+ d2 = \/a? + |ii]2.

Fica claro que na defini¢do acima |ii] = v/b? + ¢ + d? representa a norma Eu-

clidiana ou o médulo de i = (b,c,d) € R3. Para facilitar a notacdo, é comum utilizar
a expressdo |q|2 = a? + |ii|?>, que evita o uso da raiz quadrada. Uma vez definido o
modulo de um quaténio, vamos verificar a validade de algumas propriedades envol-
vendo esta definicdo. Algumas destas propriedades sdo similares as propriedades de

modulo de nimeros reais ou de nimeros complexos.

Proposicao 27. Para quaisquer q € H e x € R, temos

i) |q| > 0ealém disso, g = 0 se e somente se |q| = 0.
i) |ql = [ —4ql;
i) |aq| = [aflql;

iv) Re(q) < |Re(q)] < lql;

v) [Im(q)] < |g

Demonstragido. Em toda esta demonstragdo, suponha que ¢ = a+ i € H. Para o
primeiro item, temos |g| = /a2 + [if]2 > 0. Além disso, ¢ = (a+ i) = 0 = 0 +0,
se e somente se a = Qe il = 6, se e somente sea = 0 e ]i[\ = 0, se e somente se

(a® + |if|?) = 0, se e somente se |g|> = 0, se e somente se |g| = 0.

Para o segundo item,

q? = +]il* = (-a)* + | — i = | —qI?,
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e extraindo a raiz quadrada em ambos os membros vem |g| = | — ¢g|.
Para provar (iii),
jaq|? = |a(a + @) * = |aa + ail]?
= (aa)? + |wii|?
= a?a® + o?|il)* = a?(a® + |ii]?) = a?|q)?,
e extraindo raiz quadrada em ambos 0os membros, segue que |ag| = |a||q].

Para provar o item (iv), se g = a+ i € H, entdo a € R e usando propriedades

do médulo de nliimeros reais temos que

a < lal = Va2 < \Ja?+ |2 = |q|,

e como a = Re(q), temos Re(q) < |Re(q)| < |g].

Finalmente, para (v), como Im(q) = ii, temos que,
[Im(q)|? = |a@* < a® + [id]* = |q]?,
e tomando a raiz quadrada em ambos os membros, |Im(q)| < |g]. O
Dentre as propriedades principais do médulo de um ndmero real ou com-

plexo esté o fato de que o médulo do produto é o produto dos médulos. Provaremos

agora esta propriedade.

Proposicdo 28. Para quaisquer q,r € H temos que |qr| = |q]|r|.

Demonstragio. Para esta proposi¢do usaremos as propriedades (vi), (vii) e (viii) da

proposigdo 18. Se q = a +ii e r = x + W sdo quatérnios arbitrdrios, entdo

Agora como i x w é um vetor ortogonal a i/ e a W simultaneamente, entdo
il X W é um vetor ortogonal a qualquer combinacao linear entre i e W, em particular

a (aw + xii). Desta forma,

\gr|* = (ax — (i, ®))* + |a® + xil + il x @|*
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= a?x? — 2ax(il, @) + (it, ®)* + |a® + xii|> + |ii x ©|?

= a?x? — 2ax(il, @) + |ai0 + xii|? + |ii|*|@|*

= a®x* + a?|@|* + x?|ii|* + |ii|*|w|*

= (a® + @) (x* + |@*) = |q|r[?
e a igualdade desejada segue extraindo a raiz quadrada em ambos os membros. [
Corolério 29. Se g € H* entdo |q7!| = ﬁ = g7t

Demonstragido. Se q # 0 entdo g é invertivel, e portanto existe 4! de forma que
aa7 ) =@ g=1

Tomando o médulo em ambos os membros e levando em conta a proposigao

anterior, temos que

qllg ! = lq(g )| = 1| =1.

Como g é ndo nulo, entdo |g| # 0, e portanto dividindo esta ultima igualdade

por |g| segue que

1
g7 =
]
O
Proposicao 30. Se q,r € H entdo
|9+ < lqf + |l

Demonstragio. Se g = a +il e r = x + W entdo

lg+r)?=|(a+ @)+ (x+ @)

|(a 4 x) + (it + @)|?

= (a+x)*+ |il + @D

< (a+x)%+ (@] + |@])?

= a* + 2ax + x* + |il|* + 2|if||@| + | @]
= @ + [il]? +2(ax + |il]|®]) + ¥ + |@|?

< |q)* +2(|ax]| + |i]|@]) + |r|*.
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Também notemos que
(Jax| + |@|[®])* = a®x* + 2|ax||@||@| + |@*|@]*,
e usando o fato de que 2aB < a® + B2 quaisquer que sejam « e 3 reais, entdo
(lax| + |a|[@])? = a®x* + 2|ax]| ||| + |i1]*|@|*
< a?x* + 2|l + a®|@|* + ||| @
= (a* + [a]*) (x* + |@]*) = |qI*|rI%,
donde
|ax| + [i][@] < |q]|r]-
Segue que
g+ 77 < 191 +2(lax| + |||@]) + |r[
< lql* +2lqllr + |r* = (Iq] + |r])?

e a desigualdade desejada é obtida extraindo raiz quadrada em ambos os membros.

]

Corolario 31. Se q,r € Hentio ||q| — |r]| < |qg—71|.

Demonstragio. Dados quaisquer ¢q,r € H, usando a proposicdo anterior, temos que
gl = lg—r+rl <lg—rl+1r,
e assim,

gl = Il < lg—r].
Também,
rl = lr—gq+ql <|r—ql+1ql,
e assim,
—lg—rl=—lr—ql <lq = Irl.
Segue portanto que,
—lg=rl <lql =l <lg—rl,

e das propridades do médulo de ntimeros reais,

gl = [rl] < lq —rl.
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Como mencionado anteriormente a ideia de conjugado é baseada na ideia de
que, dado g € H, encontremos um quatérnio denotado por 7 e que satisfaz g9 = g9 =
|q|%. Nestes termos se g = a + i queremos definir § = x + @ de forma que seja vélida
a igualdade

(a+10)(x +®) = |ql2,

ou ainda
— — 2
ax —il - W) =
( )=k o)
aw + xii + i X w = 0.
Naturalmente a segunda igualdade nos diz que os vetores i, W e il X @ de-

verdo ser linearmente dependentes e como i X @ é ortogonal a ii e a W, entdo il e W é

que devem ser linearmente dependentes. Portanto @ = ai/ para algum « € R.

Substituindo isto na segunda igualdade em (3.6), e levando em conta que

a(il x if) = 0, obtemos

(ax + x)ii = 0.

Mas como i é arbitrdrio, ndo podemos esperar nesta tltima igualdade, que
ii = 0 sempre. Devemos entdo pedir que (ax + x) = 0, ou que x = —ax. Substituindo

este x e W = «ii, na primeira igualdade em (3.6), vem

q* = —a’a —ai]* = —a(a® + [d]*) = —alq]?,
e esta igualdade fica cumprida colocando & = —1, inclusive quando g = 0. Segue
que x = —aa = ae @ = ail = —ii, e a igualdade (q7) = |g|? fica entdo satisfeita se

colocarmos § = x + @ = a — ii. Esta ideia motiva a préxima definicao.

Definicdo 32. Seja ¢ € H dado por g = a + if = a + bi + ¢j + dk. Entdo o conjugado

de g é o quatérnio, denotado por 7, e definido por

=

g=a—i=a—>bi—cj—dk.

Vamos verificar a validade de algumas propriedades envolvendo a defini¢do
de conjugado de um quatérnio. Tais propriedades sdo semelhantes as propriedades

envolvendo o conjugado de nliimeros complexos.

Proposicao 33. Sejam q,r € H e a € R. Entido,
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vii) g+ =2Re(q) e q—7q=2Im(q);

Demonstragio. Para provar oitem (i),seq = a+ientdog = () = (a —il) = (a+ i) =

g.
Para os itens (ii) e (iii), sejam g = a+ il e r = b + 7. Entdo
g+r=(a+i)+ (b+7)
= (a+b)+ (i +70)
=(a+b)—(i+79)=@—i)+(b-7)=7+7,
e também
gr = (a+u)(b+79)
= (ab — (i, U)) + (av + bii + il X )
= (ab — (il,7)) — (a0 + bil + il X T)
= (ab— (=i, —70)) + (a(—70) + b(—il) + (—i) x T)
= (ba — (=0, —il)) +a(—70) + b(—il) — T x (—ii)
= (ba — (=0, —ii)) + b(—ii) + a(—7) + (—0) x (—i)
=b—-V(a—i)=(b+70)(a+i)=77
Para os itens (iv), (v) e (vi) seja ¢ = a + ii. Entdo
ag =oa(a+i) = (aa) + (aif) = (aa) — (ail) = a(a — i) = ag,
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= (a® — (i, — 1)) + a(—if) + aii + il x (i)

= (a* + (i, 1)) = (a* + |i]*) = |qI?,
e a igualdade 7 g = |g|* é andloga. Também
g =@+ |~ P = + 17 = laP,
e portanto |g| = [g].

Para finalizar, isto é, para o item (vii), seja 4 = a + il. Entéo,
g+q=(a+1i)+ (a—i)=2a=2Re(q),

e também

q-7=(a+i)— (a—ii) = 20 = 2Im(q),

0 que termina esta demonstragéo. O

O uso do conjugado e do médulo de um quatérnio torna mais fécil a ideia de

encontrar 4~ no caso em que q # 0. A préxima proposigdo estabelece esta ideia.

Proposigdo 34. Seja q = (a + i) € H*. Entio o inverso de q, o quatérnio g~ € H* que
satisfaz qq~ = q~'q = 1, é dado por
1 1
-1 _ 5
9 =) = ala—i).
a2 a2
Demonstragio. Se q = a + il # 0, entdo da proposicao 21, segue imediatamente que

4 1 1 1

=————(a—i)=—a—1iu) =
A T T

(7)-

Outra forma de ver isto sem o uso da proposi¢do 21, apenas usando as pro-
priedades do médulo e do conjugado, é a que se segue. Dado q = (a + i) # 0, entdo

g # 0 também, e assim, 7 é invertivel. Desta forma,
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4 Poténcias inteiras de um quatérnio

Definic¢do 35. Se g € H" e m € Z entdo definimos a m-ésima poténcia de g recursiva-
mente por

1 se m=0,
" =9 (" Ng=q(@"") se m>0,
(@H™™ se m<0

No caso em que g = 0 e m > 0 entdo definimos também 4" = 0" = 0.

Observe que ndo definimos 09 e também 0" com n € N, no conjunto dos
quatérnios. Isto se deve as mesmas razdes que levam 0%e 0" com n € N, ndo estarem
definidos no conjunto dos ntimeros reais ou dos ntiimeros complexos. Também nédo
temos muito interesse na defini¢do de poténcias negativas de um quatérnio, uma vez
que uma série de poténcias s6 abrange as poténcias positivas. Fizemos esta defini¢cdo

apenas para tornar o texto mais completo.

Vejamos algumas consequéncias imediatas da defini¢do anterior. A igualdade
g™ = (g71)~™ usada para o caso em que m < 0 é também valida para o caso m > 0,
pois neste caso, (471)™" = ((¢71)"1H)" = (¢"). Também é valido que gq! = g para
qualquer g € H. A igualdade (¢"1)g = g(¢"!) usada para m > 0 é garantida pela

associatividade da multiplicacdo de quatérnios.

Proposicao 36. Se g € Hem,n € Z entio

i) (q71)" = (q")~" quando q # 0;
i) (q")(q") = q"";
i) (q")" = q™;

n
7

iv) 9" = |q

com as devidas restricoes m > 0 e n > 0 no caso em que q = 0.

Demonstragido. Observamos primeiro que, com exce¢do de (i), que obriga q # 0, as
demais igualdades sdo trivialmente satisfeitas se g = 0, e portanto vamos considerar

em toda esta demonstracdo que g # 0. A ideia desta demonstracdo, em cada item,
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é primeiro usar inducdo finita sobre n > 0 e qualquer que seja m € Z quando for o

caso, e depois a prova para n < 0.
Para a prova de (i), se n = 0 temos claramente que (g71)? =1 = (1)7! =
(q°)~!. Suponha agora a igualdade vélida para n, isto é, (37!)" = (¢"*)~!. Paran + 1,

temos que

@Y =@ ") g =) g =) = (")

Agora se n < 0 entdo, usando a definicdo de poténcia negativa e a validade da igual-

dade para poténcias positivas, temos
@)= ) "=qg"=(@" )" =WH") " =""

m+0

Para (ii), se n = 0 entédo trivialmente (3")(q°) = ¢" = q"*° para qualquer

m € Z. Suponha agora a igualdade valida para n € N, isto ¢, (™) - (¢") = g™

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(@)@ = (@) ((a")) = ((4")(a")g = (4" ")g = (9" ).

Se n < 0 entdo, usando a definicdo de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
@@ = @@ D)™ =g )™ @)™ = (g )" = (g )T = (g,

Para (iii), o caso n = 0 é trivialmente satisfeito pois (g™)? = 1 = q° = g™ para
qualquer m € Z. Suponha agora a igualdade vélida para n € NN, isto é, (g™)" = q"™"

qualquer que seja m € Z. Para n + 1 temos

(") = (") ") = (") (") = g = gy,

E para n < 0, usando a definigdo de poténcia negativa e as igualdades ja provadas,

temos
(@) = (@) )" = (@)= )" ="
Para (iv), se n = 0 entdo trivialmente |¢°| = |1| = 1 = |¢|°. Suponha agora
a igualdade vélida para n € IN, isto é, |¢"| = |g|". Para n + 1, usando o item (i) da

Proposicdo 28, temos

7" = .

17"q] = |9"[lq] = |9]"[q| = Iq
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E para n < 0, usando a defini¢do de poténcia negativa, as igualdades ja provadas e o

item (ii) da Proposi¢do 28, temos
q" =1 )" =g~ ™" = (g ™" = lal".

]

O leitor poderad perceber que nesta tltima proposicdo faltam propriedades
conhecidas sobre poténcias. Ressaltamos que em virtude da ndo comutatividade
da multiplicagdo dos quatérnios, algumas propriedades sobre poténcia, validas para
numeros reais ou complexos, perdem a validade no conjunto dos quatérnios. Como
exemplo citamos que ndo é sempre valida a igualdade (g192)" = (91)"(92)". De fato,

basta colocar g1 =i, g = j, n = 2, e temos

(i = ==1#1= (-)(-1) = ).

Sequéncias e séries de quatérnios

O estudo das séries convergentes de quatérnios tem um papel fundamental
para este texto. Isto porque a abordagem que escolhemos para definir as fun¢des
elementares a valores quatérnios, assunto principal deste texto, é a abordagem por
séries de poténcia. Para o estudo das séries de poténcia é necessério o estudo também

das sequéncias convergentes.

1 Sequéncias de Quatérnios

Definic¢ao 37. Uma sequéncia infinita, ou simplesmente uma sequéncia, de quatérnios

é uma sucessdo infinita de niimeros quatérnios,

d1,492, 93, 1 Gns -+

sendo esta sequéncia representada, da mesma forma que as sequéncias de ntimeros
reais ou de nimeros complexos, por {g, }neNn+ Ou (gn)nenN+ Ou ainda de forma mais

simplificada, {g,} ou (qn).
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Defini¢do 38. Uma sequéncia de quatérnios (g,) é dita ser convergente, se existir

algum g € H tal que, para qualquer ¢ > 0, existe ng € IN, tal que

lqn—q] <e

para todo n > ng. Neste caso, dizemos que (g,) converge para g e escrevemos g, — (,
ou ainda que g é o limite de (g,) e escrevemos lim g, = g ou mais simplesmente
n—oo

limg, = q.

No caso de ndo existir o quatérnio g a que se refere a defini¢do anterior, entdo

a sequéncia (g,) é dita ndo convergente, ou divergente.

Teorema 39. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios. Para cada n € N* suponha
que qn, = an + bui + cnj + duk. Entdo (g,) converge, se e somente se, (a,), (by), (cn) e (dn)
convergem. Além disso,

limg, = (limay,) + (limb,) i+ (limc,) j + (limd,) k.

Demonstragido. Suponha primeiro que (g,) é uma sequéncia convengente e também
que qn = ay + byi + c,j + dyk para cada n € IN*. Seja g = a + bi + ¢j + dk o limite da

sequéncia (g, ). Mostraremos que a, — a, b, — b, ¢, — ce d, — d.

Dado & > 0 arbitrario, como g, — g, existe ny € IN, tal que

an —aql <e
para todo n > ng. Desta forma, para todo n > np, temos
|an —al* < lan — a® + [by — b + |cn — [ + |dy — d|?
= [(an —a) + (by — b)i + (cn — ©)j + (dn — AK|* = |qn —g|* < &,

donde |a, —a| < ¢, e entdo, a, — a. Analogamente obteremos que b, — b, ¢, — c e

d, —d.

Reciprocamente suponha que a, — a, b, — b, ¢, — c e d, — d. Mostraremos
que q, — a+ bi+cj + dk. Seja e > 0 arbitrario. Para o ntimero real ; > 0, existem

ni, np,n3,ng € N, tais que

l|a, —a| < — sempre que n > ny,

AT

|bp —b| < — sempre que n > ny,
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€
len —¢| < g Sempreque 7> n3,

€
|dy —d| < g sempreque 1>y

Tomando ny = max{nl,nz, ns, n4} temos que quando n > ng entdo n > ny,

n > ny, n > ngzen > ny simultaneamente. Portanto, para todo n > ny temos que,

= [(an —a) + (by — b)i+ (cu — c)j + (dn — d)k|
< [(an —a)[ + [(bn = D)| + [(cn — )| + [(dn — d))|

€ S
+o+o=¢

* 4 4

|,

€
4
donde g, — (a + bi + cj + dk). Para finalizar, basta ver que se g, = a, + bni + c,j + dyk
converge para q = a + bi + c¢j + dk, entdo

limg, =qg=a+bi+cj+dk = (lima,) + (limb,) i+ (limc,) j + (limd,) k,
como desejado. O

Corolério 40. Uma sequéncia (q,) converge para q € H, se e somente se, (Re(q,)) e
(Im(qn)) convergem respectivamente para Re(q) e Im(q). De outra forma, se g, = an + iiy

e q = a+ i, entdo q, — q, se e somente se a, — a e il, — ii.

O préoximo lema ndo serd demonstrado pois é uma consequéncia do Teorema

39 e da validade do préprio lema para sequéncias de ntimeros reais.

Lema 41. Se uma sequéncia (q,) de quatérnios converge, entdo toda subsequéncia de (qy)

converge para o mesmo limite da sequéncia (qy).

Proposicao 42. Sejam (q,) e (rn) sequéncias de quatérnios convergentes, para q e r respecti-

vamente. Entdo,

i) (agqn) — (aq), para qualquer & € R;
i) (qn+1a) = (q+7);
iii) (qnra) — (qr);

0) Gn — q;
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) |qn| — Iql-

Demonstragio. Para todos os itens a prova seguird os mesmos passos do caso de

sequéncias de nimeros reais ou de nimeros complexos.

Seja € > 0 arbitrario. Como por hipétese (g,) converge para g, entdo existe

np € N, tal que |g, —q| < I“\ﬁ sempre que n > ny. Desta forma, para todo n > ny,
temos

(@) — (@) = Jallgn — gl < Jal S =120 <
Un q)1 = qn q |“‘+1_ ’“|+1 7

donde segue que (ag,) — (aq).

Seja ¢ > 0 arbitrario. Como por hipétese (g,) converge para g, entdo existe

ny € N, tal que |g, —q| < 5 sempre que n > ny. Também como (r,) converge

para r, entdo existe n, € IN, tal que |r, —r| < 5 sempre que n > ny. Escolhemos

np = max{ny,ny}, e desta forma, para todo n > ny temos

s

2~ ¥

€
(qn+10) —(@+71) = lqgn—q+10—71| < |gn —q| + |10 — 7| <§+

donde segue que (7, + 1) — (9 + 7).

Seja € > 0 arbitrario. Como (g,) converge para g, entdo existe n; € N, tal que

|9n —q| < 3Ty sempre que 7 > 1. Além disso, existe n € N tal que, lgn —q] < 1,

sempre que n > np. Entdo para n > np temos,

| = g0 —q+q] < [qn —q| +q] <1+ q].

Também como (r,) converge para r, entdo existe n3 € IN, tal que |r, —r| <

—2(|qT+1) sempre que n > n3. Escolhemos ny = max{ny,ny,n3}, e entdo para todo

n > np temos simultaneamente n > 1y, n > n, e n > n3 e assim,

[(qnrn) — (q7)| = qntn — qur + gur — qr|
< |qn(ra — )|+ [(gn — q)7]
= |qnllrn — 7| + g0 — qll7]

< Ul agry T Mg
'

| e €
= <s+t5=¢

&
+§|r\+1 22

N ™

donde segue que (qutn) — (g7).
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Dado ¢ > 0, da hipétese g, — g, existe nyp € IN tal que, para todo n > ng

cumpre-se |, — q| < &. Logo para todo n > ny temos,
Tn =4l = lan —ql = lgn —q| <&,
donde, g7, — 7.

Seja ¢ > 0. Da hipétese q, — g, existe ng € IN tal que para todo n > ng

cumpre-se |g, — q| < e. Logo, usando o Corolério 31, para todo n > ny temos,

qn| —lgl] <lgn—ql <&,

o que garante que |g,| — |g|. Isto termina esta demonstracao. O

2 Séries de quatérnios

Defini¢do 43. Dada uma sequéncia (g,,) de quatérnios, a soma dos infinitos termos g,

é denominada uma série (de quatérnios) e é expressa por

an:q1+q2+q3++qn+

n=1

Também representaremos uma série de quatérnios simplificadamente por

Y qu, e entendemos que a soma é em n € IN*.

Definicdao 44. Dizemos que uma série ) g, converge ou é convergente, se existir o
limite da sequéncia (S;,), chamada de sequéncia das somas parciais, e dada por
m
Su=Y Gn=q1+q+ - +qn

n=1
No caso da sequéncia (S;,), e consequentemente a série ) g,, convergir entdo a série
é dita ser convergente para o limite da sequéncia, e escrevemos

(o)

an = ’;qn =S5= n%l_rgosm = lim S,,.

No caso de néo existir o limite da sequéncia das somas parciais (S, ), entdo a

série ) g, é dita divergente ou ndo convergente.



© KIT Cilculo Diferencial e Integral: um KIT de Sobrevivéncia 34

Teorema 45. Suponha que (q,) é uma sequéncia de quatérnios, e para cada n € IN* suponha
que gy = an + byi + cyj +dyk. Entdo Y q, converge, se e somente se, Y an, Y by, Y . cne ) dy

convergem. Além disso,

Y an=(an)+ Qbn)i+ (X cn)j+ (X dn) k.

Demonstragio. Para cada m € IN¥, seja

Su=Y_ 0 =Y (an+bui+ cuj +dnk)

|
D> =
1=
=N
=
N——
+
T
1=
S
=
N——
+
=
gk
(9)
=
N——
~
+
X
L=
[
=
N——
w

sendo que (Aw), (Bm), (Cn) e (Dy) sdo as sequéncias (de nimeros reais) das somas

parciais das séries ) ay,, Y. by, Y c, e }_d, respecivamente.

Agora temos entdo da definicdo de série convergente que ) g, converge se
e somente se (S;;) converge. Do Teorema 39, (S,,) converge se e somente se (Ay),
(Bm), (Cn) e (D) convergem. Dos resultados de sequéncias e séries de nimeros
reais, (Am), (Bm), (Cn) e (Dy) convergem se e somente se Y a,, Y by, Y.cn e Y dy

convergem.

Segue que ) g, converge se e somente se ) a,, Y by, Y c, e ) d, convergem.

Além disso,

Y gn =1imS,, = (lim Ay,) + (lim By,) i + (lim Cy) j + (lim Dyy,) k
= (Y an)+ O bn)i+ YVcn)j+ (Y du) k.
O

Corolario 46. Uma série )_q, converge se, e somente se, convergem as séries Y Re(qy,) e

Y. Im(qn). Além disso,
an = ZRe(qn) + Zlm(qn).

Teorema 47. Se ) q, converge, entio g, — 0.

Demonstragdo. Sejam
m

Sw=Y g e S=IlmS,.

n=1
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Para cada n € IN*, temos que g, = S, — S;,—1. Sendo (S,_1) uma sub-
sequéncia da sequéncia (S,), o lema 41 garante que (S,,_1) converge para 0 mesmo

limite de (S,). Segue que
limg, = lim(S, — S;,-1) =lim S, —limS, 1 =S-S5 =0,

donde g, — 0. O

O préximo coroldrio ndo serd provado pois é a contrapositiva equivalente do

teorema anterior.

Corolario 48. Dada uma sequéncia de quatérnios (q,), se q, nio converge para zero entio

Y_qu € divergente.

Definicao 49. Uma série ) g, é dita absolutamente convergente se, e somente se,

Y |qn| for convergente.

Observe que na defini¢do anterior, embora ) g, seja uma série de quatérnios,

a série ) |g,| é uma série de niimeros reais positivos.

Teorema 50. Se Y q, é absolutamente convergente, entio Y q, é convergente.
Demonstragido. Suponha que Y g, é absolutamente convergente. Da defini¢cdo de série
absolutamente convergente segue entdo que ) |7,| € uma série (de nimeros reais)

convergente.

Para cada n € IN*, seja g, = a, + bni + c,j + dyk. Como

an| < |qnl,

para cada n € IN¥, entdo do teste da comparacdo para séries de ntimeros reais temos
que Y |a,| é convergente. Entdo ) a, é uma série de niumeros reais absolutamente
convergente, e portanto convergente. Pela mesma razdo, ) b, Y c, e }_d, sdo séries

convergentes. Segue do Teorema 45 que ) g, converge. O

O teorema que acabamos de provar tem grande importancia. Ele permite
que usemos conhecimentos sobre a série de ntiimeros reais ) |g,| para decidir a con-
vergéncia da série de nimeros quatérnios ) g,. Dentre outras vantagens podemos
fazer uso de dois importantes testes de convergéncia de séries de nliimeros reais, a

saber, os testes da razao e da raiz.
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Teorema 51 (Teste da Razdo). Seja ) q, uma série de quatérnios e suponha que

dn+1
dn

Entdo, se L < 1, a série ) qy, é (absolutamente) convergente.

lim ‘ = L.

Demonstragio. Supondo lim ‘qﬁ;—:r' = L < 1, entdo pelo teste da razdo para séries de

numeros reais, a série }_ |q,| € uma série convergente. Seque que }_ g, é absolutamente

convergente e entdo do Teorema 50, é uma série convergente. U]
Teorema 52 (Teste da Raiz). Seja }_ g, uma série de quatérnios e suponha que
lim \/|qn| = L.

Se L <1, asérie)_ qy é (absolutamente) convergente.

Demonstragdo. Como lim {/|q,| = L < 1, entdo pelo teste da raiz para séries de
numeros reais, a série ) |g,| é uma série convergente. Seque que ) g, é absoluta-

mente convergente e portanto convergente. [

Podemos também provar, nos dois dltimos teoremas que se L > 1 entdo em
qualquer um dos testes a série ) g, é divergente. Ndo enunciamos nem demonstra-
mos esta afirmagdo porque ela ndo nos interessa diretamente neste texto. Também,
lembremos que ambos os testes sdo inconclusivos se L = 1. E possivel obter séries
divergentes e convergentes que cumprem L = 1 em ambos os testes. Neste caso, isto

é, quando L = 1, outro teste deve ser aplicado.

Funcdes elementares no conjunto dos quatérnios

Vamos agora definir algumas das fungdes elementares a valores quatérnios.
Estamos particularmente interessados nas fung¢des exponencial, trigonométricas e tri-
gonométricas hiperbdlicas de um quatérnio. O método que usaremos é a abordagem

por séries de poténcia.

Durante toda esta etapa, dado um quatérnio g4 = a + ii, estaremos supondo
que il # 0 e consequentemente que |if| # 0. Isto se deve ao fato de que se i = 0 entdo
podemos considerar que g = a + 0 € R, e est4 fora dos nossos interesses (re)estudar

as fungdes elementares no conjunto dos ntimeros reais.
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1 A funcao exponencial

Sabemos que se x € R, entdo é valida a igualdade
2 3 44

P ix_n:1+x+x_+_+_+...
n:On! 2! 3! 4! )

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série
seja convergente. Verificaremos entdo quais os valores de x € H tais que a série

converge.

X
Dado g € H arbitrdrio, considerando a série Y. I;, e aplicando o teste da
n=0

razao, temos

A n+1

li =1 — =
S o] T aBe (et DUglt  ate (n+1)
n:

n—00

X n
donde segue que a série ngo % é absolutamente convergente, e portanto convergente,
qualquer que seja g € H. Usamos entdo a igualdade em série de poténcias da funcdo

exponencial de varidvel real para definir a funcdo exponencial de um quatérnio.

Defini¢dao 53. Dado g € H, definimos a exponencial de g, como sendo o quatérnio

representado por e7, e dado por

o n 2 3 4
gy 1 _ T N T
e Eon! Ltgtortgrtgt (1.7)
Observe que assumimos nesta igualdade que q° = 1 independente do

quatérnio g € H. Esta convencdo é por pura simplicidade para ndo sermos obri-
o n

gados a escrever ¢/ = 1+ Y L. Apesar desta definicdo ser importante, queremos
n=1 "

obter uma expressdo mais simples que nos permita mais facilmente calcular e/ para

um dado g € H.

Lembremos primeiro que, dados x,y € R entdo é vélida a expansdo binomial

(x+y)" = i (:) Xy

r=0
e esta igualdade ndo é verdadeira para todos x,y € H, em virtude da ndo comutati-

vidade do produto entre quatérnios. Entretanto se x € R e y € H entdo xy = yx e

neste caso a expansao binomial fica valida para o termo (a + #)". Segue entdo que

(a+i)" =), (:l) at il =y r!(nn—ir)!a”_rﬁr. (1.8)
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Aplicando a expansdo binomial podemos reescrever a igualdade (1.7) na

forma

O lema a seguir nos ajudara a trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta dltima igualdade.

Lema 54. Para qualquer m € IN,

o n
1 n—r=r+m __ —qgm 1 n—r=r+m+1
rgbr;o(r—km)!(n—r)!a T +ZZ r+m+m—rn" " '

Demonstragio. Dado qualquer m € IN e comegando com

] n
Z Z an—rb—[H—m
== (r+m)l(n—r)! ’

vamos separar o caso n = 0 do somatdrio externo, e depois os casos r = 0 do so-

matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

[e] n 1
Z Z an—r—»H—m
n:Or—O(r + m)'(n - 1’)'
= iaoﬁm + 3 i 1 g T
m! == (r+m)l(n—r)!
— iﬁm_’_ i Lanﬁm + i 1 an—rﬁr—&-m
m! = \min! = (r+m)l(n—r)!
— ib—l»m + i Lanﬁm 4 i i 1 an—rﬁﬂ—m
m! = m!n! == (r+m)l(n—r)!
— iﬁm 1 + i lan + i i 1 an—rﬁr—i-m
m! = n! == r+m)l(n—r)!
— iﬁmea + i Til 1 an—f—l—rﬁr—i—m
m! == r+m)(n+1—r)!
e} n 1
n—rﬁr—&—m—l—l.

1 —m ,a
= —u'e" + a
m! ng);(rqtmqtl)!(n—r)!

Usando agora repetidamente este lema temos que

eq — Z Z man—rﬁr
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Z 13 (n—r)l"

=0
— ot +e”ﬁ+e“lﬁ2+e”lﬁ3 4+ i i 1 an—rﬁr+4
2! 3! == r+4) (n—r)!

1 1 1 >
_a a2 a - =2 a - =3 a - =4
= o' fetil + e il et il o +n¥0§)(r—|—5)!(n—r)!a ,

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

%
[

18
QM)

_
S|
AN
N

[
x
_
18

> = (0+ i) (04 i) = (0 — (i, i) + (0i + 0if + i x if) = —(il, i) = —|ii|?,
e entdo quando n = 2r é par, temos que
0 =i = (@) = (| = (1),
e quando n = 2r + 1 é impar,

it = ﬁ2r+1 — ﬁZrﬁ — (_1)r‘ﬁ|2rl/—[‘

Separando o somatério em (1.9), nas suas parcelas com n par e com n impar,

temos
el = e i lﬁ”
n!
n=0
— ea i 1 L—l»Zn + i 1 ﬁZn—l—l
=0 (2n)! =0 (2n+1)!
1 ad 1
— i _1n—»2n _1n—»2n—»
L @ TV L gy (I ”)
S ey S S
= (2n) i = (2n+1)

sendo que a pendltima igualdade se justifica pois || # 0.
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Segue finalmente que para ¢ = a + if € H a exponencial de g é dada por

el =e" (cos(|ﬁ|) + Mﬁ) :

I

Formalmente temos entdo uma defini¢do alternativa para a exponencial de

um quatérnio sem o uso explicito das séries de poténcia.

Defini¢dao 55. Dado q = (a+ i) € H, definimos a exponencial de g, como sendo o

quatérnio representado por ¢7, e dado por

el =¢f (cos 1] + se|r;||u|b_[) =e" <cos |if| + |%| sen \ﬁ|) , (1.10)

quando |if| # 0 e por ¢7 = ¢* quando |if| = 0.
A seguir apresentamos algumas igualdades da fun¢do exponencial de varidvel

quaternidnica. Sdo propriedades vélidas para varidveis reais ou complexas. A

demonstra¢do ndo apresenta dificuldades técnicas.

Proposicao 56. Para qualquer quatérnio q = a + ii, tem-se

i) el = el
ii) e = e,
iii) e1 # 0,
iv) |e¥| =1,

v) e~1 = (e)71,

—

Demonstragio. Todas as igualdades sdo triviais se i = 0, pois recaem ao caso real.

Vamos entdo considerar agora q = a + il um quatérnio arbitrario com i # 0.

Para estabelecer o item (i) basta ver que
i _ 041 = i =
et = = <cos|u|+msen|u|),

e sendo ¢ um numero real,

=

el = ¢ (cos |if| + |uT|sen |ﬁ|> =ef.
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Para o item (i), temos que

- 2
e1? = |e* [ cos|il +4sen 7t
|ii
p o e R 2
= |e" cos |if| + — sen |ii]
i
an 2
= (" cos |il])* + %sen\bﬂ
2a 2|2
:ezacosz|ﬁ|+e i sen? |ii|

]2

= % (C082 |if| + sen? |L7|> =%,

e a igualdade desejada segue agora extraindo raiz quadrada em ambos os membros.

O item (iii) é uma consequéncia imediata do item (ii). Ja que |¢7| = e? # 0

qualquer que seja g = a + i/, e 0 médulo de um quatérnio é nulo se e somente se o

quatérnio é nulo, entdo segue que e¢7 # 0 qualquer que seja 4.

O item (iv) é também consequéncia imediata dos itens anteriores, pois

e = JeteT| = [ef] = ¢,

e a igualdade desejda segue dividindo ambos os membros por e”.

Finalmente para o item (v) temos que como ¢7 # 0 entdo e é invertivel. Além

disso, de acordo com a proposicdo 34, é valida a igualdade

1 _
N1 _ (_—_ )57
(€) (W) e
1 — 1 i
_1_ . — —
7 = () 7 = () (costi + g seni

_ e | cos |if i sen |if|
T p2a |L_[‘

i .
——sen | — il
i

=e° (cos| — il +

e isto termina esta demonstracao.

) - e_q/

]

E preciso tomar cuidado ao admitir a validade de expressdes para o caso

quatérnio, que sdo clédssicas para a exponencial de varidvel real ou de varidvel com-

plexa. E facil ver que e7*" = efe’ ndo é valida para quaisquer que sejam g,r € H. De
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fato, basta ver que

» 1
e = cos V2 + (i +j)ﬁ sen /2,

e no entanto

eel = (cos1+isenl)(cos1+jsenl) = cos’>1+ (i +j)(sen1)(cos1) + ksen®1.

2 As funcgoes trigonométricas

Sabemos que para todo x € R, é vélida a expressao,
P B y2n+1

sen(x) =x—p+ g - g :E e

A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € IH, desde que a série
seja convergente. Verificaremos para quais valores de g € H isso acontece. Dado

g € H arbitrério, temos

2n+3

(_1)n+1 q
g [
n (e9) n—oo
" ey

|q‘2n+3 (2n+])!_ . ’07’2 —
TR g s ek a)@iry)

2n+1

Segue, do teste da razdo, que a série Z (=1)" (q é absolutamente conver-

2n+1)!
n—0
gente, e portanto convergente, qualquer que seja g € IH. Com isto, podemos entdo

definir a fungdo seno de um quatérnio q pela igualdade em série de poténcia.

Defini¢ao 57. Dado um quatérnio g, o seno de g é o quatérnio representado por seng,

dado pela expressao
2n+1

vy A
sen(q) = rg)(—l) [CIES

Como no caso da funcdo exponencial, queremos obter uma expressdo mais
simples que nos permita calcular o valor do seno de um nimero quatérnio sem a

necessidade de determinar a soma da série.

Para isto, considere g = a + i € H. Aplicando a definicdo anterior temos

(a+i)’  (a+#@)° (a+1d)’
+ a (2n+1)!

3! 51 7! ot (21

2.11)

sen(q) = (a+if) —
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Usando novamente a expansdo binomial (1.8), podemos reescrever (2.11)

como

g ) —\2n+1
(@) = L a1yt 2n+1 =L a0

=
o

)n RN (2Tl + 1)! a2n—r+1ﬁr

Z 2n-|—1 ; rl(2n —r 4+ 1)!

[e)
(o)

< S

Z Z 1)11 a2n—r+1ﬁr.
= or(2n —r+1)!
O préximo lema serd 1til para trabalhar com o somatério duplo do segundo

membro desta tltima igualdade.

Lema 58. Para qualquer m € N,

2n—r+1 L—[r—l—m

_ 1 =M —m+1
= i sen(a) + ——— """ cos(a)
co 2n+1 (_1)11

2n—r+1ﬁr+m+2
< (r+m+2)!(2n —r+1)! '

a

Demonstracdo. Tomando

oo 2n+1 (_1)71

D Z (r+m)!(2n —r+1)!

n=0 r=

a2n—r—|—1 L—[r—l—m,

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos r = 0 do so-

matoério interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

o 2n+1 1)n
Z Z a2n—r+1ﬁr+m
= = (r+m)2n—r+1)!
1 =1 1 —m+1 >, 2t (_1)71 2n—r+1
= —aqi" 4+ ———— gmt + g2t lgrtm
m! (m+1)! nZ:lrE (r+m)!(2n —r+1)!
_ 1 —m 1 —m+1
BTl (m—i—l)'u
- (_1)11 2n+1-m g (_1)11 2n—r+1=zr+m
+7§ (ml(2n~|—1)!a et r; (r—i—m)!(Zn—r—l—l)!a !
i = (-1
.~ am —m—+1 2n+1-m
=i it T Mm@

2n+1 (_1)n
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oo 2n+1

L )

n=0 r=0

sen(g) =
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_1 - 2n+1 1 —m+1
~ < ;2n~|—1 CES .

+ i ZJF 1)n aZn—r—Hﬁr—&—m
= = (r+m)!(2n—r+1)!

_ L sen(a) + ————gm+l 4 i 2§1 (=1)" o
m! (m+1)! = = (rm)(2n — 7+ 1) '

Separando novamente os temos em r = 1 do somatorio interno, temos

(_1)n aZn—r—l—lﬁr—l—m
(r+m)!(2n—r+1)!
= iﬁm sen(a) _‘_——»erl + izﬁl (_1)n g2n—rtlgrtm
m! (m+1)! = = r+m)!(2n—r+1)!
_ —m —m-+1
=i sen(a)+mu
1)11 2n =m+1 g (_1)11 2n—r+1r+m
+Z<m+1 TET TP IS e T oy A
— 1 =M 1 —m+1 - (_1)n 2n zm+1
~ Se“(“)+(m+1)1” +; my D
0 2n+1 1)n 5 1ot
n—r =2r-+m
+nzlrz (r4+m)! n—r—i—l)!a !

— iﬁmsen(a)-l—éﬁmﬂ 1+ i (_1)”a2n
m! (m+1)! = (2n)!

oo 2n+1 (_1)n

4 aZn—r—l—lﬁr—l—m
nzlrz (r+m)!(2n—r+1)!
— 1 2 1 —m+1
= %u Sen(a) + mu COS(ﬂ)
. i 2%3 (_1)n a2n—r+3b—[r+m
= = (r+m)!(2n—r+3)!
1 1
= %ﬁm sen(a) + mﬁm—i—l cos(a)
. i 2%1 (_1)n a2n—r—|—1b—[r+m+2.
== r+m+2)(2n—r+1)!

Usando agora repetidamente este lema temos que

oo 2n+1 ( 1)n

— 2n—r+1-r
L L rnen—r+ " "

n=0 r=0
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oo 2n+1 (_1)71 9 1orgd
=sen(a) + i cos(a) — at T
ng) rg) (r+2)!2n—r+1)!
1 1
= sen(a) + il cos(a) — EﬁZ sen(a) — §u3 cos(a)
2! (_1)n 2n—r+1-r+4
-+ a“"t I
n;o = (r+4)!12n—r+1)!
} 1, 1 4 1, 1 s
= sen(a) + il cos(a) — >l sen(a) — At cos(a) + u sen(a) + Bk cos(a)
+ i g (_1)n a2n7r+1ﬁr+6

== (r+6)!(2n—r+1)!

1 1 1 1
= sen(a) + ilcos(a) — iﬁz sen(a) — §ﬁ3 cos(a) + 554 sen(a) + §ﬁ5 cos(a)
1 ¢ 1 >, 2t (=" 2n—r+12r+8
= o sen(a)—ﬁu cos(a +HZ%HZ: 19 (2n—r+1)!a e,

e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos

_ v (D" o (D" o
sen(q) = sen(a) n;) (Zn)! 2 4 cos(a );muz H,

e usando novamente que i?" = (—1)"|ii|*", e que #*"*1 = (—1)"|if|*"ii, entdo temos

que

sen(q) = sen(a) ¥ ((Zn)! (—1)"[@2" + cos(a) g%(—n"’m%ﬁ

1
(2n)!

—_

i 1
|if|*" + il cos(a) )

—12n+1
] nzO(Zn—%l)Hu‘

n=0

| =

= sen(a) cosh(|if|) + ﬁ’l

sendo que nas duas ultimas expressdes usamos o fato de que |if| # 0. Temos portanto

cos(a) senh(|i]),

=l

a definicdo que se segue.

Defini¢do 59. Dado g = a + il € H, o seno de g é o quatérnio denotado por sen(q),

ou seng, e dado por,

—

seng = sen(a) cosh |if] + um cos(a) senh |ii, (2.12)

se il # 0 e por seng = sena no caso em que Im(q) = ii = 0.

Repetiremos o processo anterior para a fungdo cosseno. Sabemos que para

todo x € R, é vélida a espansdo em série de poténcia
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A série de poténcias do lado direito faz sentido se x € H, desde que a série
seja convergente. Vamos verificar para quais quatérnios esta convergéncia é satisfeita.
Dado g € H arbitrario, temos

2n+2

(_1)n+1 q
N (COR
g2 (@2nm)t l9/?

=0<1

T b (2n+2)! g2t T e 2n+2)2n+ 1)

- 2n
Segue, do teste da razdo, que a série ) (—1)”% é absolutamente conver-
n=0 ’
gente, e consequentemente convergente qualquer que seja g € IH. Podemos entdo

definir, pela série de poténcia, o cosseno de um quatérnio.

Defini¢ao 60. Dado um quatérnio arbitrario g, definimos o cosseno de g como sendo
o quatérnio representado por cos(q), e determinado por
© an

cosq = Z(—l)”(zn)!.

n=0

Novamente esta defini¢do é importante, mas queremos obter uma expressao
mais simples que nos permita calcular o valor do cosseno de um quatérnio sem de-

terminar a soma da série. Usando a expressdo binomial (1.8), podemos escrever

= (2n)! = (2n)!
_ = (_1);1 A (271)! —ri = >, & n n—rgr
_n;) (2n)! rg’)r!(Zn—r) nzé)rz:r' 2n—r @

O lema a seguir servird para tratar o somatério duplo do segundo membro

desta tltima igualdade.

Lema 61. Para qualquer m € N,

> (_1)11 2n—r =r+m
1;)2(1*+m) (2n—r)'a !

— 1 —
= %um COS(El) — Wumﬂ

. Z Z aZn—rﬁr+m+2'
== r+m+2) (2n —r)!

sen(a)
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Demonstracido. Comecando com

>, (_1)n a2n7rﬁr+m
ng); (r+m)!(2n —r)!

vamos separar o caso n = 0 do somatério externo, e depois os casos r = 0 do so-

matorio interno. Desta forma, para qualquer que seja m € IN, obtemos

i Zn 1)" Zn—r—ﬂ’-‘rm
== (r+m)!(2n — 7)'
o 2n
= um +) Z i
o o N 2” —1)!
_ um 4+ i ( 2n ik + o ( ) aZn—rL—[r—}—m
n=1 m' r= (r+m) (271—1’)
_ _ﬁm . i _ 2 i Z” —1)" g2n—r prtm
m! n:1m 2 ) n=1r=1 r+m zn_r)
_ iﬁm - 00 (_ n i zzn )” aznfrb—[ﬂrm
! ~ (2 1= 1”+m 1’)!
1 0o 2n+2 ( 1)n+1 5 Dt
= —ii" cos(a a
m! ) ,;)rz (r+m)!(2n —r+2)!
1 o 2n+1 ( 1)n+1 i1 =l
= —ii" cos(a) + a
AR VP M sy [y
1 oo 2n+1 (_1)11 2 +1=r4+m—+1
1, B n—r ST Tm
_m!u COS(ﬂ) 7;);) (r_|_m_|_1)!(2n—1’—|-1)!a u .

Separando novamente os temos em r = 0 do somatdrio interno, temos

o 2n (_1)11
Z Z a2n—r+1ﬁr+m
= r:O(r +m)!(2n —r)!

— iﬁm COS(LI) _ = 2%1 (_1)n a2n7r+1b—[r+m+l
m! (r+m+1)!2n—r+1)!

r=
— —gm cos(a) . i (_1)n a2n+1ﬁm+1
m (m+1)!(2n +1)!

2n+1 (_1)n

+ ; rrm+D)i2n—r+1)

a2n—r+1ﬁr+m+1>

. (_1)n 2n+1ﬁm+1
= (m+1)!1(2n+1)!

oo 2n-+1 ( 1);1
_ Z Z aZn—r—&—lﬁr—l—m—l—l
r+m+1) (2n—r+1)!

n=0 r=

[
|
S
(@)
8
agk

—1m 2n+1

_ 1 —»m—&-l
=t cos(a) (m—|—1 Z 2n—|—1)
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o 2n 1)n
_ Z Z g2n—rrtm+2.
== (r+m+2)!(2n—r)!
1 1
= ﬁﬁm cos(a) — mﬁmﬂ sen(a)
_ i 2211 1)n a2n—rl/—[r—|—m+2.
== (r+m+2)1(2n —r1)!
[
Usando agora repetidamente este lema temos que
cos(gq) = i 2271 &azn_rﬁr
== r'(2n —r)!
— 2 & (_1)n—|—1 2n—r 2142
= cos(a) —sen(a)il — a=" i
(a) (a) ngorgo(r—i—Z)!(Zn—r)!
1 1
= cos(a) — sen(a)il — 552 cos(a) + §u3 sen(a)
0 2n (_1)n
+ a2n—r1/—[r+4
7;”_0 (r+4)!1(2n—r)!
1, 1 1., 1 .
= cos(a) —sen(a)ii — o7l cos(a) + 3'u Ssen(a) + TR cos(a) — o sen(a)
_ i S (_1)n+1 g2 +6
== (r+6)!(2n—r)!
1, 1 4 1., 1 .
= cos(a) —sen(a)ii — TR cos(a) + 3t sen(a) + TR cos(a) Bk sen(a)
~ Ly cos(a) + L sen(a) + i % (=1)" T
6! 71 L (r 4 8)(2n —7)!
e assim sucessivamente. Desta forma, obtemos
v (=D oy v (D" on
cos q = cos(a " —sen(a g,
7 = cos( )n;o (2n)! ( )n;o(zwrl)!
e usando que 2" = (—1)"|ii|*" e que #?"*! = (—1)"|i|*"il, obtemos
cos q = cos(a) i (_1)n(—1)”|u|2” sen(a i (—1)"|if|*" it
= (2n)! = (2n+ 1
= cos(a) i 1 |ﬁ|2” — ﬁi sen(a) i ;|ﬁ|2"+1
= (2n)! || = (2n+1)!
1
= cos(a) cosh(|if]) — ﬁ|uT| sen(a) senh(|i]),

sendo que as duas tltimas expressdes se justificam pois |if| # 0. Desta forma, redefi-

nimos o cosseno de um quatérnio de uma forma mais simples.
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Definicdo 62. Dado g = a + i € H, o cosseno de g é o quatérnio denotado por cosg,

ou cos(q), dado por

—_

cos g = cos(a) cosh |if| — ﬁ'w sen(a) senh |if, (2.13)

se if # 0, e por cosq = cosa no caso em que [m(q) = ii = 0.
E imediato desta definicio que cos0 = 1 e que sen0 = 0. Também, no caso

em que ii = bi + 0j + Ok entdo as expressdes (2.12) e (2.13) recuperam as classicas

defini¢des de seno e cosseno de niimeros complexos

sen(a + bi) = senacoshb + icosasenhb,

cos(a + bi) = cosacoshb — isenasenhb,
em virtude das igualdades

cosh(b) = cosh(—b) = cosh(|b]) e senh(b) = senh <%|b|> = %senh(|b|),

pois % = =£1, é apenas o sinal de b. Desta forma temos que as expressdes sdo
extensdes das defini¢des de seno e cosseno de varidvel real ou varidvel complexa ao

caso quatérnio.

Algumas propriedades fundamentais da trigonometria podem ser provadas
também para o caso quatérnio. Os proximos resultados estabelecem algumas destas

propriedades.

Proposicdo 63. Seja q = a + il € H. Sao vdlidas as identidades

i) sen?q +cos’q =1,

ii) sen(—q) = —(seng),
iii) cos(—q) = cosq,
Demonstragio. Suponha que g = a + i é um quatérnio arbitrario. Se if = 0 entdo nao

ha o que mostrar pois estas identidades sdo validas para argumentos reais. Vamos

entdo provar os trés itens para i # 0, usando diretamente as expressoes (2.12) e (2.13).

Para provar (i), lembremos que if X il = 0 e temos que

sen” q-+ cos? q
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= [ senacosh || + 4cosasenh | ] + | cosacosh |ii] — 4sena senh |
i I
— sen® a cosh? |ii| — < _',Lzl> cos? a senh? |ii| + 2Tusenacosh|ﬁ| cosa senh ||
i i
— = 2—»
+ cos? a cosh? |if| — <]i;|bzt> sen” a senh? |if| — ﬁcosacosh |if| sen a senh |ii|

2

= sen’® a cosh? |if| — cos?

2

asenh? |ii| 4 cos? a cosh? |ii| — sen? a senh? |ii|

2

= (sen’® a + cos? a) cosh? |ii| — (cos? a + sen? a) senh? ||

— cosh? |ii| — senh? |if] = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade da mesma expressédo

para o caso real. De fato,

’_u—m cos(—a) senh | — ii|

= —senacosh |if| — %cosasenhhﬂ = —seng,

sen(—q) = sen(—a) cosh | — | —

e também

cos(—q) = cos(—a) cosh | — | + ﬁ sen(—a) senh | — ii|

= cosa cosh |i| — 2 senasenh |if] = cosg.

|
O
Proposicdo 64. Se ii € R3 é um vetor arbitrdrio, entdo sio vdlidas as identidades
i) sen(il) = % senh |ii|, desde que it # 0,
ii) cos(if) = cosh |ii|.
Demonstragio. Basta aplicar as expressdes (2.12) e (2.13) com a = 0. O

E conhecido também que, se x € R, ou se x € C, entdo sdo vélidas as identi-

dades

1 . .
e cosx = E(e’x +e ). (2.14)

Podemos generalizar estas identidades para o caso quatérnio também. Este é

o assunto da préxima proposigao.
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Proposicao 65. Se q = a + il € H com il # 0, entdo temos que

—i (gl gl —i (g 0
seng = o7 (equ —e ”’u) — o7 <e|u|‘7_e |u|‘7),

e também

51

e levando em conta que |Z—| sen |a| = sen(“;—‘|a|) = sena pois |Z—| =+1éosinaldea, e

como a fungdo seno é uma fungdo impar, este sinal passa ao argumento, entdo

T — o1 (cOS |a| + %i sen\al) =71 (cosa+ %sena

Procedendo da mesma forma temos que

) . (2.15)

e~ — Gl
) i et ;
= el [ cos |— 4 —Ltsen —aé
|| ‘—a% ]
= ¢l (cos la| — %% sen |a]) = ¢l <cosa - \_;| sena) . (2.16)

Usando entdo as igualdades (2.15) e (2.16), temos que

1 i g 1,8 1 2
q7it 97t q7ir 7
— | e'lil ¢ Thl | = Zellil - —g T4l
2 2 2
e il il el il
= cosa+ —sena | +— | cosa— -—sena
2 il 2 i
e il LB ii el N el i eltl
= cosa = sena + — cosa — ———senda
2 li] 2 2 ||
| | Looa_ -l
= < +e )cosa——— (e —e )sena
2 1] 2

= cosacosh |ii] — —: senasenh |ii| = cosg.

i
I
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Também
—i i - (1 g2 1 g
— (Tl — e Tl | = — [ =Tl — Z¢ 1T
2|i| liZ] \ 2 2
—itelul i i el il
= = cosa+ -—sena | + —=— | cosa— -—sena |,
il 2 1] i 2 ||
e levando em conta que & = — (i ﬁ)——%——l temos que
A9 T fap = TR\ T T T 1
—i q% _q‘i‘ _ﬁe_|ﬁ| — i i e|m e|m
— el —e Tl ) = — cosa + sena + ——cosa+ —sena
2| li] 2 2 |lit| 2 2
ul/m g 1/ - .
= —= <e|”‘—e |”‘)cosa+—(e |”|+e|”‘)sena
|if] 2 2
il

senh |if| cos a + cosh |ii| sena = seng.

=

Isto prova as identidades desejadas. Note também que

N4 1, o . 1 . i .
g= = (a+il)—= = = (ai + i) = —(da+ilil) = = (a+il) = =4,
| ] ] ] ]
i

0 que justifica a comutatividade de g com [ ha exponencial. Isto termina esta

demonstracao. O

Também ndo sdo vélidas as férmulas trigonométricas para soma de arcos.

Como por exemplo, nao é vélido
sen(q +r) = sengcosr + senrcosq

para todos g,r € IH. De fato,
1
sen(i+7)=(i+7j —senh\/i,
(i+))=(i+]) 7
e no entanto
senicosj+senjcosi = (isenh1)(cosh1) + (jsenh1)(cosh1)
— (i +j)(senh1)(cosh 1) = (i+j)%senh2.

Também para o caso do cosseno podemos obter que

cos(i + j) = cosh v/2 # cosh?1 — ksenh?1 = cosicos j — senisen|.
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3 As funcgOes trigonométricas hiperbdlicas

Todo o procedimento feito anteriormente para as fung¢des trigonométricas
pode ser repetido para as fung¢des trigonométricas hiperbdlicas. O procedimento é
analogo e entdo ndo repetiremos aqui os detalhes, mas apenas apresentaremos as

defini¢des formais e as conclusodes.

Levando em conta que para todo x € IR, sdo validas as igualdades

x3 x5 x7 00 2n+1
senhx—x—|—3'—|—5'+ + - :; 2n+1

2 4 6 IS

X X X
coshx—1—|—2'+4|—|— + . :Z

e as séries dos membros da direita sdo convergentes qualquer que seja x = g € H,
entdo definimos as fungdes seno e cosseno hiperbdlicos de g por

o q2n+1
hg=Y
S n;)(znﬂ)!

00 2n

q
coshg = )
1 ;0 (2n)!

Ap0s a substituicdo da expressao (1.8), a reorganizacdo dos somatérios e o uso

das igualdades #?" = (—1)"|ii|*" e #*"*! = (—1)"|ii|*"i, chegaremos as expressdes

da defini¢do a seguir.

Defini¢dao 66. Dado qualquer g € H, o seno hiperbdlico e o cosseno hiperbélico de

g sdo os quatérnios denotados respectivamente por senh g e por coshg, ou senh(g) e

cosh(gq), dados por
senh g = senh(a) cos |ii| + |7| cosh(a) sen |ii| (3.17)
cosh g = cosh(a) cos |ii| + |ZT| senh(a) sen |ii|. (3.18)

se il # 0, e por senhg = senha e cosh g = cosha no caso em que Im(q) = i = 0.

Assim como no caso das fung¢des seno e cosseno, apresentamos algumas pro-

priedades das fungdes trigonométricas hiperbdlicas para o caso quatérnio.

Proposicdo 67. Se q = a + i € H, entdo sio vdlidas as identidades
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i) cosh?q —senh’*q =1,
ii) senh(—g) = —senhy,
iii) cosh(—q) = coshy,
Demonstracio. Seja ¢ = a + il um quatérnio arbitrario. Se if = 0 entdo nosso trabalho

ja estara feito pois estas identidades sdo validas para argumentos reais. Vamos entao

provar os trés itens para i # 0, usando diretamente as expressoes (3.17) e (3.18).

Para o item (i), lembrando que i x ii = 0, temos

cosh? g — senh? g

= (coshacos |if| + ‘ZT’senhasen ]ﬁ\) - (senha cos || + |ZT|coshasen |i[|>
- — 2—»
— cosh? a cos? |ii| — (i, i) !

senh? asen? |if| + Wcoshacos |if| senh a sen |if]

i|?

— = 2—»
- (senh2 a cos? |if| — <|f;\1/2£> cosh? a sen? |if| + ﬁ senha cos |if| cosha sen \ﬁ])
— cosh? a cos? |ii| — senh? asen? |if| — senh? a cos? |ii| + cosh? a sen? |if|

= (cosh® a — senh? a) cos? |if] + (cosh? a — senh? a) sen? ||

= cos? |if| + sen? |if] = 1.

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente da validade das mesmas expressoes

para o caso real. De fato,

senh(—q) = senh(—a) cos | — if| — | _ﬁm cosh(—a)sen| — i
= —senhacos |if| — %cosha sen |if| = —senhg,

e
cosh(—gq) = cosh(—a) cos | — ii| — | —ﬁﬁ| senh(—a) sen | — ii|

1

= cosh a cos |ii| + %senhasen\tﬂ = C0s (.

Proposigao 68. Se il € R entio sio vilidas as identidades

i) senh(il) = % sen |ii|, desde que i # 0,
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ii) cosh(if) = cos |ii|.

Demonstragio. Basta usar as expressdes (3.17) e (3.18) com a = 0. O

Para ntimeros reais (ou complexos) sdo validas as identidades exponenciais

er —e™ X et +e ¥
senhx:T e Coshx:T

Podemos verificar que estas identidades exponenciais também sdo vélidas no

conjunto dos quatérnios, isto é,

q_ ¢4 94 ¢4
senhg = % e coshg = %.

De fato, se g = a+ i € H, com i = 0 entdo ndo hd o que mostrar pois todas as fung¢des
recaem ao caso real onde as igualdades sdo verdadeiras. Agorase g =a+ i € H,

com i # 0, entdo

el—e 1 1 1
T — 1 1
2 2° " 2°
e? i .
= cos|u|+ sen|u| — | cos |if] — = sen |ii
2 ]
_e-e acos|u| it e asen|u|
2 | 2

=L

= senha cos |if| + mcoshasen\bd = senhy,

e de forma andloga para o cosseno hiperbdélico.

Em geral, ndo sdo validas também as férmulas de soma de arcos para a trigo-

nometria hiperbélica, isto é, ndo sdo validas as identidades

senh(g + 1) = senh g coshr + senhr cosh g
cosh(g +r) = coshgcoshr + senhrsenhg

para quaisquer que sejam g, € IH. Desta vez, deixamos para o leitor obter contra-

exemplos.

Consideracgoes finais

Este texto tem a intenc¢do de ser apenas o ponto de inicio de muitos outros

trabalhos. Uma vez conhecido o conjunto dos quatérnios, passamos a questionar:
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Podemos considerar fun¢des f : H — IH? Como definir limites ou continuidade
destas fungbes? Qual seria o significado da expressao ,/4? E possivel definir, Ing,
sen! g ou cos™! 4? Quais seriam as expressdes para estas funcdes? Podemos derivar
estas fungdes? Sera valido também que (e7)’ = ¢7 e que (senq)’ = cosq? E quanto as

aplicagdes da teoria dos quatérnios?

Algumas destas perguntas podem render muito tempo de estudo e muitas

péaginas de continhas.
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