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Célculo Diferencial e Integral: um KIT de sobrevivéncia

Prof. Doherty Andrade

Campos Conservativos

Vamos ilustrar o uso do Maple no calculo de potenciais de campos
conservativos. Primeiramente relembramos algumas definicdes e resultados
bésicos.

1. Introducéo
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Se ; --> esta definido sobre a regido do e existe
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g: --> R tal que =F, dizemos que € um campo

. g . F
conservativo e que € um potencial para

No calculo de gradientes, vamos usar um pacote de Algebra Linear. Vamos
relembrar a definicdo de gradiente.

> with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> 'grad(g,[x,y,z])'=[Diff(g,x),Diff(g,y),Diff(g,2)];

; [a A a}
grad(g, [x,0.2]) = axg,%}g,azg



. Flxoyz)=[yz xz,zy] , :
Exemplo 1: Seja . Este € um campo conservativo

glx,y,z)=xyz .
é um potencial para

> grad(x*y*z, [x,y,z]);

[vz,xz. x¥]
PE
gradig) rf) R , N
Lembramos que se =F,ese : --> é uma funcéo
diferenciavel definida sobre o intervalo [a, b], entdo
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Cadeia para derivadas de fungdes compostas.
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Assim, se integrarmos de a :
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Concluimos que se € um campo conservativo e descreve uma curva
o Fdr

fechada , entao =0, onde a integral é tomada sobre a curva
fechada.

Exemplo 2: A funcéo F(X,y,z) = [y, -x, 0] ndo € um campo conservativo, pois
tomando a curva como sendo um circulo de raio 1 no plano x-y, vemos que

> Int(dotprod([sin(t),-cos(t)],[diff(cos(t),t),diff(sin(t),t)]),t=0..2*Pi)
= int(dotprod([sin(t),-cos(t)],[diff(cos(t),t),diff(sin(t),t)]),t=0..2*Pi);

2T
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2. Como reconhecer se F é conservativo?

RB
- F - -~ Q ~
Teorema 1l : Seja continuo em uma regiao do . Sa0
equivalentes:
F 7 -
(@) ¢ conservativo.
jF(x) dx
(b) A integral de linha é independente do caminho.

Este € um 6timo resultado. A parte mais interessante deste teorema € a
implicacédo (b) implica (a).

. Flx.yz)=lyzxz.xy] | _
Exemplo 1 (de novo): Vimos que € conservativo,

RB

assim pelo Teorema 1, a integral sobre qualquer caminho fechado do é
zero. Tomemos como exemplo o circulo no plano x-y.

> F:=(x,y,2)->[y*z,x*z,x*y];

X:=t->cos(t); y:=t->sin(t); z:=t->0;
Int("F(x(t),y(t),z(t))[1]*'D(X)(t)’,t=0..2*Pi)

+ Int("F(x(1),y(1),z(0) [2] *"D(y)(t)",t=0..2*Pi)
+ Int("F(x(t),y(t),z(t))[3]"*'D(2)(t)’,t=0..2*Pi) =
INt(F(x(t),y(t),z(t)) [1]*D(x)(t),t=0..2*Pi)

+ int(F(x(t),y(t),z(t)[2]*D(y)(t),t=0..2*Pi)

+ int(F(x(t),y(t),z(t)[3]*D(2)(t),t=0..2*Pi);

F=(xyz)=>[yzxz, xy]

X = Cos
¥ o=sn
z=1
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=0



Exemplo 2 (de novo): Vimos que a integral sobre qualquer curva fechada néo
€ necessariamente zero para este exemplo. Vamos ver, de outro modo, que
néo existe g tal que

3 a8
87 ayg
and = -X.

Se existisse tal g, entdo as derivadas parciais mistas deveriam ser iguais.
Isto &,
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-1= = =1.

Uma contradicdo.

F
3. Como reconhecer se é conservativo?

F 1 1 = P 1 1 1 1.7 !R 1.
Teorema 2: Seja (025 2) = [FGe, 2, 2), Qe 2), RGx, 2, 2] e suponha
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que , , € , juntos com suas primeiras derivadas séo continuas
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em uma regido simples . Sdo equivalentes:
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Exemplo 1: Vamos verificar as derivadas mistas com o

Fla,y.z)=[yz.xz xy]
campo

> X=Xy =y 2=z
F:=(xy,2)->[y*z,x*z,x*y];
diff(F(x,y,2)[1].y),diff(F(x,y,2)[2],X);
diff(F(x,y,2)[1],2),diff(F(x,y,2)[3].X);
diff(F(x,y,2)[3],y),diff(F(x,y,2)[2],2);

F=(xyz)=>[yzxz, xy]



Exemplo 2: 0 campo néo é conservativo
> F:=(x,y,2)->[y,-x,0];
diff(F(x,y,2)[1].y),diff(F(x.y,2)[2],X);
diff(F(x,y,2)[1],2),diff(F(x.,y,2)[3].X);
diff(F(x,y,2)[3].y).diff(F(x,y,2)[2],2);
F=ixyvz)—=[y —x 0]
1,-1
0,0

0,0

4. Como encontrar o potencial?

E importante saber como determinar o potencial para um campo conservativo.
A técnica é simples e poder ser programada.

O Maple V tem uma rotina para determinar o potencial de um campo. Veja 0s
comandos.

Exemplo 1 (mais uma vez):
> F:=(X,y,2)->[y*z,x*z,x*y];
ﬁ(_)tential(F(x,y,z),[x,y,z],'h');
F=ixyz)—=[yvz.xz,xy]
true
xyz

Exemplo 2 (mais uma vez):

> Fi=(x,y,2)->[y,-x,0];
potential(F(x,y,2),[x.y,z],'9");



F=ixyz)—=[y —-x 0]
Jalse
Exemplo 3:

> Fi=(Xy,2)->[exp(y+2*2) x*exp(y+2*z), 2*x*exp(y+2*2)];
potential(F(x,y,2),[x,y.z],'9");
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Exemplo 4:

> Fi=(x,y,2)->[exp(x)*sin(y)+2*y,exp(x)*cos(y)+2*x-2*y,0];
potential(F(x,y).[x.y,z],'9");

g;
grad(exp(x)*sin(y)+2*x*y-y"2,[X,y,Z]);

F=(xyz)—=[e" sn(y)+2y e" cos(y)+2x— 2y 0]
frise

2yx+ex sin(y}—yz

[e” sin(y)+ 2y, e cos(y)+2x—2y 0]



